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GRAFICA DE CURVAS ALGEBRAICAS EN FORMA IMPLICITA

El conjunto de puntos del plano ordinario cuyas coordenadas satisfacen a una ecuacién de la forma:

flzy,22) = Z aijmﬁxg =0,

donde los a;; son coeficientes reales, se denomina curva algebraica. El grado del polinomio entero en x1,z2 se llama
orden de la curva algebraica.

1 Regiones de existencia de la curva

Se factoriza la ecuacién de la curva f(z,y) = 0 en la forma

de manera que A(x,y) = 0,B(z,y) = 0,C(z,y) = 0,...,L(z,y) = 0, M(z,y) = 0, N(z,y) = 0,..., sean polinomios
en z,y, tales que las curvas que ellos representan son féciles de construir. Cada una de estas curvas dividen al plano
en dos regiones, en cada una de las cuales el primer término de cada ecuacién de las curvas toma signos contrarios.
Sombreando las regiones del plano cuyos puntos dan signos contrarios en los dos miembros de la ecuacién de la curva,
tal como se ha descompuesto, la curva original no estd en las regiones sombreadas y pasa por los puntos de interseccién
de cada curva representada por cada factor del primer miembro con las representadas por los factores del segundo
miembro.

EJEMPLOS:
o (A)aylx+y—2)=z—y+1.

Representadas las rectas ¢ = 0,y = 0,z +y —2 = 0,2 —y + 1 = 0 (ver Figura 1, (A)), se tienen once regiones.
Al lado de cada recta se ha indicado los signos (+) y (=) que toman los primeros miembros de dichas ecuaciones en
las regiones en que cada recta divide al plano. En la regién marcada con el () se tienen los siguientes signos para

y z—y+1 z+y—2

+ + + —
el primer miembro toma signo distinto al del segundo miembro. De forma analoga se determinan la no existencia
o posible existencia en las demads regiones. Se observa que si en una region no existe curva, en todas las regiones
adyacentes puede existir curva.

Seran puntos de la curva los de interseccién de las rectas del primer miembro con las del segundo, o sea, los puntos

(0,1),(-1,0),(1/2,3/2).

los factores de la descomposicién hecha: , luego no existe curva en tal regién, pues

(B) De una ecuacién se pueden tener varias descomposiciones, en este caso se obtienen las regiones de no existencia
de curva solapando las obtenidas en cada descomposicién; por ejemplo, 22y? — 23y —4y?+22? = 0, se puede descomponer
en

yly—z) =2y —2)2y+2) o  Ylz-2)(z+2) =2 (zy-1).

En la primera descomposicién, las cinco rectas t =0,y =0,y —z = 0,2y — x = 0,2y + x = 0, dividen al plano en
10 regiones, no existiendo curva en los 4 sectores de sombreados suave (ver Figura 1 (B)). Obsérvese que en este caso
no es necesario representar la linea 22 = 0, pues su primer miembro es positivo en todo el plano.

La segunda descomposicion divide al plano en 12 regiones, mediante las rectas y = 0,2 —2=0,2+2 =0,z =0y
la hipérbola equildtera zy — 1 = 0, no existiendo curva en 6 de ellas, marcadas con sombreado méas fuerte. Nétese de
nuevo que para determinar las regiones de existencia, no es necesario considerar las rectas z2 =0 e 3% = 0.

La curva pasa por el (0,0) y por los puntos de interseccién de la hipérbola xy — 1 = 0 con las rectas x —2 =0 e
z+2=0.

2 Simetrias

Considérese una curva algebraica de ecuacién f(z,y) = 0.

m La curva es simétrica respecto al eje OY si el punto (z,y) pertenece a ella, también contiene al punto (—x,y), es

decir, si f(z,y) = f(—z.y) = 0.
m La curva es simétrica respecto al eje OX si f(z,y) = f(z,—y) =0.



2 Simetrias 2

Figura 1: Regiones de existencia

m Ejes de simetria ortogonal: Si hay un eje de simetria y el origen no esta en él, realizando un cambio de coordenadas
con el nuevo origen O’ en cualquier punto (a,b) de dicho eje y tomando éste como nuevo eje de abscisas O’ X’ las
formas de cambio de coordenadas ortogonales son:

x=2a cosa— 1y sena + a, y=1a'sena +y cosa + b,
siendo « el angulo que forman O’ X’ y OX. Para que la curva sea simétrica respecto al eje O’ X', se ha de verificar:
f(x'cosa—y'sena+a, 2’ sena+y cosa +b) = f(z' cosa+y'sena + a,z’ sena — y' cosa + b) = 0.

De esta identidad se deduce el valor, o valores, que deben tomar las incégnitas «, a y b, para determinar el eje o
ejes de simetria ortogonal.

Casos particulares:
m La curva es simétrica respecto a la bisectriz del primer cuadrante si f(z,y) = f(y, ), es decir, si:

f(' cos% — sen%,x/ sen% + 14/ cos %) = f(o' cos% +1q sen%,x' Sen% — 9/ cos 2)

m Andlogamente, la curva es simétrica respecto a la bisectriz del segundo cuadrante si f(z,y) = f(—y, —)
EJEMPLOS:
e Sea (ver Figura 2)

fla,y) = 32%y —y° + (a® + )%

La transformacién de ejes, llevando el nuevo origen a un punto desconocido O’(a,b) y el eje O'X’, también
desconocido, que forme un dngulo o con OX, da:

3(b+a’ sen a+y' cos o) (a+2’ cos a—y’ sen a)’~ (b4’ sen a+y' cos a)*+( (b4’ sen a+y’ cos a)*+(a+x’ cos a—y sen a)?)?

Desarrollando y ordenando se tiene un polinomio de quinto grado, el cual debe ser idéntico al que resulta de cambiar
! /!
y' por —y'.
Utilizando MATHEMATICA, igualando a cero los coeficientes con signo contrario, que resultan ser cuatro, resolviendo
las ecuaciones que resultan en las variables a,b,u = cosa y v = sen a:

Curvas algebraicas en forma implicita Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003



2 Simetrias 3

Figura 2: Ejes de simetria

In[1]:= flx_,y_]:= 3*x"2%y - y°3 + (x"2 + y~2)"2

In[2] :=f [X*u-Y*v+a, X*v+Y*u+b]
Out[2]= -(b + v*X + uxY)"3 + 3*x(b + v*X + uxY)*(a + uxX - v*Y)"2 +
((b + v*X + uxY)"2 + (a + uxX - v*xY)"2)"2

In[3] :=f [X*u+Y*v+a,X*v-Y*u+b]

Out [3]=

(b + v¥X - uxY)"3 + 3*(b + vxX - uxY)*(a + uxX + v*Y)"2 +
((b + v*X - ux¥)"2 + (a + u*xX + v¥Y)~2)"2

In[4] :=CoefficientList[%2,{X,Y}]
Out[4]=
{{a"4 + 3*xa"2*b + 2*a"2%b"2 - b"3 + b74,
3*%a”2*%u + 4*xa”2xbxu - 3%b"2%u + 4*b73%u - 4*xa"3%v — 6*axbkv - 4*xaxb"2*v,
2%a”2*%xu"2 - 3*b*xu”2 + 6*%b"2*%u"2 - 6kaxuxv — 8kaxbkuxv + 6*%a"2*v"2 +
3%xb*xv7"2 + 2xb72*%v"2, -u”3 + 4xb*u”3 - 4*ka*u"2*xv + 3xuxv”"2 + 4xbkukxv.2 -
dxaxv~3, u”4 + 2*xu”~2%v"2 + v~4},
{4*a~3*u + 6*axbk*u + 4*xa*xb”~2*%u + 3*%a”2%v + 4xa"2xb*v - 3xb"2%v + 4xb~3xv,
Bxaxu”2 + 8kaxb*xu~2 - 8kxa"2*%ukxv - 12%bxukv + 8xbT2*uxv - 6*kaxv~2 -
8*xaxb*v~2, 4*axu”3 - 9*%u"2%v + 4xbxu"2%xv + 4xakuxv~2 + 3%v~3 + 4xb*v~3,
0, 0%},
{6*a"2*xu"~2 + 3*b*u"2 + 2*xb~2*u"2 + Gxaxuxv + Skxaxbruxv +
2*%a”2*%v~"2 - 3%xbxv~2 + 6xb"2%v~2,
3*%u”3 + 4*xb*xu”3 - 4xaxu"2*v — kuwkv~2 + 4xbkxuxv~2 — 4*axv~3,
2%u”4 + 4xu”2*%v"2 + 2%v~4, 0, 0},
{4xa*u~3 + 3xu”2%v + 4xb*xu”2xv + 4dxaxuxv"2 - v~3 + 4*xbxv~3, 0, 0, 0, O},
{u"4 + 2%xu~2%v"2 + v°4, 0, 0, 0, O}
}

In[5] :=CoefficientList [%3,{X,Y}]
Out [6]=
{{a"4 + 3*a"2%b + 2¥a”"2%b"2 - b3 + b"4,
-3%a”2*%xu — 4xa”2*%b¥*u + 3*b"2%u - 4%b"3%u + 4*a"3*%v + Gkxaxbkv + 4*xaxb”2x%v,
2%a”"2%u"2 - 3%b*u”2 + 6%b72*%u”2 - 6*xakuxv - Skaxbxuxv + 6xa"2*v-2 +
3xb*v~2 + 2%Db72xv"2, u”3 - 4xb*u”3 + 4xaku"2*v - 3kukv"2 - 4xbkuxv.2 +
Axaxv~3, u"4 + 2%u"2%v"2 + v°4},
{4*xa~3*u + 6*axbxu + 4*xaxb”2*%u + 3*%a"2%v + 4*a~2%bxv - 3*%b"2%v + 4*b~3*v,
-6*axu”2 — 8xaxb*u”2 + 8*ka"2xuxv + 12*%b¥xuxv - 8%xb"2*%ukxv + 6*xaxv-2 +
8*a*xb*v~2, 4*a*u”3 - 9*ku"2*xv + 4xbxu”2%v + 4kakuxv.2 + 3xv~3 + 4xb*v~3,

Curvas algebraicas en forma implicita Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003



2 Simetrias 4

0, 0},

{6*a"2*xu”~2 + 3*b*u"2 + 2*xb~2*u"2 + 6G*axuxv + Skaxb¥uxv +

2%xa"2%xy"2 — 3*kb*xv~"2 + 6%xb72%xv"2,

=3*xu”3 - 4xb¥xu”3 + 4xaxu”2xv + 9¥kukxv~2 - 4xbxuxv~2 + 4*xaxv~3,

2%u”4 + 4xu"2%v"2 + 2xv~4, 0, 0},
{4*xa*xu~3 + 3*%u”2%v + 4xb*u”~2%v + 4¥axuxv"2 - v°3 + 4xbxv~3, 0, 0, 0, 0},
{u"4 + 2%xu~2+«v~"2 + v°4, 0, 0, 0, O}
¥

De los 16 coeficientes, se toman los cuatro de signo contrario y se igualan a cero; al resolver el sistema da:

In[6]:=Solvel[%5[[1,2]1]1==5[[1,411==45[[2,211==Y5[[3,2]11==0,{a,b,u,v}]
Out [6]=

{{a > 3~ (1/2)*b, u -> 3~ (1/2)*v}, {a > -(37(1/2)*b), u —> -(3~(1/2)*v)},
{a >0, u->03} {u->0, v >0}

Teniéndose tres ejes de simetria: las rectas que pasan por el origen y forman con el eje OX los dngulos a = 30°,
a = —=30°, a = 90°. El nuevo origen (a,b) puede ser cualquier punto de estos ejes de simetria.

e Sea
flx,y) =(z+y)* +22+2y =0.
La transformacién de ejes llevando el nuevo origen a un punto desconocido O’(a,b) y al eje O’ X' también descono-
cido, que forme un dngulo a con OX, da:

(z'cosa —y'sena+a+ a2’ sena +y cosa+b)* +2(z' cosa — y' sena +a) + +2(z'sena + 3y cosa + b) =0
Desarrollando y ordenando se tiene el polinomio de segundo grado de la forma:
Az 4+ By? + Ha'y + Fy + G2’ +C = 0.
El cual debe ser idéntico al que resulta de cambiar 3’ por —y’, es decir, que debe ser:

Az"? + By? + Ha'y + Fy + G2’ + C = Ax’?> + By’?> — Ha'y' — Fy' + G2’ + C.

Y esto exige que sea

H=F=0, H=2(cosa+sena)(cosa—sena)=0, F =2(cosa—sena)(a+b+1)=0.

haciendo cos @ — sen @ = 0, se anulardn ambas simultdneamente.

Si se verifica esto, es H = F' = 0 para cualquier (a,b), luego todas las rectas que forman un dngulo « definido por:
tag a = 1 seran ejes de simetria.

La curva dada se compone de las dos rectas paralelas (z 4+ y)(z + y + 2) = 0 y los ejes de simetria son todas las
perpendiculares a ellas.

Los puntos (a, b) situados en la recta = + y + 1 = 0 satisfacen a la segunda ecuacién (F = 0), recta que forma un
dngulo o = ff, valor que satisface a la primera ecuaciéon (H = 0).

Luego la recta z + y + 1 = 0 es también un eje de simetria.
e Sea
fla,y) = (x+y)* +2+2y=0.

La transformacién de ejes que lleva el nuevo origen desconocido O'(a,b) y al eje también desconocido, que forme
un angulo a con OX, da

z=x'cosa—1y' sena+a
y=a'sena+ 1y cosa—+b

(2' cosa — 3y sena + a + 2’ sen o + 7 cosa + b)? + 2’ cosa — ' sena + a + 22" sen o 4 2y’ cos o 4 2b = 0.

Desarrollando y ordenando se tiene un polinomio de la forma:
Az + By? + Ha'y' + Fy + G2’ + C = 0.
El cual debe ser idéntico al que resulta de cambiar 3’ por —y’, es decir, que debe ser:

Az"? + By? + Ha'y + Fy + G2’ + C = Ax’?> + By'?> — Ha'y' — Fy' + G2’ + C.

Curvas algebraicas en forma implicita Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003




2 Simetrias 5

Y entonces: H = F = 0. 5
Se obtiene que la recta z 4+ y + 3= 0 es eje de simetria de la curva, que es una parabola.

m Si se verifica que f(z,y) = f(—xz, —y), la curva se dice simétrica respecto al origen de coordenadas.

Obsérvese que si una curva es simétrica respecto a ambos ejes, se verifica que f(z,y) = f(—=z,y) vy f(z,y) = f(z, —y)
y por lo tanto, f(z,y) = f(—z, —y), y la curva es simétrica respecto al origen.

m Si se verifica f(x,y) = —f(—x, —y) la curva es simétrica respecto al origen pero no lo es con relacién a los ejes
coordenados. En este caso el origen pertenece a la curva, pues f(0,0) = —f(0,0) = f(0,0) = 0.

Ver Figura 3 para curvas simétricas respecto al origen.

A A

zy=1 (@ +y)=d(2-y) ald - b/y=1

v

v

) , 3 2 2 3
a/r + b/y=1 r'y+aby -a’z =0 y-ar + bry-cry+dy=0

Figura 3: Curvas algebraicas simétricas respecto al origen

m Si un punto O’(a,b) es centro de simetria, trasladando el origen a este punto O' mediante las férmulas:
r=1x +a, y=1 +b,
deberd ser: f(z' 4+ a,y’ +b) = £f(—2' + a,—y + b), para cualquier punto (z’,y’) de la curva.
EJEMPLOS:

e Sea
2?2 —2zy+4x—y=0

que referida a los ejes paralelos por el punto incégnito (a, b) se transforma en:
(' +a)?=2(@"+a)(y +b)+4(z' +a)—y —b=0.
2% — 22"y + 22" (a — b+ 2) + 3 (—2a — 1) + (a® — 2ab + 4a — b) = 0.
y como al cambiar =’ por —z’ e y’ por —y’ debe ser:
2% — 22"y + 22" (a —b+2) +y'(—2a — 1) + (a? — 2ab + 4a — b) =
+(2"? — 22"y — 22" (a — b+ 2) —y'(—2a — 1) + (a® — 2ab + 4a — b)),

es necesario que:

1
—2a—1:0:>—2a:1:>a:_§

1 3
a—b+2:0é—§—b+2=0$b:§
Curvas algebraicas en forma implicita Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003




3 Interseccién de una curva algebraica con un recta. Tangente 6

Luego el punto (—1/2,3/2) es el centro de la curva, que no tiene otro centro porque todos han debido resultar de
estas ecuaciones. Se trata de una hipérbola de asintotas = —1/2 y 22 — 4y + 7 = 0.

e Sea
2 4 2xy + 3% + 22+ 2y = 0,

que se transforma en:

(@' +a)® + 2 +a)y +b)+ (¥ +b)*+2(2" +a)+2(y +b) =0

2+ y? 420"y + 22" (a+ b+ 1)+ 2y (a+ b+ 1) + (a® + b + 2ab + 2a + 2b) = 0.

Para que la curva sea simétrica respecto al origen O’ es preciso que a+ b+ 1 = 0, lo que prueba que (a, b) satisface
la ecuacién x + y + 1 = 0 de una recta respecto del primer sistema OXY.

Todos los puntos de esta recta son otros tantos centros de simetria de la curva, la cual consta de dos rectas paralelas,
(z+y)(z+y+2) =0

e Hay curvas como la parabola 32 + 2 = 0 que no tienen centro de simetria porque la transformada:
Y220y +0°+ 2 +a=0

tiene un término en =’ de coeficiente no nulo.

3 Interseccién de una curva algebraica con un recta. Tangente

Se considera en el espacio afin euclideo ampliado coordenadas homogéneas, respecto a las cuales se puede dar una
expresion analitica de la curva, que nos permitird, dada la homogeneidad de la funcién, determinar las tangentes tanto
en puntos propios como en impropios (asintotas), asi como la multiplicidad en unos puntos y otros.

Sea la ecuacién de una curva algebraica de orden n en coordenadas homogéneas f(xo,z1,z2) = 0. Obsérvese que
si se hace un cambio de coordenadas afines, x1 = a1y1 + asys + agyo, T2 = b1y + baya + boyo, la nueva ecuacion de la
curva sigue siendo un polinomio homogéneo de grado n.

Las ecuaciones paramétricas de una recta que pasa por los puntos P(pg,p1,p2) v Q(qo,q1,2), se escriben de la
forma px; = p; + g, (1 =0,1,2).

Para determinar los puntos de interseccion de la curva y la recta dadas, se sustituye las coordenadas de la recta

1
pz; en la ecuacién de la curva f(zo,z1,72) = — f(pxo, pr1, pr2) = 0, ¥ resulta:
p

F(po + Ao, p1 + A1, p2 + Ago) = (1)
2 n

A
= f(pOaplap2) + )‘<q0fpo + Chfpl + q2fp2) + g(qofpo + Q1fp1 + qupz)Q +oee (QOfpo + Qprl + qu;Dz)n =0,

n!

donde f,, denota la derivada parcial de f respecto a la variable x;, valuada en el punto (po, p1,p2):

)
. . T . O |(po,p1 p2).
entendiendo que las potencias de los trinomios deben desarrollarse e interpretar los exponentes de las fp, como indice

de derivacion.
Segun la ecuacién (1), polinomio en A de grado n, la recta y la curva tienen n puntos comunes reales o imaginarios,
distintos o confundidos.

Si el punto P(pg, p1,p2) pertenece a la curva, se tiene f(pg,p1,p2) = 0, y la ecuacién (1) admite la raiz A = 0. Si
se cumple ademds que qo fp, + ¢1.fp, + G2fp, = 0, entonces A = 0 serd una raiz doble y la recta PQ tiene dos puntos
comunes con la curva, confundidos en P, con lo que la recta es tangente en P a la curva. Como el coeficiente de A
también se anula para el punto P, debido al teorema de Euler para funciones homogéneas:

nf(zo, x1,x2) = 2o fo, (To, T1, Z2) + 1 f2, (X0, T1, T2) + X2 fa, (To, 21, T2),

todo punto de la recta PQ anula a dicho coeficiente, por lo que la ecuacién de la tangente a la curva en el punto P es:

’fpol"0+fp19€1+fp2$2:0‘ (2)

Esta ecuacién es vélida tanto en puntos propios como en impropios del plano. Si sélo se consideran puntos propios
y se tiene como ecuacién de la curva en coordenadas afines (no homogéneas) f(x,y) = 0, la tangente en un punto

d
(a,b) es una recta que pasa por este punto y tiene de pendiente y' = d—y, por lo que, teniéndose que f, + f,y’ =0, la

ecuacién de la tangente, en puntos donde ninguna de las derivadas fo = fz(a,b) y fi = fy(a,b) se anulan, es

Curvas algebraicas en forma implicita Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003



4 Puntos singulares 7

[ falz —a) + foly — b) = 0] (3)

Los puntos de tangente horizontal satisfacen a
f@y) =0, fulz,y) =0, fy(z,y) #0. (4)

Y los puntos de tangente vertical satisfacen a
f@y) =0, fy(z,y)=0, fulz,y)#0. (5)

4 Puntos singulares

m Si las tres primeras derivadas parciales en un punto P de la curva se anulan, la ecuacién (1) carece de término
independiente y de término lineal en A, por lo que toda recta que pase por P corta a la curva en dos puntos confundidos,
se dice entonces que el punto P es un punto doble. Estos se determinan resolviendo el sistema de ecuaciones

fro(x07xlvx2) :07 fm1($0,$1,$2) :07 f12($07x13x2) =0.

Se observa que toda solucién de este sistema estd necesariamente en la curva, en virtud del teorema de Euler para
funciones homogéneas.

Si se cumple ademés que (o fp, + q1fp, + Q2fp2)2 = 0, entonces A = 0 serd una raiz triple y la recta PQ tiene tres
puntos comunes con la curva, confundidos en P, con lo que la recta es tangente a una rama de la curva en P. Como
el coeficiente de A\? también se anula para todo punto de la recta PQ, al anularse en el punto P, como se comprueba
derivando en la igualdad que da el teorema de Euler para funciones homogéneas, las tangentes a la curva en un punto
doble P vienen dadas por el polinomio de segundo grado:

(xOfpo + mlfm + x2fp2)2 = $gfpg + x%fpf + x%fp% + 2$0x1fp0p1 + 2x0x2fp0p2 + 2-T1$2fp1172 = 0;

Segun la naturaleza y posicién de estas rectas respecto a la curva, el punto doble recibe las siguientes denomina-
ciones:

1) Si las tangentes son reales y distintas se dice que el punto P es crunodal.

2) Si las tangentes son reales e iguales, se tienen los diferentes tipo de puntos:

a) Si la curva continia después del punto P, se denomina tacnodal, pudiendo estar las ramas de la curva a
ambos lados de la tangente o sélo en uno de los lados.

b) Si la curva no continia después del punto P, se trata de un punto de retroceso, siendo de primera especie
si las ramas de la curva quedan a en distinto lado de la tangente, y de segunda especie si las dos ramas quedan al
mismo lado de la tangente.

3) Si las tangentes son imaginarias, se trata de un punto aislado.

En las Figuras 4 (pdg. 8) y 8 (pag. 16) se muestran algunos ejemplos de los distintos puntos dobles definidos tanto
propios como impropios.

m Si todas las derivadas primeras y segundas de f se anulan en P, y alguna de las terceras derivadas es distinta
de cero, se dice que el punto P es un punto triple de la curva. La recta P@Q corta a la curva en tres puntos confundidos
en P, cuando la coordenadas de Q no anulan al coeficiente de A* en (1). Si dicho coeficiente se anula en @, la recta y
la curva tienen cuatro puntos confundidos en P, con lo que la recta PQ es tangente a una rama de la curva que pasa
por este punto. La ecuacién conjunta de las tres tangentes en P es:

(Zofpo + 21 fp, + $2fp2)3 =0.
m Si, en general, se anulan en P las derivadas de f hasta el orden k y no son simultdneamente nulas las de orden
k + 1, se dice que P es un punto miltiple de orden k£ 4+ 1 y la ecuacién de las tangentes en él serd

(xOfpo +x1fp, + x2fp2)k+1 =0.

m Denomindndose, en general, punto singular de la curva, a cualquier punto multiple de orden k + 1, para k =
1,2,3,...

A continuacion se hace el estudio en un punto miltiple de una curva algebraica usando coordenadas no homogéneas,
determinando las tangentes en él.
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crunodal , ~  p aislado
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0P
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1

2(yz+1)°-1=0
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v
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~

z+y"-65'=0 y(2-1)*1=0 (y-2-2")"-2'=0

Figura 4: Tipos de puntos dobles de curvas algebraicas
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4 Puntos singulares 9

Se supone que el origen de coordenadas es de la curva f(x,y) = 0, si no lo fuera, se hace un cambio de coordenadas
apropiado para que lo sea, y se desarrolla el polinomio f(z,y) por la férmula de Mac—Laurin:

f(xvy) = f(070) + ('rfio + yfyo) + %(l‘fﬂﬁo + yfyo)2 +eee %(l‘fwo + yfyo)na

donde se denota con fg,, fy, las derivadas parciales de f respecto a x e y en el punto (0,0), y entendiendo que las
potencias de los binomios deben desarrollarse e interpretar los exponentes de las derivadas f; y f, como indice de
derivacién.

(xfzo + Y fy,)", polinomio homogéneo en z e y de grado 4, la ecuacién de la curva, al ser

1
Si se pone @;(z,y) = =
i

£(0,0) = 0, se escribira en la forma siguiente:

f(z,y) = p1(z,y) + pa(x,y) + -+ + pn(z,y) = 0.

Los puntos de interseccién de la curva f(z,y) = 0 con las rectas y = ax, no paralelas al eje OY, tienen por abscisas
las raices de la ecuacién de orden n en x:

p1(x,azx) + po(x,ax) + -+ + @z, ax) =0,
o sea:
zp1(l,a) + x2cp2(1, a)+ -+ a"p,(1,a) =0,

que tiene una raiz = 0, que corresponde al origen de coordenadas, y si p1(1,a) # 0, n — 1 distintas de cero. En este
caso no pueden anularse simultdneamente f, y fy, en el origen.

Si la recta y = ax es la tangente a la curva en (0,0) la ecuacién admitird entonces una rafz doble en z = 0, para
lo que tendréd que ser ;1(1,a) = 0. La raiz de tal ecuacién de primer grado serd el coeficiente angular de la tangente
a la curva y la ecuacién de dicha tangente sera:

o1(z,y) = feor + fyoy = 0.

Si la ecuacién de la curva carece de términos de primer grado, para lo que fz, = fy, = 0, entonces (0, 0) serd punto
doble y la ecuacion
rp1(1,a) + 2%ps(1,a) + -+ 2", (1,a) =0

admitira la raiz doble x = 0 para todo valor de a, es decir, toda recta incidente con la curva en (0,0) tendrd comunes
con la curva dos puntos confundidos en él. En este caso, para los valores de a, raices de la ecuacién p2(1,a) = 0, se
obtienen dos rectas que tienen comunes cada una de ellas tres puntos con la curva, confundidos en (0,0). El conjunto
de tales tangentes tiene la ecuacién:

02(2,y) = fr22” + 2fuo fyoxy + f20° = 0.

Anédlogamente, si las derivadas segundas se anularan en el origen, es decir, si no existiesen términos de segundo
grado tampoco, pero si de tercero, el punto seria triple y el conjunto de las tres tangentes estaria dado entonces por:

ws3(z,y) = 0.

En definitiva, y para un caso general, si son idénticamente nulos

<P1(55ay) = 07@2(1‘72-/) = 0,-~-,§0h—1(x,y) = Oa

pero no pp(x,y), es decir, si los términos de menor grado del polinomio f(x,y) son de orden de multiplicidad h, el
origen es un punto miiltiple de orden de multiplicidad h y el conjunto de las h tangentes a la curva en él estd dado
por:

en(@,y) =0

y sus pendientes son las raices de la ecuacién ¢p(1,a) = 0.
EJEMPLO:

e Los puntos dobles de la curva (ver grafica en Figura 5)
f(z,y) = 2* — 2ay® — 3a*y* — 2a*2* +a* =0
se obtienen resolviendo el sistema obtenido anulando sus derivadas parciales:

fo =423 — 40’2t =0
[y = —6ay*t — 6ayt*> =0
fi = —2ay® — 6a%y?t — 4a2°t + 4t3a* =0
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5 Puntos de inflexién 10

Resultando, de las dos primeras, los puntos: (t,0,0), (¢,0,at), (¢,at,0), (¢, at,at), (t,—at,0) vy (¢, —at,at), de los
cuales, solo satisfacen a la tercera y, por tanto, a la ecuacién de la curva, los puntos (0, —a), (a,0) y (—a,0), que son
los puntos singulares.

Para hallar las tangentes, por ejemplo, en el punto (1, a,0) se ha de calcular las derivadas segundas y sustituirlas
en este punto, para formar la matriz hessiana:

8a* -8 0
—8a®  8a? 0 ;
0 0 —6a?

que da lugar al ecuacién cuadrética 4z2 — 3y? — 8a®z + 4a* = 0, que degenera en dos rectas, que son las tangentes
(cuyo punto en comin es el punto singular (a,0)) de ecuaciones:

4
y== g(x—a).

También se pueden determinar las tangentes en el punto singular (a,0), tomando éste como nuevo origen de
coordenadas, haciendo el cambio * — x + a,y — y, e igualando a cero los términos de menor grado (dos): 4a’x? —
3a2y? = 0; o sea, el producto de rectas (\/gy + 2x)(\/§y — 2z) = 0, que deshaciendo el cambio, se llega a las mismas
rectas tangentes de arriba.

Ay

v

Figura 5: Puntos dobles

5 Puntos de inflexion

Si P(po, p1,p2) pertenece a la curva, y si los puntos @ de la tangente en P, x¢ fp, + Z1fp, + Z2fp, = 0, anularan
también el coeficiente )
O aifn)’

i=0
de A2 en la ecuacién (1) entonces la recta PQ tendria tres puntos confundidos en P con la curva y se dice que el punto
P es un punto de inflexién.

Y si ademas anulara a los coeficientes de A3, A%, ..., la tangente tendria con la curva 4,5, ... puntos confundidos,
y atravesaria o no a la curva segun el nimero de puntos confundidos sea impar o par.

Si P(po,p1,p2) es un punto de inflexién, la ecuacién:

(xOfpo +x1fp, + x2fp2)2 = x%fpﬁ + x%f;nﬂ + x%fm? + 22021 fpop, + 2x0x2fpop2 + 2$1$2fp1p2 =0,

debe satisfacerse por todos los puntos de la tangente xfp, + =1 fp, + 22 fp, = 0. Asi, la ecuacién anterior debera ser
el producto de esta recta por otra recta, de modo que, por ser una cénica degenerada, su discriminante (que es el
hessiano de la curva dada en P) debe ser nulo; es decir, debe ser:

fp02 fpopl fpopz
fplpo fp12 fp1p2 =0,

fpzpo fpzpl fp22

Curvas algebraicas en forma implicita Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003




6 Asintotas 11

en todos los puntos P de inflexién de la curva f(zg,21,22) = 0, y en todos los dobles. De aqui que los puntos de
inflexion se obtienen entre los de interseccién de la curva dada con la hessiana.

3,0 fgofﬂl ffEOfEQ
fmlxﬂ fxl fxlxz =0, f($07x17x2) =0.
fI2$0 f&zml %2

Si la curva algebraica dada es de orden n, su hessiano es de orden 3(n — 2) y por lo tanto, el ntimero total, a
lo sumo, de puntos de inflexién serd 3n(n — 2), si no hay dobles. Asi una cibica tendrd a lo sumo nueve puntos de
inflexién; una cénica no tiene ninguno.

EJEMPLO:

e Puntos de inflexién de la curva f(x,y) = 2y* +y +z = 0.

In[1]:

flx_,y_,t_]:=x*y 4+y*t 4+x*t"4

In[2]:

{{Dlf[x,y,t],{t,2}],D[f[x,y,t],x,t],DIf[x,y,t],y,tl},
{D[f[x,y,t],x,t],D[f[x,y,t],{x,2}],D[f[x,y,t],x,yl},
{D[f[x,y,t],y,t],Dlf[x,y,t],x,y],Dlf[x,y,t],{y,2}]1}}

In[3] :=Det [%]
Out [3]=64* (3%t~ 6*x*y~2 + 2%t 6*y~3 — 3+t "2%x*y~6 - 3%t~ 2*y~7)

In[4] :=Solve[{%==0,f [x,y,t]1==03},{x,y}]

Out [4]= {{x -> -(135"(1/4)*t)/8, y —> (5/3)"(1/4)*t},
{x —> -I/8%135~(1/4)*t, y -> I%(5/3)"(1/4)*t},
{x -> (1357 (1/4)*t)/8, y -> -((5/3)"(1/4)*t)},
{x -> I/8%135°(1/4)*t, y -> -Ix(5/3)"(1/4)*t},
{x->0,y >0}, {x—>0,y >0} {x->0,y >0}

In[5]:= N[%]

Out [6]={{x -> -0.4260822624253123*t, y —-> 1.136219366467499*t},
{x -> -0.4260822624253123*I*t, y -> 1.136219366467499*I*t},
{x -> 0.4260822624253123*t, y —-> -1.136219366467499*t},
{x -> 0.4260822624253123*Ixt, y —-> -1.136219366467499*I*t},
{x->0,y >0} {x->0,y >0} {x->0, y->0}

Figura 6: Puntos de inflexion

Luego las soluciones reales, que corresponden a puntos de inflexién son (—0.42,1.13), (0.42, —1.13), (0, 0).

6 Asintotas

Se denomina asintota a una curva a la tangente en un punto impropio de la curva.

Asf para hallar las asintotas, al considerar coordenadas homogéneas, basta con determinar las tangentes (2) en
los puntos impropios, una vez determinados éstos, para lo que es necesario intersecar f(xg,z1,22) = 0 con la recta
impropia xg = 0.

Se conoce por rama infinita de una curva algebraica a un arco de la misma tal que una por lo menos de las coordenadas
z, y, de un punto P(z,y) que lo recorra crezca indefinidamente.

Se da el nombre de asintota a una rama infinita, a una recta fija tal que su distancia al punto P(z,y) tienda a cero
cuando P se aleja indefinidamente sobre la rama infinita. En este caso la rama infinita se dice hiperbdlica.
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m Las asintotas paralelas al eje OX se hallan determinando los valores finitos de ”y” para los cuales "z” crece
indefinidamente.

Si se pone la ecuacion algebraica que determina la curva, ordenada respecto de las potencias de x:

ar(y)z” + ar—1(y)2" "+ - + ar(y)z + ao(y) =0,

dividiendo por 2" (la potencia mds alta) y haciendo x — oo, resulta a,(y) = 0, que es una ecuacién en y, cuyas
soluciones nos dan las asintotas paralelas al eje OX.

m Las asintotas paralelas al eje OY se hallan determinando los valores finitos de ”z” para los cuales ”y” crece
indefinidamente.
Supuesta la ecuaciéon ordenada respecto a las potencias de y:

bs(z)y® + bs_l(a:)ysfl + -4 bi(x)y + bo(x) = 0.

Las soluciones de la ecuacién en x, bs(x) = 0, representan las asintotas paralelas al eje OY.

m Caso general: Si el grado de la curva es n, se puede escribir su ecuacién agrupando en primer lugar los términos
de grado n, luego los de grado n — 1, etc., en la siguiente forma:

f(x,y) = on(z,y) + on_1(z,y) + -+ 1(z,y) + ©o = 0.

Suponiendo que la asintota es de la forma y = ax + b.
Cuando un punto P(z,y) describe una rama infinita, tendiendo a infinito x e y, para obtener las direcciones

asintoticas habra que calcular el limite de = cuando x — oo para lo cual se hace = = a.
T T
Intersecando la curva con una recta que pasa por el origen y = ax:

flz,y) =2"pn(1,a) + 2" 'ou_1(1,a) + - + zp1(1,a) + o = 0.

Dividiendo por 2™ y tomando limite cuando x — oo, resulta:

on(l,a) =0

luego las raices a; de esta ecuacién nos dardn las direcciones asintéticas de la curva.
Para determinar las asintotas oblicuas, se debe hallar la tangente en el punto del infinito (0,1, a), para cada solucién
a, haciendo uso de la férmula general (2), y resulta:

O,

Opn, B
Dt (1,a) + za=——(1,a) = 0.

8&32

zopn—1(1,a) + 1

Otra forma de determinar las asintotas oblicuas es tener en cuenta que la tangente a la curva en (0,1, a) corta a la
curva en dos puntos confundidos.

Si a es la direccién del correspondiente punto impropio, serd y = ax + b la asintota, que cortandola con la curva
debe dar dos raices infinitas en la ecuacion resultante, lo cual exige la anulacién de los coeficientes de los dos primeros
términos de mayor grado. Haciendo tal sustitucién y anulando esos términos, se tiene:

f(@,y) = en(@,az+b) + @n_1(z,02 +b) + - + 1(x, a4z + b) + o =

b b b
=a"pp(l,a+ E) +a2" o, (la+ ;) +taei(la+ E) + @0 =0.
y haciendo uso de

b b b2
4/771(1, a+ 5) = <p7l(1a CL) + E@;L(La) + 222 (10;;(17(1) + e
b b / b2 1’
@nfl(laa + E) = Qpnfl(lv a) + ;Qonfl(la a) + 272 @nfl(lﬂa) +oee
b b / b "
§0n72(17a + E) = Qpn72(17 a) + ;@n72(17 a) + 222 @n72(17a) +oee

y como ¢, (1,a) = 0, queda:

b2
S0 (10) + puoa (L)) + 07 (G0 + 0l 1 (10) + prmallia) )+ =0, 0
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Resultando:

b@;(l,a)-ﬁ-g&n,l(l’a) =0, b=—

Si @l (l,a) =0y ¢n—1(1,a) # 0 resulta que b = 0o y por lo que la recta serfa la recta del infinito. En este caso se
dice que la rama infinita es parabdlica.

Cuando ¢/, (1,a) = ¢,—1(1,a) = 0 entonces el punto del infinito serfa doble y de la ecuacién (6) se deduce que el
término en 2”1 se anula idénticamente, se obtienen dos asintotas con la misma pendiente a, cuyas ordenadas en el
origen vienen dadas por las raices de la ecuacién:

b2
E@Z(lva) + b¢;71(17a) + Spn*Q(la a) =0.

Si ocurre que ¢ (1,a) = 0 esta ecuacién tiene una raiz infinita, y por lo tanto existe una rama parabdlica y una
asintota.

Si@l'(1,a) = ¢l,_1(1,a;) =0, las dos raices son infinitas y la curva tendra dos ramas parabdlicas.

Este resultado se extiende al caso en que se anulen idénticamente los coeficientes de ™~ 1, 2"=2, ..., 2" ",
EJEMPLOS:

e Para hallar las asintotas de la curva: x* — y* 4 222 + 32 = 0, se pone en forma homogénea:
zt — oyt 2222 22 =0
Y si se hace t = 0, es decir, se corta por la recta del infinito, resulta: xz* — y* = 0, luego las direcciones de las
asintotas serdn: (z +y)(y — x)(2? +3?) = 0.
Entonces resultan las asintotas:
y:£€+b, y:7$+b,
donde b se halla por la férmula:
-1l @) _ 0
en(l,a)  —dad®
siendo a el coeficiente de x en las ecuaciones anteriores de las asintotas, es decir, 1 y —1. Por lo tanto, las ecuaciones
de las asintotas seran, con b = 0:

b= =0,

e Asintotas de la curva: zy? + 522y + 423 + 2y — 9 = 0.
Para ver si tiene asintotas no paralelas a los ejes coordenados, se homogeniza la ecuacién:
zy? + 5’y + 423 + zyt — 9t3 = 0.

Se corta con t = 0 y se obtiene: xy? + 522y + 42® = 0. Se divide por 2 (z elevada al grado de la ecuacién) y se

obtiene otra ecuacién en =, haciendo = = a, resulta:
T T

—5++v25—-16 —-5+3
5 =

a?+5a+4=0, ai2 = 5

Con lo que las asintotas seran:
y=—c+b, y = —4x + D,

donde
b — 7@77471(1,@) — —a
¢! (1,a) 2a+5’
y para a = —1 y a = —4, las asintotas son:
1 4
=— = = —4r — —-.
Y x+ 3 Y T3

Asintotas paralelas a los ejes coordenados.
Asfntota paralela al eje OY: Se ordena la ecuacién en y: y?z + y(523 + ) + 423 — 9 = 0, y se divide por la mayor
potencia de y (para este caso y?).
3 3
Y Y Y
haciendo y — oo resulta x = 0, que es la ecuacién buscada.

Asintota paralela al eje OX: Ordenando en z y dividiendo por la mayor potencia de xz. No hay asintota paralela

al eje OX pues 4 es el coeficiente de la mayor potencia que es z3.
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7 Meétodo de Newton-Cramer para deducir la disposicién de las ramas de una curva
algebraica en el entorno de uno de sus puntos propios y de las ramas infinitas de la
misma

m ESTUDIO EN EL ORIGEN

Sea la curva algebraica f(z,y) = 0 que pasa por el origen. Si el punto en que se quiere estudiar no es el origen, con
un cambio de coordenadas se toma por origen de coordenadas dicho punto. Se estudia la curva dada en el entorno del
origen por el método de Newton—Cramer, el cual consiste en suponer que las variables x e ¢ son infinitamente pequenas
de 6rdenes r y s, por ejemplo, de modo que si ¢t es un infinitésimo principal es z = t" e y = t°. Al sustituir estos
valores de z e y en el primer miembro de la ecuacién f(z,y) = 0, todos los términos se convierten en infinitamente
pequenos; como el orden de una suma de infinitésimos es el del sumando que lo tenga menor, puede prescindirse,
en una primera aproximacién, de aquellos sumandos de orden més alto, quedando en dicho primer miembro sélo los
términos de menor orden infinitesimal. La ecuacién que se obtiene con estos términos, una vez suprimidos los demés,
dard un arco de curva que pasard por el origen y coincidird con un arco de la dada, tanto mejor cuanto menor sea el
entorno del origen en el que se hace estas consideraciones.

Tomando ahora en un sistema de ejes cartesianos las abscisas r,2r,3r, ..., etc., con la unidad r y las ordenadas
s$,28,3s,. .., etc., con la unidad s, se marcan los puntos (p, q) de este cuadriculado, tales que pr + ¢s sea el exponente
del término a, 4aPy? transformado en ay, ,tP" 795,

Si se consideran dos puntos cualesquiera A;(p1,q1), A2(p2,q2) correspondientes a los términos en zP1y? y xP2y92
con el mismo orden infinitesimal p17 4 g15 = p2r + g28, ocurre que el término correspondiente a un punto del diagrama
alineado con A; y As es del mismo orden infinitesimal. En efecto, considérese un punto (p,q) de la recta A; Ao, se
tiene:

p—pm _q—q _ p—p1 _ (@a—q)s

Al A = = = = =>r(p—p1)=—(q—q)s=pr+qs=pir+qs.
P2 —p1 q2 — q1 P2 —P1 (p1 — p2)r

Con lo que el término correspondiente al punto (p,q) es del mismo orden infinitesimal que los otros dos cuyos
puntos representativos determinan la recta A;As.
Ademss la recta A; As divide al plano en dos regiones. Un punto exterior a la recta A; As que escrita en la forma

pr+gqs— (pir+qs) =0

dard al primer miembro un valor diferente de cero, que serd negativo en la regién del origen (pr + gs < p17 + ¢18) y
positivo en la opuesta (pr + ¢gs > p1r + ¢18); luego el orden infinitesimal de los términos de la regién del origen es
menor que los de la regién opuesta.

De acuerdo con este razonamiento los términos cuyos puntos representativos estan en una recta que deja a los
demas puntos, que representan a los restantes términos, en la regién que no contiene al origen, son los de orden
infinitesimal menor y representan una curva dada en un entorno del origen.

A estas rectas que contienen a los puntos representativos de los términos de menor grado se les denomina determi-
natrices.

Si se parte de la primera aproximacién y = ¢(x) de una rama de curva dada por una determinatriz y se quiere
hacer una aproximaciéon mayor a la rama de la curva dada, se tendra que anadir un término complementario, u, tal
que y = @(x) + u sustituyera a la rama de la curva con mds exactitud. Llevando este valor de y a la ecuacién de la
curva dada, esta toma la forma

9@, u) = f(z, o(x) +u) = 0.

Tomando en el diagrama formado para g(z,u) = 0 la determinatriz que dé para u un orden infinitesimal superior
a los de los sumandos de ¢(z) se tiene la nueva aproximacion:

y = (@) + ().

Anadiendo un nuevo término y siguiendo el mismo proceso, se va obteniendo el desarrollo de la funcién y de z que
corresponde al arco en cuestion.

Es interesante, a efectos de representar las ecuaciones de las aproximaciones de las ramas de las curvas obtenidas
por este método, exponer un cuadro de unos ciertos de tipos de curvas que se pudieran obtener (ver Figura 7 y
Figura 8).

m LINEAS ASINTOTICAS

El estudio de las ramas infinitas de una curva es analogo al estudio de una curva en un entorno de uno de sus
puntos propios. Asi, si se sustituyen x por t" e y por t°, siendo ahora ¢ un infinito de primer orden, seran z e y infinitos
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n>m n<m
y'=ca', n#m
c>0 c<0 c>0 c<0
n par %u ¥
m impar
n impar 7_% %
m par

Figura 7: Curvas parabdlicas

de 6rdenes r y s respectivamente. Al sustituir ¢" por x y t® por y en la ecuacién y hacer crecer t, los términos de
la ecuacién se convierten en infinitos de diversos érdenes, pudiendo ahora despreciar los infinitos de orden inferior y
conservar solo los de orden superior.

Utilizando la misma representacion cartesiana para los exponentes, se tienen los mismos vértices senalados en el
caso del estudio de la curva en un entorno del origen. Y una recta que deja a los restantes puntos al mismo lado que el
origen, contiene puntos que representan a los sumandos de orden infinito mayor, por lo que estos primeros sumandos
constituyen una primera aproximacion de una rama infinita de la curva dada.

Si se quiere una mayor aproximacién de la rama infinita se debe anadir a la obtenida, y = ¢(z) un término u de
menor orden de infinito. Para determinar u se sustituye en la curva dada, f(x,y) = 0, y por ¢(z) + u y se obtiene
una ecuacién g(z,u) = 0, a la cual se aplica de nuevo el mismo método, la determinatriz que de un orden de infinito
menor para u, nos determina el valor de u en funcién de z, u = ¥(z) y la nueva aproximacion sera:

y = (@) + (o).

Procediendo en forma andloga se puede obtener una mayor aproximaciéon para la curva que sustituye a la rama
infinita.

EJEMPLO
e Consideremos la curva C de ecuacién

28 4 20223y — b3y® = 0.

Las curvas que pueden sustituir aproximadamente en un entorno del origen a la curva C dada, surgen de las
determinatrices M N y PN que dejan a los restantes puntos en el semiplano distinto del origen, segin el diagrama de
la izquierda siguiente

P G

H
N | L

M F
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PUNTOS de RETROCESO de PRIMERA ESPECIE

b ad
r\)/ ‘\54@
(y-am)2202m3 0 y=art e (y—am)2: 8 y= art c(—m)g/4
PUNTOS de RETROCESO de SEGUNDA ESPECIFE (b>0)
o
b v
.\
22 25 B 2 52 22 25 B 2 52
(y-az-bx ) =cz O y= art+br* cx (y-aztbz ) =cxz O y= ar-brz* cx
4@’3’,' 0{&

v v

v
v

2.2 25

(y-az-bz ) =cz 6 y bt C(_m)5/2

25

(y—a:r+bx2)2:—c x 0 y= az-br + c(—x)B/2

Figura 8: Puntos de retroceso

Determinatriz MN: 28 + 24223y = 0. Una rama de la curva C se puede sustituir, en un entorno del origen, por

Y= "o
; : 2,.3 3,3 o 2a%2° . y .
Determinatriz PN: 2a°xy — b°y> = 0, o sea, y~ = T es otra aproximacién de C en el origen.

Para obtener ramas infinitas que se aproximen a la curva C, sirven las determinatrices que dejen los puntos que no
estan en ellas en el mismo semiplano que el origen.

Determinatriz PM: 25 — b3y3 = 0, es decir, la curva que tiene el mismo punto impropio que la curva C, o curva
2
e s z
asintotica, es y = —.

b

Si se quiere mayor aproximacién, se pone y = z2/b + u, que sustituyendo en la ecuacién propuesta, se obtiene

202z

b

+ 2a%2%u — b3 — 3batu — 3222 = 0.

En el segundo diagrama, siguiendo el método de Newton-Cramer, se toman las determinatrices LF' y GHL, que
dejan a los restantes puntos en el mismo semiplano que contiene al origen.

. . 2a2x® 4 202z . .
Determinatriz LF" — 3bz"u = 0, de donde u = TR Por lo que la curva asintética que se aproxima a la
curva C es:
- x? + 2a%x
Y7 T e

Determinatriz GHL: —bu3 — 3b%22u? — 3bztu = 0, es decir b>u? + 3b2x?u + 32* = 0, que da para u valores
imaginarios; luego, no nos sirve.
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Para representar la curva C, se dibuja previamente la ramas obtenidas:

23
C A: =——
urva Y 52
92 2.3
Curva B : Yo = %
22 2a%x
C C: = — .
urva Y b + 302

La grafica siguiente ha sido extraida usando el comando de MATHEMATICA:

ImplicitPlot [{x"6+2x~3%y-8y~3==0,2y+x~3==0,4y"2-x"3==0,
y-x"2/2-x/6==0},{x,-2,2},AspectRatio->2]

y tomando los valores particulares de a =1y b = 2:
C:a%+223y —8°=0, A:2y+2°=0, B: 4> —2°=0, C:y—2?/2—-2/6=0.

Informacién complementaria: Las tangentes horizontales estdn en los puntos de coordenadas (0,0) y (0.5, —0.12).
La tangente vertical en (0.52,—0.11). Puntos de interseccién de las curvas A y B, (0,0) y (1,—-0.5).

Con las dos descomposiciones xz?(x2 + 2y) = yy? v 2y(x® — 4y?) = —a5, se obtienen las zonas sombreadas donde
no hay curva.

v

Figura 9: Ejemplo del método de Newton-Cramer
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8 Numero de puntos dobles de una curva algebraica 18

8 Nimero de puntos dobles de una curva algebraica

”Una curva algebraica de orden n sélo puede tener a lo sumo <n 5 1) puntos dobles”.

En efecto, sea C una curva algebraica de orden n > 1 que tenga d puntos dobles y no tiene otros puntos singulares.
Por estos puntos dobles pasan infinitas curvas de orden n — 1, ya que para obtener una de ellas, sea Cy, basta hallar
la primera polar de cualquier punto del plano (pg, p1, p2):

2
=0

Las curvas C y C; tienen n(n — 1) puntos comunes distintos o no, reales o imaginarios, segin el teorema de Bezout,
de los cuales d serdn los dobles de C, ya que C; pasa por ellos; luego, 2d < n(n — 1), o sea d < n(n —1)/2.

Si la ecuacion de la curva algebraica C;, de orden m — 1, se agrupa en polinomios homogéneos, el numero de
coeficientes de estos es, de n para el de grado n—1, de n— 1 para el de grado n —2 y asf hasta el término independiente
que consta de un solo coeficiente, en total seran

1
1+2+3+~4{n—”+n:££%li
y al dividir por uno de ellos, el nimero de coeficientes esenciales es
(n+1)n 1= (n—1)(n+2)
2 N 2 '

La curva C; queda pues determinada por n; = (n — 1)(n + 2)/2 condiciones.

Se verifica, en primer lugar, que d < nq, pues si se supone que d > ny, resulta n(n —1)/2 > (n — 1)(n+2)/2, o sea
que n > n + 2, lo cual es absurdo.

Se determina ahora una curva C’, de orden n — 1, que pase por los puntos dobles de C y por n; — d puntos mas de
esta curva C. Asf las curvas C y C’ tendrédn n(n — 1) puntos comunes, entre los que figuran los d dobles y los ny — d
elegidos, es decir, 2d 4+ (n; —d) =d +ny1 < n(n — 1), con lo que

d<nn—1)—ny=n(n—1)— (n—1)2(n—|—2) _ (n—1)2(n—2) _ (n;1>,

que es lo que se queria establecer.

Si existen puntos de multiplicidad k se consideran como tantos dobles como pares de ramas que pasan por él, asi
el punto multiple es considerado como (’2“) puntos dobles.

9 Género de un curva algebraica. Curvas unicursales

Se conoce como género de una curva algebraica a la diferencia de puntos dobles que, por razén de su orden, puede
tener y los que realmente tiene. Si el orden de la curva es n, el género es

n—1
= —d.
Cuando el género es cero se dice que la curva es unicursal o racional. Es este caso la curva puede expresarse en
funcién racional de un parametro.
En efecto, sea f(z,y) = 0 la ecuacién de una curva C de orden n y género cero. Por sus d = (”;1) puntos dobles y
n — 3 puntos mas de C se puede hacer pasar una curva de orden n — 2, ya que el nimero de puntos que se han tomado
es
n—1)(n—-2 n—2)(n+1
(n-1Hn=-2 . =20+l
2 2
es decir, una condicién menos de las necesarias para determinar una curva de orden n — 2. Por lo que por dichos
puntos pasa una familia de curvas de orden n — 2, C; + AC2, que forman un haz y que pasa por cada punto del plano
que se fije.
A cada X corresponde una curva del haz y ésta tiene con C, n(n — 2) puntos comunes, de los cuales se conocen los
d dobles y los n — 3 elegidos que seran un total de

_]_7

—1
2(} >+n—3=mn—a—L
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9 Género de un curva algebraica. Curvas unicursales 19

lo cual indica que a cada A corresponde otro tinico punto de interseccion de ambas curvas, a parte de los elegidos. Este
pardmetro nos va a determinar todos los puntos de C.
Para ello se resuelve el sistema formado por las ecuaciones

f(x,y):O, fl(x,y)+)\f2($,y):0,

eliminando una de las variables, por ejemplo la y, obteniéndose asi una ecuacién en z y A\, F(z,\) = 0, de grado
n(n — 2), ecuacién de la que se conocen n(n —2) — 1 soluciones, por ser este ntmero el de los puntos comunes a ambas
curvas conocidas.

Dividiendo por todas las raices se llega a una ecuacién de primer grado en x, Fy(A)xz + F>(\) = 0, de la cual se
despeja x.

Anélogamente se obtiene y en funcién de .

n—1

5 ) puntos dobles, puede también operarse con un punto de este

Al equivaler un punto de multiplicidad n —1 a (
tipo.
Sea P(p1,p2) dicho punto, y haciendo una traslacién de ejes a este punto y ordenando la ecuacién que resulta, se
tiene
Pn(T = p1,y = p2) + Pn-1(x —p1,y — p2) = 0.

Si ahora se pone y — ps = A(x — p1) y se sustituye en la anterior ecuacién, resulta
(@ = p1)"@n(L,A) + (2 = p1)" " pn-1(1,A) =0,

de aqui, se tiene

T —p = Pn-1(1,2)
—P1=
en(1,A)
y sustituyendo esta expresién en y — p2 = A(z — p1), se obtiene
y Py = )\(pn_l(l,/\)
—py =
©(1,2)

EJEMPLOS:

o 2%y? —ay(x +y) +22 —y%>=0.
Puntos dobles (1,0, 0), (0,1,0),(0,0,1). Haz de cénicas que pasan por ellos y son tangentes a una rama de la curva
en (1,0,0): 2y + Mz —y) = 0.
Eliminando la y:
C20(A+1) 20 +1)
x—m Yy por tanto y—m
En la Figura 10, se observa que la curva en cuestién intersecada con la hipérbola zy + z —y =0 (A = 1), ademaés
de pasar por sus puntos dobles y ser tangente en origen, da el punto (4/3, —4).

ImplicitPlot [{x"2y " 2-x*y(x+y)+x~2-y~2==0,x*y+x-y==0},{x,-10,103}]
Simplify[Solve [{x"2y~2-x*y (x+y)+x~2-y~2==0,x*y+t (x-y)==0},{x,y}]1]

2t (1 +t) 2t 1+t
x> - B }, {x >0, y -> 0},

> {x->0,y >0} {x-—>0, y->0}

o 4o’y —3xy+x—-2=0
Punto doble impropio (0,0,1) Haz de rectas = A. Sustituyendo en la ecuacién de la curva se tiene

4Ny =3 y+A—2=0.
Ecuaciones paramétricas:
2—A

TEA VS ey

Curvas algebraicas en forma implicita Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003



9 Género de un curva algebraica. Curvas unicursales 20

Figura 10: Curva unicursal
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GRAFICA DE CURVAS EN FORMA PARAMETRICA

Una curva C se dice definida paramétricamente por medio de un pardmetro ¢, si las coordenadas afines de sus
puntos M se expresan en funcién de este parametro y, cuando ¢ varia en un cierto intervalo, el punto M describe dicha
curva:

r=u(t), y=yd)

Asi, a un valor del parametro le corresponde un tnico punto M de la curva, pero M puede ser imagen de més de
un valor de ¢; si se verifica esto ultimo diremos que M es un punto mudltiple de la curva.

El dominio de definicién de la curva queda determinado por la condicién de que las dos funciones x = x(t) e y = y(t)
estén definidas y sean reales en todos sus puntos.

Cuando existe periodicidad o simetrias el dominio puede subdividirse en partes tal que conociendo el arco de curva
correspondiente a una de ellas se puede obtener la totalidad de la curva por medio de traslaciones o simetrias.

1 Periodicidad

Si x e y son funciones periddicas de periodo comtun T, es decir, si
w(t+T)=z@), ylt+T)=y@k), Vi,

se limita el estudio a un intervalo de amplitud T, incluido en el dominio de definicién. Una vez construida la curva en
este intervalo, el resto se construye efectuando sucesivas traslaciones.

Si los periodos T7 y T» de las funciones x e y fueran distintos entonces el minimo comun multiplo entre ellos
constituye un periodo comun.

2 Simetrias

e El eje OX es eje de simetria si V¢ corresponde otro ¢, tal que z(t) ==z(t'), yt)=—yt).
e El eje OY es eje de simetria si V¢ corresponde otro ¢/, tal que z(t) = —z(t'), y(t) = y(t').
e La recta y = x es eje de simetria si V¢ corresponde otro ¢/, tal que x(t) =yt), yt)=a{).
e La recta y = —x es eje de simetrfa si V¢ corresponde otro ', tal que x(t) = —y(t), y(t) = —z(t')
e El origen de coordenadas es centro de simetria si Vt existe /, tal que  z(t) = —x(t'), y(t) = —y(t’)

3 Estudio en el entorno de un punto

Sea C la curva plana definida por:
X(t) = (z(t),y(t)),  t€lab].

Si la funcién vectorial X es derivable de orden n en un entorno de tg, a partir de la férmula de Taylor se puede
estudiar la existencia de una tangente a la curva en el entorno de ty:
+é),
to

dx

X(t) —X(to) = (t — to)E

(t —to)? d?%

(t —to)™ (d”i
to + 2 dt?

dtm

to n!

con lim €= 0.
t—>to

PRIMER CASO:
Si la derivada X’(tp) # 0, la curva admite una tangente, que es la recta definida por el punto My y el vector X' (to):

z — z(to) _y- y(to)
' (to) y'(to)

El punto Mj se dice ordinario.

Posicion de una curva paramétrica respecto a la tangente:
m Sila derivada X" (¢9) no es colineal con X'(¢g), tomamos la referencia afin { My, X'(to),X" (t9)}, poniendo

X(t) —X(to) = (t — to)g N + 2

dx (t—t0)? (d%z
dt?

+€),

to

21



3 Estudio en el entorno de un punto

22

y si &, n son las componentes el vector X(¢) — X(tp) en esta referencia se tiene la siguiente aproximacién

t—tg)?
&>t —ty, n:(TO).

En un entorno de tg, n es positivo: la curva estd situada localmente del mismo lado de la
el semiplano al que apunta el vector X"(ty) (Figura 11 (A)).

m Si X"(to) es colineal con X'(tg) y si X" (¢o) es no lineal con X'(ty), se tiene

£(t) ~ {to) = (t ~ t0)

(t —to)? d?%

(t —to)® s d3%
to * 2 dt? (

to 3! a3

+€),

dt3 i,

t—t9)?

R(t) — R(to) = ((t—toHCL _2t0)2)>2’(t0)+( i (i’”’(to)+€).

de donde las componentes de X(t) — X(tg) respecto a { My, X (to), X" (tp)} son

(t—to)*  (t—ty)® _(t—t)®  (t—t)’
> a0 T Ty

§:(t—t0)—|—c €9,

que en un entorno de ty, se puede poner:

PRY:
£~ (t—to), n 7@ 3;50) )

tangente, en

Estas componentes son del signo de t — to. La curva atraviesa a la tangente en My. Se dice entonces

que My es un punto de inflexién (Figura 11 (B)).
SEGUNDO CASO

Supongamos ahora que X'(tp) = 0. En este caso z'(tg) = ¥'(to) = 0 y My se dice un punto singular.

Si x(®) (to) es la primera derivada que no se anula en My, la ecuacién de la tangente en este punto es

z—x(to)  y—ylto)

x(l’)(to) B y(P)(tO) ’

Posicién de la curva respecto a la tangente:
Si %(P)(ty) y %@ (ty) son las primeras derivadas no colineales (¢ > p), se tiene
(t—to)” | (t—to)"*!
c
p! (p+1)!

+...)g(p)(t0) + w

T ® D (10) + 9

(1) — R(to) = (

Si ¢, 7 son las componentes de X(t) — X(t) respecto a { My, XP) (o), %9 (to)}, en un entorno de ty:

— p
P Gl (I

(t — to)
p! '

q!

La forma de la curva depende de la paridad de p y ¢:
— Si p es impar y ¢ es impar, £ y 7 cambian de signo. Punto de inflexién (Figura 11 (C)).

— Sip es par y g es impar, £ > 0 y 1 cambia de signo. Punto de retroceso de primera especie (Figura 11 (D)).

— Si p es impar y ¢ es par, £ cambia de signo y n > 0. Punto ordinario (Figura 11 (E)).
— Sipesparyqespar, £ >0y n>0. Punto de retroceso de segunda especie (Figura 11 (F)).

EJEMPLOS

e Para obtener los puntos singulares de la curva
1 2
=2t+ —, =2+,
. 2 Y + t

se calculan las primeras derivadas:

, 2

=9 = " mn 24 "n 12
£3”

2 4
y’:2t—f—2; ==y =2+ i o= Y= 7

Curvas en forma paramétrica Angel Montesdeoca.
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4 Puntos multiples

\ > a \ 20

x'(t,)
punto ordinario punto de inflexion

p impar par
q
(©) (D)
*(rﬂ(f ) i(q)(tn)
x (1,
impar
> >
/ 2(1) “
punto de inflexion punto de retroceso de 12 especie
(E) (F)
i(q)(t ) 9m>(tn)
par \ 0
i(p) ( t(,) ;(r») ( t(,)
punto ordinario punto de retroceso de 22 especie

Figura 11: Posicién de una curva paramétrica respecto a su tangente

Se tiene que z'(1) = y'(1) = 0 y, por tanto, el punto My(3,3) de pardmetro ¢ = 1 es un punto singular. Como
ademds z”(1) = 6,y (1) = 6;2"'(1) = —24,y"’(1) = —12, la tangente tiene la direccién el vector X" (1) = (6,6) y My

es un punto de retroceso de primera especie (p = 2, par y ¢ = 3, impar).

e Considérese la curva

(t(3 —2t)(t - 1)}t -1+ 1) .

X/(t) = (3 — 16t + 2112 — 83,1 — t72), ®'(1) = (0,0), con lo que el punto My(0,1) es singular.

R'(t) = (=16 + 42t — 242 2/t%) y ¥"(1) = (2,2).

X"(t) = (42 — 48t,—6/t*), X" (1) = (—6,—6).

RV (1) = (—48,24/t), X (1) = (—48,24).
%"""(1) son colineales, ®/(1) y ¥(¥)(1) no. Se trata de un punto de retroceso de segunda especie

Con lo que X"(1) y X
(p =2,9=4) y la tangente en él tienen la direccién del vector X" (1) = (2,2).

X(t)

4 Puntos miiltiples

Sea X(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b], la representacién paramétrica de una curva plana. Cuando a dos valores distintos
t1 v to del pardmetro corresponde el mismo punto, es decir, cuando se verifica, X(t1) = X(t2), resulta un punto doble

por estar contenido en dos ramas distintas de la curva.

Curvas en forma paramétrica Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003
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En general, en estos puntos las dos ramas tendran tangentes distintas; la posiciéon de cada rama respecto a su

tangente de determina como en el parrafo §3
Si existen valores del parametro, t1,to,t3, ..

punto multiple.

. todos distintos y tales que X(t1) = X(t2) = X(t3) = -- -, se tiene un

EJEMPLOS

e Puntos dobles de la curva de ecuaciones:

5t2 — 2t 43 — T2 + 8t + 4
r= ——— =
w_1 7 2%+ 1
Para tq,ts se debe verificar:
5t7 — 2t _ 5t2 — 2ty 43 — Tt2 + 8ty +4:4t§—7t§+8t2+4
442 —1 43 -1 2t; +1 2ty + 1 ’

Quitando denominadores y sacando factor comun se obtiene:
5(t3 — 13) — 8tyta(ta — t1) — 2(t2 — t1) = 0,
Stita(t3 —t2) + A(t3 — £3) — 1dt1ta(ta — t1) — T(t3 —3) = 0,
llamando t; + t; = s y t1t = p y simplificando, resulta:

55 —8p—2=0, 45% + 8sp — Ts + 18p = 0.

Cuyas soluciones son:
s=2, p=1, t2—24+1=0, t;=ty=1.

Luego X(1) = (1,3) es un punto de retroceso de primera especie, pues X'(1) = (0,0),X"(1) = (2/3,10/3) y

%"(1) = (—16/3,4/3)

1 3 1+V7
== =—— 320° -8t —-3=0, t12= :
S 47 p 327 ) 1,2 )
3 55
Luego (_Z’ E) es un punto doble.
e Puntos dobles de la curva:
t? t
Tr = =
t—1’ YT
t2 _ t3 bt
t1—1 ta—1’ 2-1 -1
2ty —t2 = t1t3 — 13, tith —t) = tity — to;

tite(th —t2) — (t1 +t2)(t1 —t2) =0, tito(th —t2) + (t1 —t2) =0,
dividiendo por t; — t5 y llamando a t; + to = s, t1ts = p resulta:
p—s= 07 p + 1= Oa

145
s=-1, p=-1, +t—1=0, t:T\[.

Sustituyendo en las ecuaciones de la curva, resulta el punto doble (=1, —1).

-1 —1—
%\/S) = (—5.88,-3,68), i”(T\/S) = (0.85, 1, 58).

X/(
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5 Ramas infinitas. Asintotas y curvas asintéticas

Una curva definida por X(t) = ((t),y(t)) posee una rama infinita si la distancia |X(t)| — oo cuando t — t (finito
o infinito).

Casos que se pueden presentar:

Asintotas y curvas asintéticas

tlggl() x(t) = xo,thl% y(t) = £oo asintota vertical:
tIL% z(t) = :l:oo,}grgo y(t) = yo asintota horizontal:

+oo Rama parabdlica en la direccion del eje OY
0 Rama parabdlica en la direccion del eje OX
b finit = b
tlil? 2(t) = 00 o) nito Yy =ax +
o im ——= ) Direccién asintética
lim y(t) = oo t=to (t) a finito ) No existe
t—to lim (y(t) — ax(t)) sin asintota.
a#0 t=to
Rama parabdlica
+oo
en la direccion a.

e Si tlirgl xz(t) =x0 y si tlir? y(t) = £oo, entonces & = xg es asintota vertical de la curva.
—10 —10

e Si lim z(t) = £oo y si tlir? y(t) = yo, entonces y = yo es asintota horizontal de la curva.
—to

t—>t0
e Si tlin? x(t) = oo y si tlin;l y(t) = too, se estudia el limite de y(t)/z(t) para saber si la curva admite una
—to —tlo
direccién asintotica.

Si y(t)/z(t) tiende a +00 0 —00, la curva tiene una rama parabdlica en la direccién de OY.

Si y(t)/x(t) — 0, la curva tiene una rama parabdlica en la direccién de OX.

Si y(t)/x(t) tiene un limite finito no nulo a, se halla el limite de y(t) — ax(t), si es finito e igual a b, entonces la
recta y = ax + b es asintota de la curva. Desarrollando y(t) — az(t) — b en un entorno de ty, se puede determinar la

posicién de la curva respecto de la asintota. Si el limite y(¢) — ax(¢) no existe, la curva posee una direccién asintGtica
sin asintota.

Si el limite y(t) — ax(t) es infinito, la curva admite una rama parabdlica en la direccién a. Para determinar una
parabola asintdtica, podemos proceder de forma andloga al primero de los ejemplos siguientes:

EJEMPLOS

e Pardabola asintética a la curva

tT+t+1 2 +1
x:%=t‘2+t—l+t5, y:%:t_]”rt

Se elimina primeramente el sumando de potencia —2,
r—yt=t"t—2—t—t? 415

Se elimina a continuacién el sumando de potencia —1,
z—yt—y=—-2—t—t>+t°.

La expresién x — (y? +y — 2) tiende a cero cuando ¢ tiene a cero, y se tiene una parabola asintética de ecuacion

r=vy>+y—2.

e Asintotas de la curva (Figura 12 (C)):

Es claro que x e y tienden a infinito cuando ¢t — 1.
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Ahora bien,
lim 2 = lim(#% + 1) = 2,

t—1 g t—1
luego existe una direccion asintética paralela a la recta y = 2z, y

. . tP 41 2 i
fim(y —20) = fim (5 — 7=y ) = lme+ 1) =2
Por lo tanto la curva tiene como asintota la recta y = 2x + 2.

Ademsds, cuando ¢ tiende a mds infinito (o a menos infinito), « tiende a cero e y tiende a més infinito (o a menos
infinito); entonces la curva tiene como asintota vertical la recta z = 0.

e Ramas infinitas de la curva (Figura 12 (B)):

t2 t
= _
2 -1’ T
Sit— 1, entonces x — 00 e y — 00,
t+1 1
limg:th:Z limy—2r=——=—=
t—1 2 t—1 ¢ t—1 t+1 2

luego y = 22 —1/2 es la asintota y su posicién respecto a la curva se determina estudiando el signo de y — (22 —1/2) =

(I=t)/2(1+1)):

. 1
Si t— 14, T — 400, Yy — +00, y—(2x—§)—>0,

1
Si t—1_, T — —00, Y — —00, yf(Zx—i)HO_,_

t t £ t
t+1 21 £-1 t-1
(©) ™) 4 ®
£+1
y=—"7
t-1
=t y=t sen T=t y=t + sen t

Figura 12: Ramas infinitas

Sit — —1, entonces © — o0 e y = 1/2 es una asintota horizontal.
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e Dada la curva (Figura 12 (A)):

veamos sus asintotas

lim z = oo, tlim y=0; y =0, asintota horizontal.
— 00

t—o0

1 1
limx ==, limy=o0; x = —, asintota vertical.
t—1 27 51 2

. . .Y . 1 1
lim z=00, limy=o00; a= lim == lim — = —,
t——1 t——1 t——12 t——1 t(t — 1) 2

—t 3 3
b= tl—i>r£11 y—ar = tgrzll 2(tl)) =1 Yy = ix + T asintota oblicua.

e Para la curva (Figura 12 (D)):
T =1t, y =tsent,

se tiene que para t — 00, T — 00 € y — 00, pero el

.y . tsent
lim = = lim ,
t—oo I t—o0 t

no existe. Por lo tanto, no tiene direccion asintética.

e Puede ocurrir que una rama infinita admita direccién asintética sin tener asintota. Sea la curva (Figura 12 (E)):
T =1t, y=1t-+sent,

si t — oo, entonces x — 00 e y — oQ.

pero el
tlim (y—z) = tlim (sent+t—t)

no existe. Por lo tanto, admite direccién asintdtica pero no tiene asintota.

6 Cuadro de variaciones

Se construye un cuadro de variaciones en donde figuran los signos de 2'(t), y'(t), las variaciones de xz(t), y(¢),

asf como los valores de x e y en los ¢t que anulan z/(t),y'(¢), limites o valores en los extremos de los intervalos que
constituyen el campo de variacién de ¢, etc.

Se tienen asf los pardmetros de los puntos singulares (aquellos en que z'(t) = y/(¢) = 0), de los puntos de tangente
paralela a los ejes (a OY, si 2'(t) =0e y'(t) #0,a OX, si y'(t) =0y 2/(t) # 0 ). En ocasiones, conviene anotar en
el cuadro las variaciones de u(t) = z,gg, que es el coeficiente angular de la tangente.

El crecimiento y decrecimiento de la curva se observara también en el cuadro de variaciones, pues al conocer las
variaciones de z'(t) e y'(t), se tiene la variacién de

dy _y'(t) _
de ~ () "

EJEMPLO

Dada una curva en coordenadas paramétricas veremos su periodicidad, simetrias, y construiremos el cuadro de
variaciones. Sea la curva llamada nefroide (Figura 13)

x = Jcost — cos 3t, y = 3sent — sen 3t = 4sen>t.
T = 27 es el perfodo. Es simétrica respecto al eje OY: z(t) = —z(w — t),y(t) = y(7m — t); y simétrica respecto al

eje OX: z(t) = z(—t),y(t) = —y(—t). Luego el estudio lo podemos limitar al intervalo [0, 7/2].
Para expresar en factores las derivadas, podemos usar MATHEMATICA:

Curvas en forma paramétrica Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003
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4 A

Figura 13: Nefroide

In[1]:= f[t_]:={3Cos[t]-Cos[3t],3Sin[t]-Sin[3t]}
In[2] := Factor[f’[t],Trig->Truel
Out[2]:= {6 (Cos[t] - Sin[t]) Sin[t] (Cos[t] + Sin[t]), 12 Cos[t] Sin[t]"2}

/

' = —3sent + 3sen 3t = Gsent cos 2t, y' = 3cost — 3cos3t = 12sen’ t cost; y——tath.
T

;=

Tenemos el siguiente cuadro de variaciones:

t 0 I 3
i + 0 — —6
x T 2v2 0
y o 7 v2 7 4
Y 0 +  3v2 o+ 0
y' /! 0 00 0

7 Diagrama cartesiano.

A veces es conveniente representar por separado la curva x = x(¢), respecto a un sistema de coordenadas z,t; y la
curva y = y(t), respecto a un sistema de coordenadas y,t. Dibujadas estas curvas se ve como varfan x e y cuando ¢
toma todos los valores posibles.

EJEMPLO:
e Para representar la curva de ecuaciones paramétricas:

1

=iy Y=rHL

obtenemos previamente las representaciones de la hipérbola = z(t) = 1/(¢t + 1) en el plano Otz y de la pardbola
y=1y(t) =12+ 1 en el plano Oty, (Figura 14), observando como varfan z e y en funcién de t, para ayudar a deducir
la representacién pedida.
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A,
by
_1§
| t
1
:L':i
+1
1 t
y:tQ—H
A
Y
-0 <t<-1 /O<t<+oo
-1<t<0
2
x
Y £41
T = — =
t+1

Figura 14: Diagrama cartesiano

t —00 -1 0 +00
o 0 NN 1 N0
“+00

Y +oo N2 N1 oo

8 Curvas racionales

Una curva es racional si las coordenadas de cualquiera de sus puntos se expresan mediante polinomios o cociente
de polinomios en el pardmetro t.

Pi(t)  Py(t)
) YT Q)

La eliminaciéon de t entre estas dos ecuaciones da como resultante un polinomio en 1, x2, es decir, la curva es
algebraica. El reciproco no es cierto en general (ver curvas unicursales, pag. 18).

La representacion de una curva racional es propia si a cada punto de la curva corresponde un sélo valor del
parametro, excepto para un numero finito de puntos singulares.

Veamos un método para investigar si una representacién de una curva racional es propia o no.

Se investiga si es posible obtener todo punto para dos valores distintos de ¢ y ¢’ del pardmetro:

P;,Q; polinomios, i =1,2.

xr =
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de donde se obtienen las ecuaciones algebraicas:
RO)P(l) — Po(t)Pi(t) =0,  i=1,2,

Las cuales tienen el factor comtn ¢ — t, y el cociente por él es un polinomio simétrico en ¢ y ¢/, que lo designamos
por S;(t,t'). S; se expresa pues en funcién racional de t +¢' = X y de t.t/ =Y

(t—t)Si(tt) = Pyt P (t') — Bo(t)Pi(t) = 0; Syl t)) = Tu(X,Y) =0, (i=1,2).

Si en el plano referido al sistema de coordenadas afines X, Y las dos curvas que tienen por ecuaciones T;(X,Y) = 0,
i = 1,2, no tienen ramas comunes, la representacién es propia. Si las curvas tienen una rama comun la representacién
no es propia
T,(X,Y)=L(X,Y)T/(X,Y), (i=1,2).

La relacién que liga a los valores ¢ y ' dando un mismo punto de la curva racional es:

LX,)Y)=0 o L+t tt')=0.

EJEMPLOS

Sea la curva plana:
3 — 2t t?
r=—- = —.
2+ra YT

Para este caso:
Si(t, ) =t +8— (P + 7+ 1) 2t +4),  Sa(t,t)) = (t+1')(*7 - 4),

y por lo tanto:
Ti(X,Y)= (Y +2)(Y? —2X% +4), Tp(X,Y)=X(Y +2)(Y -2).
La representacién no es propia. La relacién entre ¢ y t’ dando el mismo punto es: L(X,Y) =Y + 2, o sea
L+t 1) =t +2=0.
Se puede tomar por pardmetro de una representacion propia

fat =t 2 r-2
u = = —_——_— = .
t t
La representacion paramétrica propia es:
U 1
r= —F"-" = —
u +4’ Y= 214

La curva es la cénica cuya ecuacién cartesiana es: y = z2 + 4y2.

Veamos, en general, cémo pasar a una representacion propia. Ordenamos con relacién a la ¢ la expresiéon comun
(t—tL(t+¢,tt'") =0, resultando el polinomio:

" oo(t') + 1™ Lor () + -+ tpmoa () = 0.

Este polinomio tiene raices t1,ts,...,t, v a estas raices corresponde el mismo punto de la curva.
ep(t')
Pq(t')

teniendo en cuenta que:

Sea , que no se reduce a una constante, el cociente de dividir los coeficientes de ¢t en dicho polinomio y

@p(t/) _ ‘Pp(t/) . ‘Pq(t/)
eq(t) o) " polt)’
representa el cociente de dividir la suma de los productos p a p de las raices de la ecuacion anterior por la suma de los
productos de dichas raices ¢ a ¢. 2
Como t’' es una de estas raices, si se cambia t' por otra de las raices t; cualquiera, dicho cociente no varia y por
©p(t) ©p(t)
Pq() Pq(1)

2Recuérdese que las relaciones de Cardano entre las raices de un polinomio de grado m son:

m = 2, t2+a1t+a2:0, t1to = ag,t1 +ta = —aq.

m =3, t34+a1t?+ast+az =0, titats = —as,tits+tits+tots =as,t1 +t2+t3 = —ai.

m=4, t*+a1t®+axt? +agt+as =0, titatsts = as,titats +titats + titsts + tatsts = —as,
tita +t1t3 + t1tg + tot3 + tatg + 13ty = a2,t1 +t2 +13 +t4 = —aq.

lo tanto , a todo

toma siempre el mismo valor para todos los valores t1,%s,...,t,. Luego, haciendo 6 =
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valor de t =t/ t1,t2, ..., tm, corresponde el mismo valor de #. As{, tomando 6 como nuevo parametro a cada valor de
0 correspondera un tnico valor de = e y. Se trata, por lo tanto, de una representacién propia.

Interseccion de una curva racional con una recta:

Sea una curva racional C que estd definida por una representacion propia

(O 10
Py(t)’ Py(t)’

v

T

o en coordenadas homogéneas z¢o = Py(t),z1 = Pi(t),z2 = Pa(t), y que los polinomios Py, P;, P» no tienen factores
comunes y sea la recta r de ecuacion ugxg + uizi + usre = 0. Los puntos de interseccién de la curva C con la recta r
corresponde cada uno a un valor del parametro, raiz de la ecuacion algebraica

UO_P(](t) + Ulpl(t) + UQPQ(t) =0.

Si existen coeficientes u; tales que esta ecuacion sea idénticamente nula relativamente a la variable ¢, la curva
coincide o es parte de la recta. Si no, esta ecuacién es de grado igual al més alto de los polinomios Py, Py, P,. Se
puede enunciar los siguiente:

"El orden de una curva racional es igual al mayor de los grados de los polinomios P; (primos entre si) que definen
una representacion propia

o — Po(t),iﬁl = Pl(t),l‘g = Pg(t).
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GRAFICA DE CURVAS EN COORDENADAS POLARES

Los puntos del plano en coordenadas polares (p, 6), referidos a un sistema de coordenadas polares de polo O y eje
polar OP, que satisfacen a unas de las ecuaciones del tipo

p=10) & Flp,0)=0,

describen, en general, una curva en el plano polar.

1 Reduccién del intervalo de estudio por periodicidad

Sea la curva definida por la ecuacién p = f(0), siendo f una funcién periédica de periodo T'. Distinguiremos los
casos siguientes:

a) Si T = 2k, se hace variar 0 en [a,« +T] 6 en [a — T, a], siendo « arbitrario.

b) Si T = 2T siendo k/n irreducible, se hace variar 6 en [o, oo + T] 6 en [ — T, o], obteniéndose un arco I'.
2km

n

Entonces la curva se obtiene a partir de I' mediante n — 1 rotaciones sucesivas, de centro O y angulo . Esté en este
caso el de periodo T = (2k + 1).

¢) Si T = 2am, siendo a irracional, se hace variar 6 en [o, « +T] 6 en [a — T, ], obteniéndose una arco I'; entonces
la curva se obtiene a partir de I', mediante infinitas rotaciones sucesivas de centro O y dngulo 2arm.

d) Si se tiene f(6 + T/2) = —f(8), se hace variar 0 en (o, + T/2] 6 en [« — T/2, ], obteniéndose una arco -.
Entonces se obtiene una arco I' correspondiente a [a, « + T mediante una rotacién de centro O y dngulo m + T'/2,
aplicada a +; estando ahora en el caso a), b), ¢) que corresponda.

Resumen:
’ Periodo T H Intervalo de estudio H Arco parcial H Grafica total ‘
2k [a,a+T] 6 [a—T,a] || Toda la curva Toda la curva
o%kn k n — 1 giros de centro O
—, — irreducible || [a,a+T] 6 [a—T,q] Un arco I' . 2km
n'n y amplitud — del arco T’
n
. . , Infinitos giros de centro O
2ar, a irracional [a,a+T) 6 [a—T,a] Un arco I' v amplitud 2ar del arco T

2 Reduccidén del intervalo de estudio mediante simetrias

Una curva p = f(f) es simétrica respecto a:

a) el eje polar, si se verifica: f(0) = f(2km —0) 6 f(0) = —f((2k+ 1)7 — 9).

b) la perpendicular al eje polar, si f(0) = f((2k+ 1)m —6) 6 f(0) = —f(2kw — 0).
c) al polo, cuando f(6) = —f(2kn +0) 6 f(0) = f((2k+ 1)m + 0).

d) la recta 6 = q, si se tiene f(6) = f(2a — 9).

~ — =D

Si el intervalo de estudio es de amplitud 77 (T" =T 6 T’ = T/2), por cada eje de simetria independiente de los
otros ejes y de las rotaciones por periodicidad, se reduce la amplitud a la mitad. Es decir, el nuevo intervalo de estudio
es [a,a+T"/2] 6 [a—T"/2,a]. Reducido el campo de estudio a uno de estos intervalos, se obtiene un arco 4’ del que,
aplicando las simetrias que haya y las rotaciones que corresponde con la periodicidad, se obtiene la representacion
total de la curva.

3 Tangente
3.1 Ecuacién de la recta en coordenadas polares

Para determinar la ecuacién de una recta s en un sistema de coordenadas polares de polo O y eje polar OP, de la
que conoce su distancia d > 0 y el dngulo « de la perpendicular a ella por el polo, escojamos sobre ella un punto M
de coordenadas polares (p, 6), designamos por @ el punto de interseccién de la recta s con la perpendicular a ella por
el polo: resulta en el tridngulo rectangulo OQM

33
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d

cos(0 — a)’

ecuacion que satisfacen los puntos (p, 8) de la recta s.
Si ponemos a = cosa/d, b = sena/d, la ecuacién de la
recta s toma la forma:

1
— =acosf +bsenf
1)

Si la recta pasa por el polo y forma una dngulo 6y con el
eje polar, su ecuacién polar es s

0 =10

3.2 Recta tangente a una curva en coordenadas polares

Teniendo en cuenta las formulas x = pcos 6, y = psen @, de transformacién entre coordenadas polares y cartesianas,

de origen en el polo y como eje OX el eje polar, la pendiente de la tangente en un punto M (p, ) de la curva p = f(6),
esta dada por

dy senfdp+pcosfdf  pcos®+p'senf  tagf4tagpu

dr  cos@dp — psenfdf  —psenf+p'cosf 1 —tagftagpu

= tag(f + p),

donde tagu = p/p’.
La inclinacién de la tangente sobre el eje polar (eje OX) es, segin la férmula obtenida, 8 4+ p, por tanto, u es el
angulo que forma la tangente con el radio vector, el cual viene determinado por la férmula anterior, o bien por

0o
cotg u = — = D(lnp).
p

La ecuacién polar de la tangente en el punto M(pg,0y) es:

d /
p=——, siendo az@o—l—,uo—z, d = pgsen g, cotg g = Po = D(Inp).
cos(f — «) 2 00
O bien,
1 1 T
e Zeos(l—a) = — 0— 0 — (1n — 2)) =
= o6 ) =~ cos( — b0) — (1o — 5))
= #(608(9—9 ) cos( —I)—l—sen(@—ﬁ ) sen( —I)) = i(305(9—9 )—i <pl> sen(f — 6p)
Po sen Lo 0 o3 0 o5 Po O oo \p 0=0, o

Tenemos entonces la siguiente ecuacién de la tangente a la curva p = f(6) en el punto (po,6p):

1.1 cos(f — 6o) + <1> sen(f — 6p)
P Po 0=0,
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3.3 Tangentes en el polo
a) Si la curva de ecuacién p = f() pasa por el polo y 6, satisface a la ecuacién f(0) = 0, la direccién de la tangente
a la curva en el polo (0,6;) viene dada por . En efecto, en (0,61), p=01y p' = f'(61).

. ) _ pcosB + p'send _ f'(61)senB;
Sipl#0: tag(fh+p) = —psent + p' cos 6 jg_g, ~ f(01)cosf, tag b
!
Sip=0: tag(fy +p)= lim JO)send tag 6.

0—0: f'(0) cos®

b) Si 111%9 = 0y, la recta 8 = 0y, es una tangente.
p—>

3.4 Puntos de tangencia horizontal y vertical

d 0+ p’'send
Como y_ pos +p sen , los valores de 6 que dan tangente horizontal resultan de las ecuaciones:
dr  —psenf + p'cosf

pcosl+p'senf =0, p= f(0).
Los puntos de tangencia vertical surgen de la resolucién de las ecuaciones:
—psenf + p'cos =0, p= f(0).
En los puntos donde el numerador y denominador se anulan simultdneamente la derivada dy/dx no estd definida,

lo ocurre cuando la curva pasa varias veces por el mismo punto o hay un punto de retroceso.

4 Puntos miiltiples

El origen es un punto multiple si sélo si la ecuacién p(f) = 0 posee al menos dos soluciones distintas.
Los otros puntos multiples se obtienen de las soluciones de una de las dos ecuaciones siguientes:

p(0) = p(0 + 2km), p(0) = —p(0 + (2k + 1)7).

Obsérvese que si p es periddica de periodo 2w, sélo la segunda ecuacién, que se reduce a p() = —p(6 + w),
proporciona eventualmente puntos multiples.
Si la curva admite ejes de simetria los puntos miiltiples se pueden encontrar sobre tales ejes.

5 Asintotas y ramas parabdlicas

Definicién.- Un punto M (p, 6) de una curva de ecuacién p = f(6), describe una rama infinita cuando el radio vector
p (6 f(0)), crece indefinidamente al tender € a un valor 6.

Asintotas.- Para hallar la asintota a una rama infinita se determinan los valores de € para los cuales p — co. La
posicién limite de la tangente en el punto de la curva (p1, 61) cuando p; — oo, al tender 8; — 6y, da la asintota; luego

sus ecuacién sera: ,
1 1
- = (> sen(f — 6).
P P/ o=,

Con lo que determinamos la distancia d al polo, haciendo 6 = 6y + g, y se obtiene

11y 1\’
- = <> , osea d=1/ <> .
P P/ o=, P/ o=,

1 1
De la ecuacion de la asintota obtenida — = p sen(f — 6p), podemos determinar su distancia al polo por:
P

d= GILHG}O psen(f —6y) = 9111191 F(6)(0—6p).

—09

Ramas parabdlicas.- Si d — oo, cuando # tiende a 6y, la curva tiene una rama parabdlica en la direccion del angulo
polar 6.

Posicion de la curva respecto a la asintota
a) Si la asintota pasa por el polo, basta estudiar el signo de p cuando 6 — 6.
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b) Si la asintota no pasa por el polo, se estudia el signo de f(8)sen(8 — 6y) — d en un entorno del valor asintético
0o, o bien el signo de
1 ( 1>/ en(0 — 6o)
— = - sen(6 — 6p).
f(0) P/ o=,

Asintotas a las curvas dadas por una ecuacién implicita F'(p,6) = 0.
Si la curva estd dada en forma implicita F(p,0) = 0, y se puede ordenar segiin las potencias de p:

Fa(0)p" + Fut (0)p" " + -+ + Fo(6) =0, (7)

siendo F; funciones continuas, con derivadas continuas y finitas, los valores de 6y que anulan a F, () y tales que
limg g, (p" 1 EF,_1(0) +- - -+ Fy()) es finito y no nulo, hacen p™ infinito, por lo que determinan direcciones asintéticas.
(Obsérvese que también se obtienen direcciones asintdticas para valores de 61 que hacen co a p" 1 F,_1(0) +- -+ Fy(0)
y tales que F,,(61) # 0, pues hacen p™ infinito).

La distancia de la asintota al polo se determina por d = limg_,g, p(6 — 6p), una vez conocido el valor de 6y tal que
F,(6p) = 0. Desarrollando en series de Taylor, en un entorno de 6y, cada Fy, tenemos:

F(6 F/'(6
Fu(0) = Fulo) + TP 0 g+ T g gyz i
resulta sustituyendo en (7)

E! (6 FE!'(6 F!_1(6 E (6
p”(Fn(90)4—#(9—00)4-#(9_90)24_. : ~)+p”71(Fn_l(00)+$(9—00)+$(9—90)2+- )= 0.
O sea

PrEL(B0) +  p(0—00)F(00)p" "+ 5070 = 00)Fy(0)p" 2 4o
+ anl(eo)P”_l + p(9 — Ho)FT/Lil(eO)p”_Q 4+ 4
= Fuof0)p"? +-- =0,

Como F,(6p) = 0, haciendo p — oo, habiendo dividido previamente por p"~!, y teniendo presente que d =
limg_.g, p(6 — 6p), resulta

, _ _ Fai1(b0)
dF)(00) + Fr,—1(6p) =0, estoes d= F ()

Cuando F) (6p) =0y F,_1(6p) # 0, se obtiene una rama parabdlica en la direccién 6y. Si F) (6y) = Fr—1(60) =0,
es preciso dividir la expresién anterior por p" 2 y cuando p — oo, se tiene

d2
EF/{(GO) + dFrllil(eo) + ang(eo) =0.

Ecuacién de segundo grado que corresponde a dos asintotas paralelas si F/(6p) # 0. Cuando F)/(60) =0y F),_1(00) #
0, se obtiene una rama parabdlica y una asintota. Si F)/(6p) = F),_1(00) = 0, se obtienen dos ramas parabdlicas. En
caso que F(0y) = F/,_1(00) = Fn_2(6p) = 0, hay que dividir por p"~3, y al tomar limite cuando p — oo, se llega a

una ecuacion de tercer grado en d, que nos da la distancia al origen de las tres asintotas paralelas. Etc...

6 Circulos y puntos asintéticos, ramas en espiral

Si limg_, o p(6) = a, a # 0 y finito, la curva va envolviendo o va siendo envuelta por una circunferencia de centro
en el polo y de radio |al, que recibe el nombre de circunferencia asintética.

Cuando limg_, o, p(f#) = 0, la curva se aproxima indefinidamente al polo, se dice entonces que un punto asintético.

Si limg_, o p(#) = oo, se tiene una rama espiral.

7 Puntos singulares de la ecuacién implicita

. . , d . .
Dada una curva por la ecuacién F(p,6) = 0, se denomina punto singular a aquel en que p’ = id no estd definida.

de
Esto sucede cuando por un punto pasa més de una rama de la curva.
Para calcularlos derivamos F(p,0) = 0 respecto a 6: Fy + F,p' = 0.
Si Fy = F, =0, p' no esta definida. Si derivamos de nuevo, resulta:
Fpo +2p'Fp, + p*Fp2 + p''F, = 0,
como F, = 0, se tiene szp’2 + 2Fy,p’ + Fp2 = 0, ecuacién de segundo grado en p’ que nos dard dos tangentes

imaginarias, reales distintas o confundidas, segin sea, F92p — F,2 Fyp= mayor, menor o igual a cero.
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Podemos encontrar también singularidades cuando para valores distintos de 8 se obtiene el mismo valor de p, asi

sucede cuando
F(p,0) = F(p,0 +27k) 6 F(p,0) = F(=p,0+ (2k+1)7).

De estas ecuaciones se dard al entero k todos los valores tales que los incrementos 2km y (2k 4+ 1)7 no superen
en valor absoluto la amplitud del intervalo en que varia 6 para construir la curva completamente, sin hacer ninguna
reduccién.
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EJERCICIOS RESUELTOS DE GRAFICAS DE CURVAS

1. Construir la curva definida por la ecuacién: z3y* — 27 + 22y* — 3% = 0.
SOLUCION:

Dos posibles descomposiciones:
aly — o)y + o) +2®) =Pyl —aPy), Yyt ="+

Asfntotas verticales: 2 + 22 =0=2%(z+1)=0=22=0, z = —1.
Asintotas oblicuas: m* —1=0=m=1, m=—1,b=—m*/dm3 = b= —1/4, b= 1/4. o sea

y=x—1/4, y=—-ax+1/4.

. .. T 3.4 2.4 3,.4
Puntos dobles: f(xg,z1,22) = —2{ + z525 — x72x500 — THX]
_ 6 2,4 4, _
far (To, 1, 22) = —73x13+ 3x12:r23— 2x1m22x04— 0,
Jus(To, 21, 22) = 437123024— 4:6133523960 — 3z5x5 =0,
fuo(To, 1, T2) = —xi25 — 4oz = 0,

ecuaciones que son satisfechas para los puntos: (1,0,0),(0,0,1), origen y punto impropio del eje OY'.

Informacién complementaria con Mathematica:

Tangentes horizontales: (—0.66,6.74) (0.91,0.97) (0,0) (—1.56,—2.22)
Cortes con la asintota y = —x + 1/4: (—1.36,1.61) (0.31,—0.06) (1.09,—0.84)
Cortes con la asintota y =2« —1/4: (0.22,-0.03).

Cortes de 27 + y% = 0 con la asintota y = —z + 1/4: (—1.15,1.40) (0.32,—0.07) (0.72, —0.48)
A
Y

Cy==z-+

7y -1=0

v

r=-1 7+ y:%:O

2. Representar graficamente z* + x2 — 622y + 3% = 0.
SOLUCION:

El origen es un punto aislado: punto doble con tangentes imaginarias. No hay asintotas y es simétrica respecto
al eje QY.

39
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Ramas asintéticas. P

M

N
Determinatriz M PQ: x* — 622y +y?> =0,0seay — (3+v8)22 =0 y y— (3 —+/8)x? = 0, son curvas que se
aproximan a la dada en el infinito.

La descomposicién (y — (3 4+ v/8)2z?)(y — (3 — v/8)x?) = —22, nos permite encontrar regiones donde no existe
curva.

Informacién complementaria:
Tangentes horizontales en (—0.5,0.25) y (0.5,0.25). Tangentes verticales en (—0.35,0.37) y (0.35,0.37).

4 y=(342 \E) &

A

3. Representar graficamente x* + 23y — x%y? — 42y + 2xy? + 49> = 0.
SOLUCION:

Las dos descomposiciones
(@® —2) = —ay(@® —ay +2y), (@7 +ay—4y) =y’ (@ - 1+ V5))(x - (1 - Vb)),

permiten sombrear zonas donde no exite curva. Las hiperbolas que aparecen en estas descomposiones tienen
como asintotas, la primera, x = 2,y = x 4 2; y la segunda, x = 4,y = —x — 4, lo cual nos peremite pintarlas con
mas exactitud.

Asintotas de la curva dada:

Verticales: © =1+ /5 ~ 3.24 yr=1-— V5~ —1.24

Oblicuas: Pendientes, m?

Ordenadas en el origen by = —(—4m; + 2m?)/(—2m; +1) ~ —0.55 y by ~ —1.4.

—-m—1=0,m; ~2.6y my >~ —0.6.

El origen es un punto doble, con tangente doble y = 0, se trata de un punto de retroceso de segunda especie,
como se observa por las zonas que no hay curva.

Si acudimos al método de Newton-Cramer, para estudiar la curva en el origen, obtenemos este mismo resultado:

Las curvas que pueden sustituir aproximadamente en un entorno del origen a la curva dada, surgen de las
determinatriz PSU que deja a los restantes puntos en el semiplano distinto del origen, segtin el diagrama de la
izquierda siguiente

S ™~
P F |G

Determinatriz PSU: z* — 422y + 4y? = (2% — 2y)? = 0. Una rama de la curva puede sustituirse en un entorno
2

del origen, por y = %
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Si queremos mayor aproximacién, pogamos y = x2/2 + u, que sustituyendo en la ecuacién propuesta, se obtiene:

6
4u? + 20z — ula® + 3uz® — uzt + 2 — % =0.
Del segundo diagrama anterior, deberemos tomar la determinatriz AF, 4u® + z°, que deja a los restantes puntos
en el semiplano distinto del que contiene al origen. Por lo que tenemos como curva que se aproxima a la dada
en el origen:
72 (_ x)5/2
V=g E Ty
se trata, por tanto, de un punto de retroceso de segiFnda especie.

Informacién complementaria:
Cortes con la asintota y = —0.6z — 1.4, no hay. Con y = 2.6z — 0.55 en los puntos (—2.25,—6.4) y (3.5, 8.6).
Tangentes horizontales en los puntos (—2.4, —6.4), (4,8), (5.5,—6.4) y en (0,0), doble.

Tangentes verticales en el punto (3.2,25.6).

4. Representar graficamente la curva 28 4 2a2z3y — b3y = 0.
SOLUCION:

Las curvas que pueden sustituir aproximadamente en un entorno del origen a la curva C dada, surgen de las
determinatrices M N y PN que dejan a los restantes puntos en el semiplano distinto del origen, segtin el diagrama
de la izquierda siguiente

P G

N #
N L

TS M b F

Determinatriz M N: 25 4 2a?23y = 0. Una rama de la curva C se puede sustituir, en un entorno del origen, por
3

T
Y= "o

; ; 2,.3 3,3 o 2d°z° . Ny .
Determinatriz PN: 2a°z°y — b°y® = 0, o sea, y~ = e es otra aproximacién de C en el origen.

Para obtener ramas asintdticas que se aproximen a la curva C, sirven las determinatrices que dejen los puntos
que no estan en ellas en el mismo semiplano que el origen.

Determinatriz PM: 25 — b3y® = 0, es decir, la curva que tiene el mismo punto impropio que la curva C o curva

asintotica es y = I
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Si queremos mayor aproximacién, pongamos y = x2/b+u, que sustituyendo en la ecuacién propuesta, se obtiene

2a%z°

b

+ 2a%2%u — bPu® — 3batu — 30222 = 0.

En el segundo diagrama, siguiendo el método de Newton-Cramer, deberemos tomar las determinatrices LF' y
GHL, que dejan a los restantes puntos en el mismo semiplano que contiene al origen.

. . 26215 n 20z e i .
Determinatriz LF": —3bx"u = 0, de donde u = ETE Por lo que la curva asintética que se aproxima a la
curva C es:

_ 22 n 2a°x
Y= T

Determinatriz GHL: —b%u® — 3b%2%u? — 3bz*u = 0, es decir b?>u? + 3bxu + 3z* = 0, que da para u valores
imaginarios; luego, no nos sirve.

Representemos la curva C, dibujando previamente la ramas obtenidas:

23
C A: = ——
urva, Y 942
2023
Curva B : V=
2 24’z
C C: = —
urva, Y 5 2
A
41 Y
3

La gréafica ha sido extaida usando el comando de Mathematica:

ImplicitPlot [{x~6+2x~3%y-8y~3==0,2y+x~3==0,4y"2-x"3==0,
y-x"2/2-x/6==0},{x,-2,2},AspectRatio->2]
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y tomando los valores particulares de a =1y b= 2:
C:a%+22% —8y°=0, A:2y+2°=0, B: 4y*—2*=0, C:y—2?/2—2/6=0.

Informacién complementaria: Las tangentes horizontales estén en los puntos de coordenadas (0,0) y (0.5, —0.12).
La tangente vertical en (0.52, —0.11). Puntos de interseccién de las curvas A y B, (0,0) y (1, —0.5).

Con las dos descomposiciones zx? (23 +2y) = yy? v 2y(2® —y?) = —2°, obtenemos las zonas sombreadas donde
no hay curva.

B

5. Representar graficamente la curva y?(z2 + 1) — 62%y + 2% = 0.
SOLUCION:

Si ponemos f(z,y,t) = y*(2% +t?) — 622yt + 2* = 0, los puntos singulares se obtienen resolviendo las ecuaciones

fo(z,y,t) = 2zy% — 12zyt + 423 = 0, fy(z,y,t) = 2(x2 + t2) —6xt =0, fi(z,y,t)= 2ty® — 62%y = 0.

Obteniéndose como puntos dobles, el origen de coordenadas (0,0) y el impropio de del eje OY. En éste las
tangentes son imaginarias, luego se trata de un punto aislado; y en el origen, existe una tangene doble y = 0.

La curva no tiene ningun tipo de asintotas y es simétrica respecto al eje OY.
Las tres descomposiciones en factores:

P?+1) =26y —2?), alyly—6)=—y*—2',  22(@®+y?—6y) =~y

permiten sombrear donde no existe curva.

Tangentes horizontales en (0,0),(2,4) y (—2,4). Tangentes verticales en (—2.8,2.6) y (2.8,2.6).

AY

6. Representar graficamente la curva % + y* — 722 — 3y% + 14 = 0.
SOLUCION:

En las tres descomposiciones
22 (2 —7) = —(y* — 3y + 14), Y (y? —3) = —(z* — T2 + 14), ot 4yt = 3y? + Ta? - 14,

los segundos miembros de las dos primeras no tienen soluciones reales, lo que nos permite acotar la curva al
rectangulo comprendido entre las rectas = +v/7 y y = £v/3, y en la tercera el segundo miembro representa
una elipse, dentro de la cual no existe curva.

La curva es simétrica respecto respecto a los ejes coordenados y no corta a estos.

Cortes con rectas y = b, paralelas al eje OX (tangentes horizontales):

1
ot =72t 40t -3 +14=0, 2%= 5(7+ V49 — 4(b* — 302 + 14).
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Los puntos de tangencia horizontal se obtienen para los valores de b que dan una tnica solucién para x

4b* — 1262 + 7 = 0. Estos son

Como %=

vyt =3y +at —Ta® +14 =0,

14 . |6+
o+ 6 4\/g ~ (£1.87, +1.48), (+1.87, £0.89)

Cortes con rectas = a, paralelas al eje OY (tangentes verticales):

1
2—7
¥ =3

(34 /9 —4(a* — 7a2 + 14).

2.

Los puntos de tangencia vertical se obtienen para los valores de a que dan una tnica solucién para y?: 4a* —

28a? + 47 = 0. Estos son

Como

, 14++/8
a = —-

14 +
L j1EVB L6
4 2

A

~ (£1.67,£1.22), (£2.05, £1.22)

1.5

1.22

0.5~

-2 -1.87

-0.5 -

=1.22

-1.5 -

1 1.87 2

'/

15

10+

-1 1

2 b

Ve

N/

~
>
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o

7. Desde el punto A(—a,0), donde a > 0, se traza una recta variable que corta al eje OY en B, a ambos lados del
punto B y sobre la recta AB se consideran dos puntos M y N, tales que los segmentos M B y N B tienen la
misma longitud, igual a r, al girar la recta variable los puntos M y N describen una curva llamada concoide.
(Ver Ejercicio 15 )allar su ecuacién, primero, en coordenadas polares tomando el punto A por polo y dirigiendo
el eje polar en la direccién positiva del eje OX; y, después, en coordenadas cartesianas respecto al sistema dado.

SOLUCION:

Solucién:
a

= +
p cos "

22y 4+ (x4 a)*(2® —r?) =0

Representacion grafica en forma implicita

fla_,r_1[t_,x_,y_]:=x"2y 2+ (x+a*t) "2(x"2-r"2*t"2)

Simétrica respecto al eje OX: fla,r][1,-x,yl==f[a,r][1,x,y]
Asfntota vertical doble: z = 0. La curva no corta a la asintote z = 0, f[a,7][1,0,y] = —a?r%.

Puntos singulares en (0,0, 1), que ya se sabe con la asintota vertical doble, y (1, —a, 0):

Solve[D[f[a,r][t,x,y],t]==D[f[a,r][t,x,y],x]==D[f[a,r][t,x,y],y]l==0,
{t,x,y}]

2 2 2 2 2
D[f([a,r][t,x,y],t]l=-2r t (at+x) +2a(at+x) (-(r t)+x)=0

2 2 2 2 2
D[f[a,r][t,x,y],x]=2 x (at +x) +2(at+x) (-(r t) + x )+2xy =0

2
D[f([a,r][t,x,y],x]=2 x y =0

Haciendo un traslacién de ejes al punto (—a,0), queda

fla,r][1, 2 — a,y] = a®x* — r?2® — 2a2® + 2* + a®y? — 2azy® + 2%y =0

Y las tangentes en este nuevo origen resultan de (a? — r?)x? + a?y? = 0, que sera una tangente doble y = 0 si
a = r; dos tangentes reales, si a > r; y dos tangenes imaginarias (punto aislado) si a < r.

Estudiamos la representacion de la curva en los tres casos:
(A)a=r=1.
Regiones de existencia: (1 + z)?(2? — 1) = —2%y2.

La tinica tangente horizontal es en (—1,0), doble (es un punto de retroceso de primera especie). Hay una tangente
vertical en (1,0).

B)r=2,a=3.
Regiones de existencia: (2 + x)?(2? — 9) = —2%y2.

Tangentes horizontales en (—2.62074,+0.345821). Y tangentes verticales en (3,0) y (—3,0). Pendientes de las
tangentes en el punto doble: m = i\/5/2.

(C)a=3,r=2.
Regiones de existencia: (3 + z)?(2% — 4) = —z%y?.

El punto (—3,0) es aislado. No hay tangentes horizontales. Tangentes verticales en (—2,0) y (2,0).
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v

A) (B) ©

8. Representar graficamente la curva 2z* — 322y + 9% — 2y — y* = 0.
SOLUCION:

9. Representar graficamente la curva (22 + y?)® — 422y = 0.
SOLUCION:

flo,y) = (22 + y?)3 — 402y? = 25 + 30ty? + 322y* + 8 — 4229% = 322y (2? + y? — 4/3) + 25+ y5 = 0, por lo
que la la circunferencia de centro el origen y radio 2v/3/3 delimita regiones.

Es fécil pasar a coordenadas polares y nos da como ecuaciéon p = sen 26, con lo que la curva estd dentro de la
circunferencia de centro el origen y radio 1.

La curva es simétrica respecto alos ejes coordenados, y también respecto a las dos diagonales del primer y segundo
cuadrante.

Corta a los ejes sélo en el origen. En este punto presenta dos tangentes dobles, que coinciden con los ejes. Corta
a las diagonales y = 4z en los puntos (+v/2/2,+1/2/2).
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10. Representar graficamente la curva (22 + y?)? + 32%y — y> = 0.
SOLUCION:

11. Representar graficamente la curva z* + z2y? — 222y — 2y + y?> = 0.
SOLUCION:
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Descomposiciones para buscar regiones de existencia:
v (x —1) = 2%(2® + 3 — 2y), zy(zy — 2z —y) = —(2* + 7).

En la primera descomposicién la recta z = 1 y la circunferencia z? + y?> — 2y = 0, delimitan regiones. Y en la
segunda las regiones quedan delimitadas por los ejes coordenados y la hipérbola zy — 2z — y = 0 de asintotas
r=1ley=2.

Puntos singulares de f(t,z,y) = 2* — 2tz?y + t?y? — toy? + 2%y% = 0:

felt, @, y) = —22%y + 2ty? — 2y® = 0,

fa(t,z,y) = 4a® — dtwy — ty* + 22y = 0,

Tyt z,y) = —2tx? + 2t%y — 2twy + 22y = 0.
Sistema que tiene como solucién, el origen (1,0,0) y el punto impropio del eje OY (0,0, 1).
Las tangentes en el origen son y? = 0. Como la curva no tiene asintotas el punto impropio del eje OY es aislado.
Tangentes horizontales (ademas de en el origen) en (0.96,1.16):

zt — 2%y + 9y —xy? + 222 =0, 423 — 4oy — y? + 2zy® = 0.

Tangentes verticales en (1,1):

xt —22%y + 9% — xy? + 2% =0, —22% + 2y — 22y 4 22%y = 0.

Estudio de la curva en el origen por el método de Newton-Cramer:

La determinatriz en el origen es z* — 322y + y? = (y — 2%)? = 0. Se aproxima a la pardbola y = 22. Una mayor
aproximacioén se logra sustituyendo en la ecuacién de la curva y = 22 + u, obteniéndose

u? — iz + ulr? — 2ux® + 2uzt — 2° + 2% = 0.

La determinatriz en el origen ahora es —z° 4+ u2, por lo que queda que la curva dada se aproxima en el origen a:
y=a’+ 2%/,
El origen es pues un punto de retroceso de segunda especie.

A

v

B
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12. Representar graficamente la curva (22 + y?)? = 4ay(x + y)(x — y). (Ver Ejercicio 59 )
SOLUCION:
Regiones delimitadas por las rectas x = 0,y =0,y = v,y = —x

Asfntotas no tiene. Simétrica respecto al origen. Tangentes en el origen zy® — 23y = xy(x — y)(z +y) = 0, las
mismas rectas que delimitan regiones.

Pasando a coordenadas polares, mediante el cambio, x = pcosf, y = psen ), se obtiene la ecuacién p? = sen 46.
Informacion complementaria usando MATHEMATICA:
flx_,y_1:=(x"2+y"2) "3-4x*xy (x+y) (x-y)

Tangentes horizontales:

Solve[{f [x,y]==0,D[f [x,y],x]==0}]
en los puntos (—0.34,0.93), (0.75,0.47) y sus simétricos respecto al origen.
Tangentes verticales:

Solve [{f [x,y]==0,D[f [x,y],y]l==0}]
en los puntos (—0.47,0.75), (0.93,0.34) y sus simétricos respecto al origen.

A

13. Representar graficamente la curva (22 + y2)(y? + z(z + b)) = dazy?.
SOLUCION:

Las dos composiciones siguientes permiten sombrear la parte del plano donde no hay curva:
(2% + 3 (y* + x(z + b)) = daxy?, x(Vbx + Via — by)(Vbr — Va — by) = —(2® + 3?)2.

Asintotas no hay.

La curva es simétrica respecto al eje OX.

Tangentes en el origen: x(v/bx + v4a — by)(vVbx — v/4a — by) = 0 (punto triple).
Cortes con los ejes: (0,0), (—b,0).
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En el caso particular en que a = 1 y b = 2, las tangente horizontales estdn en los puntos (0.207,40.5) y
(—1,207,40.5). Y las tangentes verticales en (1/4,4+/3/4) y (—2,0). Célculos hechos usando MATHEMATICA:

fla_,b_][x_,y_1:=(x"2+y"2) (y~2+x(x+b) ) -4axy 2
Solve[{f[1,2] [x,y]==0,D[f[1,2] [x,y],x]==0}]
Solve[{f[1,2] [x,y]==0,D[£f[1,2] [x,y],y]==03}]

En el caso particular en que b = 4a, no hay curva para las 'z’ positivas, como se observa en la sugunda
descomposicién hecha mas arriba. Y el comportaminento de la curva en el origen se aproxima al de la curva
bz + y* = 0 con tangente vertical.

En el caso en que b = 0, en la misma segunda descomposicién se observa que no hay curva para las 'z’ negativas.
Las tangentes en el origen son x = 0 e y = 0, ésta doble, corresponde a un punto de retroceso de primera especie,
dada la simetria.

V&

b=0
a=b

Cuando @ = b la curva ademés es simétrica respecto a las rectas y = 3z e y = —v/3z. Pues, aplicando las
férmulas siguientes de la simetria respecto a una recta, que dista del origen p y la perpendicular a ella forma con
el eje OX un dngulo «a:

X = —xcos2a — ysen2a + 2pcos o

Y = —xsen2a + ycos2a + 2psen a,

como para la recta y = v/3z, p =0y o = 7/3, resulta

3y yoV3r oy

X =
2+2’ 2 2

Haciendo los célculos, por ejemplo con MATHEMATICA, se obtiene que f[a,a] [x,y]l=f[a,a] [X,Y].

En coordenadas polares, las ecuaciones son:

p = —bcosf + dacosfsen*d, sia=0b p=acosfh(4dsen’d —1).

B
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14. Representar graficamente la curva y* — z* — 16y2/25 4+ 22 = 0.
SOLUCION:
Regiones delimitadas por los factores de las dos descomposiciones:

(" — =) (y* +2°) = (%y + w)(gy —z), Y- ) =2 -1).

Pasa, por tanto, por los cuatro puntos (+1,+4/5).

Simétrica respecto a los ejes coordenados (respecto al origen).

Tangentes en el origen —16y% + 2522 = (4y + 5z)(—4y + 52) = 0 (punto doble).
Cortes con los ejes (0,0), (1,0),(—1,0),(0,4/5), (0,—4/5).

Las pendientes de las asintotas vienen dadas por m* — 1 = 0 y las ordenadas en el origen para m = +1 son
ambas b = 0.

Con estos datos la repesentacién es la siguiente:

34

o

15. Desde el origen de coordenadas se traza una recta £ que corta a la circunferencia de ecuacién 2% +y? = 2az (a > 0)
en el punto B; en dicha recta, a ambos lados del punto B, se toman dos puntos M y N, tales que los segmentos
BM y BN tengan la misma longitud, igual a b. Hallar el lugar geométrico de los puntos M y N al girar la recta
¢ alrededor del origen. (Ver Ejercicio 7 )caracol de Pascal

SOLUCION:

Tomemos la parametrizacion de la circunferencia dada como
T =a-+acost, y=asent,

y la ecuacién de la recta ¢: (a + acost)y = asentz.

La ecuacién de la circunferencia con centro en la circunferencia dada y radio b corta la la recta ¢ en los puntos
M y N. Para determinar el lugar geométrico de estos puntos debemos eliminar el pardmetro ¢, o lo que es lo
mismo si llamamos u = cost y v = sent, deberemos eliminar v y v de las tres ecuaciones:

(c—a(l+u)*+(y—av)> =b*=0, a(l+u)y=ave, u*-+0v°=1.

Utilizando el commando Eliminate de MATHEMATICA
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Eliminate [{(x-a(1+u)) "2+(y-av) "2==b"2,a(1+u) y==a*v*x,u"2+v-2==13}, {u, v}]

resulta la ecuacién implicita del lugar geométrico pedido
4a’2? + ax(—42® — 4y*) — b2t + a2t — VP2 + 2272 oyt =0 6 (2 + 9 — 2a2)? = VP (2? + o).

Para su representacién grafica, observemos que las expresion de la derecha permite sombrear zonas del plano
donde no hay curva: fuera de la circunferencia cuya ecuacién vienen dada por el primer miembro igualado a
cero.

La curva es simétria respecto al eje OX. Los cortes con los ejes estédn en (0,0), (2a £b,0), (0, +b). Las tangentes
en el origen resultan de 4a?z? — b%2% + y% = 0, o sea, y = £v/4a2? — b2z (punto doble).

En coordenadas polares la obtencién de la ecuacién del lugar geométrico es més sencilla pues, teniendo en cuenta
que p = 2a cosf es la ecuacion de la circunferencia dada, resulta

p=2acosf +b.

Para su representacién en coordenadas polares, observemos que p(6) es de periodo 27 y es simétrica respecto al
eje polar: p(0) = 2acosf £ b= —(2acosf +b) = —p(—0).

Se verifica ademds que los puntos de coordenadas (#,2acos + b) y (8 + 7,2acosf — b) coinciden, por lo que
basta estudiar la curva p = 2acos@ + b en el intervalo [0, 7] y luego hacer una simetria respecto al eje polar.

Puntos de tangencia horizontal pcosf + p'sen =0, p= f(60):

2a.cos? 0 — 2asen® 0 + beosb = 0.

Resolviendo las ecuaciones 2au? —2av?+bu = 0, u?+v? =1, paraa = 2,b = 1, resulta u = —0.647,v = +0.762
y u = 0.772,v = £0.635. por lo que tenemos tangentes horizontales para los dngulos, entre = y 7, § = 0.727 y
0 =0.21r.

Puntos de tangencia vertical —psen + p'cosf =0, p= f(0):

4asenf cosf + bsend = 0.
Resolviendo las ecuaciones 4auv + bv = 0, u? 4+ v? =1, para a = 2,b = 1, resulta u = —0.125,v = £0.992,
ademds de los cortes con el eje de simetria (0,5) y (m, —3).
Los corte de la curva con la perpendicular al eje polar por el polo son (7/2,b) y (37/2,b).

Tomando el polo de las coordenadas polares en el origen de coordenadas cartesianas rectangulares y el eje polar
en la direccién positiva del eje de las ‘z’, tenemos la misma gréfica que la obtenida para la expresién implicita.

B
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16. Sean una circunferencia de centro O y radio r y una recta pasando por O, la trisectriz de Ceva es el lugar
geométrico de los puntos M tales que OP = PQ = QM con P sobre la circunferencia, () sobre la recta y tales

que O, Py M estan alineados. El angulo xQM es el triple del dngulo m, de hay el nombre de trisectriz.
SOLUCION:

sen 30
sen 6

p=a(l+2cos20) =a

(56‘2 + y2)3 — a2(3x2 _ y2)2

B

17. Se dan dos puntos O y S, la trisectriz de Maclaurin de polo S (S(3a,0)) y punto doble O es el lugar geométrico

de los puntos M tales s que OP = PA = AM donde A esté definido por OA— £ OS y tal que O, P y M estan
alineados. El dngulo SAM es el triple del angulo SOM de donde el nombre de trlsectrlz.

SOLUCION:

sen 30 1
=2 =a(4senf — )
P en26 a( sen 0059>
2(@®+y?) =aBa?—y?) 6 ya+az)=2%(3a—w).

3—t? t(3 —t2)
=a—-7> =0—7F
1+¢2’ Y 1+¢2

Gréfica del lugar segiin su ecuacién implicita:

Tangentes en el origen —3az? + ay?® =0, y = +v/3z.
P YA

Y

18. Representar graficamente la curva 33z + 3222 — y3 — 222 = 0.
SOLUCION:
Asintotas vericales y horizontales: « = 1, y = +1/2. Asintotas oblicuas: y = —x — 1.

Tangente en el origen: doble z = 0.
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Regiones de existencia: y?y(x — 1) = —2%(y + vV2)(y — V2).
Informaciéon complementaria con MATHAMATICA:

Cortes con la asintota y = —x — 1: (—0.41, —0.58) y (2.41,—3.41).
Tangentes horizontales: (2,1.23),(2,—2) vy (2,-3.2).

Tangentes verticales: (—4.99,2.45), (0,0) doble y (0.81,2.44).
Y =1
cy=-1-1 A ¥

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Vs

Gl
19. Representar graficamente la curva zy* +y + = = 0.
SOLUCION:
Simétrica respecto al origen. Asintotas: Vertical x = 0. Tangente en el origen: y = —x. Tangentes verticales en

(£0.56,F0.76). Las regiones de existencia correspondientes a las descomposiones zy* = —(y+2) y z(y*+1) = v,

son las sombreadas. \

Y

v

El punto impropio del eje OX es doble aislado, pues si se homogeniza la ecuacién de la curva, se anulan las tres
primeras derivadas:

ft,z,y) = oy +yt* +att =0, fi(t,z,y) = Wt* +4at® = 0, fo(t,z,y) = y*+t' =0, f,(t,2,y) = day® +t* = 0.

Otra forma de ver que dicho punto es aislado, consiste en hacer el cambio de coordenadas t— > x,z— > t,y— > y.
Con lo que queda la ecuacién de la curva y* + 2* + yz* = 0, cuyas tangentes en el origen vienen dadas por
z* + y* = 0, que da tangentes imaginarias.
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20. Representar graficamente la curva y? — 422y 4 3z* + 28 = 0.
SOLUCION:

Las dos descomposiciones siguientes nos permiten marcar zonas donde no existe curva:
yly —4a?) = —?B+ %), y* +2° =27 (4y - 327).
La curva es simétrica respecto al eje OY.

El origen es un punto doble con tangente y = 0.

El método de Newton-Cramer,

Ve

_—
\NF?.\§§§

(0] P

nos da la determinatriz M NO en el origen, que nos proporciona una aproximacién de las dos ramas de la curva
en el origen:

y? —4x?y +32* =0 o sea y=32%e y=2%

Informacién complementaria: Tangentes horizontales en (0.96, 2.20), (—0.96,2,20) y (0,0). Tangentes verticales
en (1,2) y (—1,2).

21. Representar graficamente la curva y? — z(z — 1)(x — a) = 0.
SOLUCION:
La curva es simétrica respecto al eje OX.

Tangentes verticales: f(z,y) = 0, f,(z,y) = 0, en los puntos (0,0), (1,0), (a,0). Cuando a = 0, el origen es un
punto doble aislado.
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Tangentes horizontales: f(x,y) =0, f.(z,y) = 0. Para a = 1 en los puntos (0.33,£0.38) y el punto (1,0) doble
(nodal). Para a = 2 en los puntos (0.42,£0.62). Para a = —1 en los puntos (—0.57, £0.62).

Determinatriz en el punto impropio: y? = 3, ciibica asintética.

A Y a=-1 A
y a=0
10 — 10
5 L
5 L
| | | ey
| | o N2 3 +
-1 I\ 9 3 4
5 L
5
-10 +
-10 T
A Y
7.5 4 A,
a=2 4 a=1
7.5
5t -
5 -
25
2.5 [~
\ L pF
2 3 4
-2.5
2.5 [
-5
-5
-7.5 -
-7.5

22. Representar graficamente la curva z3y% = (z — 3)2.
SOLUCION:
Asintotas: z=0ey = 0.
Tangente horizontal en (9, {/(2/9)2) ~ (9,0.36)
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Puntos singulares: Poniendo f(t,x,y) = —(—3t + 2)%t* + 23y = 0,
filt,x,y) = 6(=3t+x)t* —4(=3t+x)*t> =0, fl(t,2,y) = —2(=3t+z)t* +32%y* =0, fot,z,y) = 3z3y? =0,
Resultan los puntos dobles (1,3,0),(0,1,0) y (0,0,1).
Haciendo una traslacién al punto (3,0) como nuevo origen, obtenemos la ecuacion:
22+ (3422 =0, osea —a%+27y* 4 27xy> + 922y + 23y = 0,

curva que presenta una tangente vertical en el origen y la determinatriz en el origen es 27y> = 2. Se trata de
un punto de retroceso de primera especie.

En lospuntos impropios de los ejes, éstos son tangentes triples.
y‘

-15 -10 -5

O

2

23. Representar graficamente la curva (22 + y?)(2(2 + x) + y?) — 4zy?. En polares ver Ejercicio 67 .En paramétricas

Ejercicio 50 .
SOLUCION:

1 0.5

-0.5

Las descomposiciones (22 +y?)(z(2 + ) + 4?) = 4xy? y 2x(x — y)(x +y) = — (2% + 3?)?, nos permiten sombrear
zonas delpano donde no existe curva.
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24.

25.

La curva es simétrica respecto al eje OX.

El origen es un punto triple con tangentes: 2z(z% — y?) = 0.
Puntos de tangencia horizontal: (+0.21,+0.5).

Puntos de tangencia vertical: (1/4,4+/3/4).

Representar graficamente la curva y? — 3 + 2% = 0.

SOLUCION:

La curva es simétrica respecto al ej OY.

La determinatriz en el origen es y? + z* = 0, se trata de un punto aislado. La determinatriz en el infinito es
y3 = x*, parabola asintotica.

4

Las descomposiciones y? = y> — 2* y 2% = 3?(y — 1), permiten sombrar las regiones donde no hay curva.

En el punto (0, 1) posee una tangente horizontal.

A

A

Representar graficamente la curva xy? — 222y + 23 — 4y = 0.

SOLUCION:

0.4

457 907

1 0.5 0.5 1

—0.4

Regiones de existencia: z2(z — 2y) = y(4 — 2y).

Simétrica respecto al origen.

Asintota vertical x = 0. Asintota oblicua y = z, doble.
Tangentes horizontales: (0,0) de inflexién y (£1.73, £5.19).
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26. Representar graficamente la curva z2y® + 22 4+ y? = 0.
SOLUCION:
Simétrica respecto al eje OY: f(z,y) = f(—z,y).
Tangentes en el origen 22 + 32 = 0: imaginarias. Punto asilado.
Asintotas. Horizontales: ¢ + 1 = 0, . Verticales: 22 = 0, , doble.
Regiones de existencia: z2(y3 + 1) = —y%.
Corte cony =z, 2° +222 =0: =0,z = /—2 ~ —1.26.

]
27. Representar graficamente la curva y? + 3% — z* = 0.
SOLUCION:
A 2
Y=
3 4
;oY=
2
y=-1
Simétrica respecto al eje OY.
Las descomposiciones z* = y?(y + 1) v (y — 2?)(y + 2%?) = —y3, nos permiten sombrear las regiones donde no
hay curva.
Ramas que aproximan a la curva en el origen: y = 22 e y = —22. Rama infinita 33 = 2%,

Puntos de tangencia horizontal: y? + y3 — z* = 0, —423 = 0, (0,0), (0, —1).
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Puntos de tangencia vertical: y% + y* — y* = 0,2y + 3y? == 0, (£0.62, —0.66).
]
28. Representar graficamente la curva y? — (x — 1)?(x — 2) = 0.
SOLUCION:
Simétrica respecto al eje OX. Punto singular (1,0), punto aislado. Tangente vertical en (2,0).
A o
y y<:IS
40 [~
20 |-
20 L
-40 -
]

29. Representar graficamente la curva z* — 2ay® — 3a%y? — 2a%2% + a* = 0.
SOLUCION:
La curva es simétrica respecto al eje OY.

Los puntos singulares de la curva se obtienen resolviendo el sistema obtenido anulando sus derivadas parciales:

fo =423 — 4a’2t?> =0
fy = —6ay*t — 6ayt*> =0
fi = —2ay® — 6a2y%*t — 4a%x%t + 4t3a* = 0

Resultando, de las dos primeras: (t,0,0), (¢,0,at), (¢,at,0), (¢, at,at), (t, —at,0) y (¢, —at, at), de los cuales, sélo
satisfacen a la tercera, o la ecuacién de la curva, los puntos (0, —a), (a,0) y (—a,0), que son los puntos singulares.

Para hallar las tangentes, por ejemplo, en el punto (1, a,0) se ha de calcular las derivadas segundas y sustituirlas
en este punto, para formar la matriz hessiana:

8a* -8 0
8% 842 0 | =0,
0 0 —6a2

que da lugar al ecuacién cuadratica 422 —3y? —8a3x +4a* = 0, que degenera en dos rectas, que son las tangentes
cuyo punto en comun es el punto singular (a,0), de ecuaciones:

4
— 44/ =(z —a).
Yy 3(56 a)

También se pueden determinar las tangentes en el punto singular (a,0), tomando éste como nuevo origen de
coordenadas, haciendo el cambio x— > = + a,y— > y, e igualando a cero los términos de menor grado (dos):
4a%x? — 3a%y? = 0; o sea, el producto de rectas (y + \/E:E)(y — \/iw) = 0, que deshaciendo el cambio, se llega a
las mismas rectas tangentes de arriba.

Tangentes horizontales: f,(x,y) =0, f(z,y) =0, en (0,a/2) y (£a,—3a/2).
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Tangentes verticales: f,(z,y) =0, F(z,y) = 0 en (£v/2a, —a).
A Yy

v

]
30. Representar graficamente la curva: (22 — 1)(2? — y2) = 2y(y? — 1).
SOLUCION:
ImplicitPlot[(x72-1) (x"2-y~2)==x*y(y~2-1),{x,-10,10},\
AspectRatio->Automatic]"
A
4 [
9 -
| 1 \ | >
4 2 2 4
—2
—-4
B

31. Representar graficamente la curva z* — 322y + vy — 2y> + y* = 0.
SOLUCION:
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yA
2
\ ‘ I.-:
-1 1
O
32. Representar la curva (22 + y? — 3z)? = 422%(2 — z).
SOLUCION:
YA
-2
1 2
L
T
T -2
Cl

33. Sea una circunferencia tangente en el origen de coordenadas. Tracemos una tangente a la circunferencia paralela
al eje OX. Tracemos una recta desde el origen que corta a la circunferencia en un punto A y a la tangente en un
B. Lugar geométrico del punto P con la ordenada de A y con la abscisa de B (curva de Agnesi).

SOLUCION:

Ecuacién de la circunferencia 2% + (y — a)? = a? y ecuacién de la recta que pasa por el origen y = tx. El punto
2at 2at?

141271+ 2)

2a
B, interseccion de recta y tangente, son (77 2a>. Por lo que las coordenadas del punto pedido P son:

A, interseccion de la circunferencia y recta tiene de coordenadas ( ) Las coordenadas del punto

2a 2at?
r=—_ Yy

t Tt
Haciendo t = tag 6, obtenemos estas otras ecuaciones paramétricas:

x =2acotgh, y=2asen.
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Elimindo ¢ tenemos las ecuaciones explicitas e implicitas de la curva buscada:

8a?

2 _ 2
m, yx =4a (2a—y)

y:

Esta curva es simétrica respecto al eje OY, tien el eje OX como asintota y el punto impropio del eje OY es

aislado.
Ay

| | | |
-4 2 2 4

MARIA GAETANA AGNESI (1718 - 1799)

v

Marfa G. Agnesi fue una distinguida lingiiista , matematica y filésofa; remplaz6 a su padre en la citedra de
matematicas de la Universidad de Bologna cuando éste estuvo enfermo, y fue la primera mujer en ocupar
una catedra de mateméticas. En 1748, se publicé su libro, recopilacién de los trabajos de Euler, ”Instituzioni
Analithe” sobre célculo diferencial, que fue muy popular; se tradujo a muchos idiomas y se usé en Europa durante
muchos anos.

Fue conocida también como La Bruja de Agnesi por confundir en su libro la palabra versoria (nombre latino de
la curva de una funcién), por versiera otra palabra que significa abuela del diablo o bruja, de ah{ viene el nombre
adoptado también por la curva.

O

34. Representar graficamente la curva y?(a® — 22) = (2% + 2ay — a)?. (Bicornio o Sombrero de dos picos)
SOLUCION:

fl@,y) = y*(a® — o) = (2 + 2ay — o).

Simétrica respecto al eje OY: f(z,y) = f(—=z,y).

Cortes con el eje OY, =0, f(z,y) = 0: (0,1),(0,1/3), independientes del valor de a.

Cortes con el eje OY, y =0, f(z,y) = 0: (/a,0),(—+/a,0), puntos dobles.

Regiones de existencia delimitadas por las rectas * = a y * = —a. Entre estas dos rectas existe curva.

Usando MATHEMATICA para encontrar los puntos dobles:

fla_llt_,x_,y_1:=y"2(a"2%t"2-x"2) - (x"2+2a*y*t-a*t~2) "2

Solve [{D[f[a] [t,x,y],t]==0,D[f[a] [t,x,y],x]==0,
D[f[a] [t,x,y],y]==0},{t,x,y}]

{{y > 0, x -> Sqrtla] t},{y > 0, x -> -(8qrtlal] ©)},{x > 0, t-> 0}}
Resulta que el punto impropio del eje OY es doble y los puntos (++/a,0). Estos dltimos serdn aislados si a > 1,

pues estarian en las regiones de no existencia de curva. O bien, haciendo una traslaciéon para considerar uno de
ellos como origen, resulta

(a— (—Va+2)*)y* = (—a+ (=Va+2)* + 2ay)* = 0.

Tomando los términos de menor grado, igualados a cero:

dav/a + 2a+/a — 1
Y= €T

3a®)y? — 8 daz® =0
(a+3a”)y av/axy + dax , PR
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resulta tener una tangente doble y = z, si a = 1 (punto de retroceso); dos tangentes reales distintas si a > 1
(punto nodal); y tangentes imaginarias si a < 1 (punto aislado).
Tangentes verticales:(a, (1 — a)/2), (—a, (1 — a)/2), para a # 1; que resultan de:

(a® — 2?)y* — (—a + 2 + 2ay)* = 0, 2(a® — )y — da(—a + 2 + 2ay) = 0

Obtenemos una grafica conjunta para los valores de a = —2,—1,5,—1,0.5,0.5,1, 1.5, 2, utilizando MATHEMATICA
como sigue:

Show [Table[
ImplicitPlot [{f[a] [1,x,y]==0,y==1,y==0},{x,-2,2}],{a,-2,2,.4}]]

A

L 4 A
-2

4 -2 / 2 4
L

F-9 2
4

A

A
2 I
\ a=0.5
il I
- — | >
1

A
Al

=

42 /N2

92
4

Ejercicios resueltos Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003



Curvas en forma implicita 65

2 /-1 1\ 2

a =2,-15,-1,-0.5,0, 0.5, 1, 1.5, 2

o

35. Sean dos puntos Q(q,0) y R(0,r) con la suma de g y r constante (a). Ahora se construyen los puntos P sobre
la recta RQ, tal que PQ es igual a una constante (b). Establecer que el lugar geométrico de P es la concoide de
Diirer de ecuacién implicita: (22 + 2y + ax — b*)? = (b — 22)(x — y + a)?. Hacer la representacién gréfica.

SOLUCION:

Eliminando g y r entre las ecuaciones

(z—q)?+y*=b>, z/g+y/r=1  q+r=a,

se obtiene:
a?(b% — 9?) + a(—20%x — 20%y + 2zy® + 2y%) = (b* — b2z — 30 % ¢ + 22%% 4+ 2*).

O bien,
a(a —2x = 2y)(b—y)(b+y) = (b* = 2y*)(b* — 2° —3*)

Gréfica para a = 1,b = 4:

-10 -5

36. Representar graficamente la curva y?(4z — 1) = 22(z — 1).
SOLUCION:
Simétrica respecto al eje OX: f(z,y) = f(z, —y).
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Cortes con el eje OX: f(x,y) = 0,y = 0, los puntos (0,0) y (1,0). Tangentes en el origen: y? — z? = 0, o sea
y = £x. Tangente en (1,0), z = 1, pues f,(1,0) = 2y(4x — 1)|1,0) = 0.

Asintotas: f(z,y) = (4o — 1)y? — 2%(x — 1) = 0, asfntota vertical.
Asfntotas oblicuas: ¢(1,a) = 4a® — 1 = 0, pendientes a = +1/2. Ordenada en el origen b = —p5(1,a)/¢5(1,a) =
—(—a? +1)/8a = +3/16. Existes dos asintotas: |y = /2 - 3/16 |y [y = —2/2+ 3/16]

Los cortes de las asintotas oblicuas con la curva son sélo los puntos de coordenadas (3/28, £15/112).

y=-1/2z - 3/16

y=-1/2z + 3/16

37. Representar graficamente la curva 23 + y® = zy (folium de Descartes).
SOLUCION:

38. Representar graficamente la curva y = 2/3(z — 1)2.
SOLUCION:
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Ay
- 3
-2
1
| LT
-1 1 2
-
39. Representar graficamente la curva z(z + 3)(y + 3z — 1) = y?(z + v).
SOLUCION:
Puntos de corte de las rectas que delimitan regiones por donde pasa la curva:
1 11
0,0 -3,0 -3,3 =0 - =
( ’ )7 ( ? )’ ( ’ )7 (37 )7 (272>
No hay asintotas verticales ni horizontales.
Asintotas del tipo y = azx + b:
f(z,y) = (32 + 2%y — xy® — v®) + (82 + 3xy) + (—3x) = 0,
pa(z,y) =32 + 2’y —xy® =y, po(w,y) = 82% +3zy, ¢i(z,y) = -3z, @o(z,y) =0.
1,a) 3a+8
1,a) = —a®—a? 3=0,=a=1.36,a=—1.18+0.9i. b:—m( L= — =1.66
w3(1,a) a”—a”+a+ a a ) @é(La) —3a2 — 2 + 1ja=1.36

La tnica asintota es y = 1.36z + 1.66.

" 3ar+y-1=0
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No hay puntos dobles, ni propios ni impropios, pues la tnica solucién comun de
fe(z,y,t) = =3t% + 16tz + 922 + 3ty + 2zy — y* = 0,
fy(z,y,t) = 3tz + 2* — 2zy — 3y* = 0, filx,y,t) = =6tz + 822 4+ 3zy = 0,
es la trivial, que no representa ningin punto.

Tangentes horizontales en:
felz,y) = =3 +162% + 92 +3y> + 22y —y =0, f(x,y) =0= (049, -1.32), (—2.63,3.18)

Tangentes verticales en:

fy(x,y):3z+a:272xy273y:0, f(‘r7y):07 f(zvy):():}(*?)vo)a (030)

40. Representar graficamente la curva a?y? = z4(a? — 22).

SOLUCION:

Las regiones de existencia resultan de las dos descomposiones:
2,2 4 2 2 2 6
a’y=a*(a—=z)(a+x), o (y—a7)(y+a7)=—a".
La curva es simétrica respecto a los dos ejes coordenados.

Puntos singulares:

fla_llt_,x_,y_]l:=a"2y"2t"4-x"4(a"2t"2-x"2)
Solve[D[f[a] [t,x,y],t]==D[f[a] [t,x,y],x]==D[f[a] [t,x,y],y]1==0,{t,x,y}]

D[f[al[t,x,yl,t] = -2 a2 t x4 +4a2 t°3 y2=0
D[f[al[t,x,y]l,x] =2 x5 -4x"3 (2”2 t°2 -x"2) =0
D[flal[t,x,y]l,y] =2 a2 t74 y=0

El origen y el punto impropio del eje OY son puntos dobles.

Como las tangentes en el origen vienen dadas por y2 = 0, y por las simetrias de la curva, se trata de un punto
tacnodal. El punto doble impropio es aislado.

La grafica siguiente esta extraida de MATHEMATICA con

ImplicitPlot [£[1] [1,x,y]==0,{x,-1,1}]
A

Y

B
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41.

Representar graficamente la curva y — (1 — 3z)2z* = 0. (Ver Ejercicio 22 )

(0,1/3) punto doble de retroceso. Rama parabélica en la direccién del eje OY: y = /922. El origen punto triple

SOLUCION:

con tangente horizontal.
Gréfica extraida de MATHEMATICA con

fle_,x_,y_1:
ImplicitPlot [{f[1,x,y]==0,y==9"{1/3}x"2},{x,-.1,.5}]

-((t -3x)"2 x4) +1t°3 y°3

3V

o

42. Representar graficamente la curva z® — 4x2y — y? + 4ay? = 0

tomando como origen (—1,0).)

SOLUCION:
y A

(Ver Ejercicio 47 , eliminando el pardmetro ¢

z=1/4
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43. R t $fi te 1 r -
. T ntar gr men’ I = = .
epresentar gralncamente la curva T (tfl)(t+2)7 y tfl
SOLUCION:
Asintotas:
t=1
2 _
e lim L = g 2 2E+2) o
t—1x  t—l t3
2 — 2t t3 it —-1)(t+1) 8
b=l — =1l =lim ———— % = —
fim(y = ma) tl—{q(t—l +3(t—1)(t+2)> 1 (t—1)(t+2) 3
8
= 3x+-.
Y 1’+3

Posicién de la curva respecto a la asintota en el punto del infinito:

Ve — o = 32 —2t)(t +2) +3t2 —8(t —1)(t +2) _ (12t +16)(t— 1)

3t —1)(t+2) 3(t+2)
t— 17 z—o00,y = —00 Ye—Ya>0
t—17 z— —00,y =00 Yo—Ya <0
t=—2
lim z(t) = lim y(t) = ki oot 8 — 8 asmtota horizontal
Jim_z(t) = oo, Jm y(t) = lim ——r = —2. y = —3, asintota horizontal

Posicién de la curva respecto a la aintota en el punto del infinito:

t2—2t+8 (t+2)(3t —4)
t—1 3 3(t—1)

Ye = Ya =
t— 2% 00 Yo—Ys>0
t— =27 x> —00 Ye— Yo <O

t — 00

2 —26)(t+2
m = limg: hmw

t—oo I t—o0 t3 =1
3 — 4t — 13
b= lim(y —mz)= lim (————— =
t—o0 t—o0 (t — 1>(t —|— 2)
Y=z
Posicién de la curva respecto a la aintota en el punto del infinito:
=2t t3 _ 4t
Ve Ve = T T —Dlt+2)  (t-D(t+2)
t — oo T—00 Ye—Ya <0
t— —00 T— —00 Yo—Ya >0
Puntos dobles:
t3 t3

= = 32 4 360 — 283 = 362 + 3t — 2t3
(—1(+2)  (to—D(to+2) ot of” +fot — 2t

tH2(t — to) + tto(t — to)(t +to) — 282 + ttg +t2)(t —tg) =0, p* +ps —2s% +2p = 0.

2 -2t 5 —2t
t—1  to—1

O = 2ty — 24ty — % + 2t = 2t — 2ty — 2 + 2o,
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tto(t —to) — (t —to)(t +to) + 2(t —tg) =0, p—s+2=0.

Resolviendo el sistema en s y p, se obtiene s =0y p = —2.
Los puntos doble surgen de la ecuacién t? — 2 = 0: t = +/2, (2.001, —2)

Tangentes horizontales:

dy (2t—2)t—1)—t*+2¢
dat (t—1)2

dy _

dt_0:>

=0=1t>-2t+2=0. No hay.

Tangentes verticales:

de 32t —1)(t+2) —t3(t+2) —t3(t — 1)

= = =0=t2(>+2t—-6)=0=>¢t=0,t = —1 Tt=-1-VT.
dt (t—1)2(t+ 2)2 A\ ) = ’ VT VT

A

44. Representar graficamente la curva z =t + P
SOLUCION:
Asintota horizontal: ¢ = —1, que da la recta y = 3/2.

Puntos multiples:
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4+t+1 B+to+1
il Wttt = 2 — 3t +t2 —t2 =0 = tto(t —to) + (t +to)(t —to) =0 = p+s5=0.
t+1 to+1
P41 A+ o o4 4
= =2t -ttt -t =0=>
2 +1 t2+1 0 ot 0
= (2 —13) + (P + 1)t — 1]) = 0 = 3% + 12 + 1§ — 2ttg + 2ttg = 0 = p® + 5% — 2p = 0.
p+s=0 pP’+s2-2p=0=2(p—-1)=0=p=0,5=0; p=1,s=1=
=t =0(t =0, doble) y t* + ¢+ 1 = 0 (imaginarias).
Tangentes en (1,1), correspondiente a ¢ = 0:
P4t+1 211\ 2t 4+12 20283 + 10 - 2 2(6t2 4 3t* 4-¢6
@ - (L PP gy - (2L 2B ) — O
t+1 241 (1+1)27 (1+12)2 (1+1)3 (1+1¢2)3

o (t) _ a(iv (t) _

¥ ( —6 24(t—t3))7 . ( 24 24(1—10752—&-5754)).

(14+1)27 (1412)4 (1+1)5° (1+1¢2)°
— —_— —_— —_

o (0) = (070)7 o (O) = (27O)a o (O) = (7670)7 al (0) - (247 24)

se trata de un punto de retroceso de segunda especie con tangente (2,0).

AT
15

v
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Rama parabdlica:
, 1 1 , 1 2 1 , 1 2 1
A (T A T Wi i S (I I W
La expresién y — x2 + 2 tiende a cero cuando t — 00, se tiene una parabola asintética y = 22 — 2.
Tangente vertical: 2t + 2 = 0, t = —2, que corresponde al punto (—3,13/5).
]

45.

2+i+1 t?—1
Representar graficamente la curva z = Z:_ 1+ V=5
SOLUCION:
Asintotas:
t=-1, tliml x(t) = oo, tliml yt)=0= ’ y=0 asintota horizontal‘
: [ p :
t=2; %nr% x(t) = 3 thrr% y(t) =0 = ’ x=7T/3 asintota Vertlcal‘

Posicién de la curva respecto a la sintota "y = 0” en el punto del infinito:

-1 ?—1
Yo v =5y T V=5
t— —1%, - 400, Ye—ya <O. t——-1", =— —00, Ye—Ya>0.

Posicién de la curva respecto a la sintota "z = 7/3” en el punto del infinito:

2rt+1 7 32 —4t—4
Ty —Le=—"T— — - = ———————
t+1 3 3t+1)
t—>2+, Yy — —00, Te—Tq>0. t— 27, y— 400, x.—x,<0.

Puntos dobles:
4t+1 3+t +1
t+1  tp+1
-1 -

1
= 2t +tg) —to—1=0=2s—p—1=0.
27 T2, 2t t) il R

= (t—to)(tto +t+1t) =0=p+s=0.

con lo que p=—1/3y s =1/3 y de la ecuacién t?> — pt + s = 0 o sea de la t? —t/3 — 1/3 = 0, surge que los
pardmetros t; = (1 4+/13)/6 y t2 = (1 — v/13)/6 corresponde al mismo punto (1.33, —0.33), por donde pasa la

curva dos veces.
Tangentes horizontales: y/(t) =0 =t> -4t +1=0=t =2+ /2.
Tangentes verticales: 2/(t) = 0= > +2t=0=t=0, t = —2.

t24+t+1
Representacion grafica de x = L:
t+1
Se trata de una hipérbola de asintotas x = ¢t y t = —1. Con tangentes horizontales en los puntos (0,1) y (-2, —3).
o t? -1
Representacion grafica de y = T
Se trata también de un hipérbola de asintotas t = 2 e y = —t + 2. Con tangentes horizontales en los puntos

(3.73,—7.46) y (0.27,—0.54). Y las siguientes coordenadas del corte con los ejes: (1,0),(—1,0) y (0 —1/2).

Haciendo uso de estas gréaficas tenemos el siguiente cuadro de valores:
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0 0.27 1 2 3.73 | +o©

—0o0

“+00

1 71.06 |#3/2 |#7/2 |#3.94 |*+00

+
v | 4oo W3/4 N 0 Nel/2N054)r 0

-T.46 N —00
—0
t=1 ",
T YA
t=2
r=t ;
J\_\ >
1 , y = -t+2 (0.27,-0.54)
I (3.73,-7.46)
A
15 Y
10 0.77<t<2
~00<t<-2 /
o
-2<i<-1 -0.43<1<0
\ €T
| | \ \ >
-10 5 5 10 \\
- 0<1<0.77 -1<<-0.43
S 3.73<t< o0
-
2<1<3.73
15 —
-20
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3t? 4¢3

46. Representar graficamente la curva z = Y = .
P & 3+1 Y ?+1

SOLUCION:

Ramas infinitas:

tliml z(t) = oo, tliml y(t) = =2, y =—2| Asintota horizontal.
lim z(¢) =0, lim y(¢) = oo, x =0]| Asintota vertical.
t—o0 t—oo

4% (342
Tangentes horizontales: y'(t) = (72) =0 = ¢t=0 (0,0) (doble)
(1+12)
_ , 3t (2—1¢%) _ s
Tangentes verticales: z'(t) = 175)’)2 =0 = t=0 (0,0) (puntosingular); ¢t=+v2 (1.59,3.09)
_|_
oy

Tipo de punto singular en (0,0):

s . —m

X (O) = (0’O>7 X (0) = (670)v X (0) = (0724>7
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47.

p =2, par y ¢ = 3, impar: punto de retroceso de primera especie.
Gréficas de las curvas por separado:

) at? +2—3t2=0

Con las dos descomposiciones, z(t3 + 1) = 3t? y t?(xt — 3) = —z, delimitamos zonas de existencia.
Asintotas: t = -1y x = 0.

Tangentes horizontales en (0,0) y (3/2, v/4) ~ (1.26, 1.59).

2) yt? +y—4t3 =0
Las regiones de existencia surgen de las dos descomposiciones y(t? + 1) = 4t3 y t2(y — 4t) = —y.

Asintota oblicua y = 4¢. Tangente en el origen y = 0.

3

2t -1

Representar graficamente la curva z =2 — 1,y = (Ver Ejercicio 42 )

SOLUCION:

Ramas infinitas:

tli)tlr}Qx(t) = 72, tli)llr}Qy(t) = 00, z=—3| Asintota vertical.
lim z(t) =00, lim y(t) = o0 m = lim ) -1 b= lim (y(t) — mz(t)) = co.
t—o00 R S ’ t—o00 J,‘(t) 2’ t—o00

Rama parabdlica en la direccién de la recta t = x/2.

Puntos singulares:

=, 2 (_ =, 2t (3—6t+4t> -, 2 (-3+4
ﬂﬂ:(uﬁ“’””), x(t)=<2, (B-6ix )>, x <t>=<2t7t(3+§)>~

(—1+2t)° (—=1+421t)° (=14 2t)

Para t = 0, ;)’(0) = (0,0), ;”(0) = (2,0), ;’”(O) = (0,—6). Se trata de un punto de retroceso de primera
especie (p=2,¢ = 3).

dy t* (—3+4t
Tangentes horizontales: Y _ Q

i Ry =0, t =0 doble y t = 3/4, que correspende al punto (—7/26, 27, 32)

~ (—0.43,0.84).
Corte con los ejes:
z(t)=t>*—-1=0, t==1, resultan los puntos (0,1/3), (0,1).
y(t) =0, sit =0, obtenemos (—1,0).

Puntos de corte con la asintota:

la curva corta a la asintota en (—374,1716).

Represetancién de cada curva por separado

x = t2 — 1 es un pardbola de eje el de ordenadas y vértice (minimo) en (0,—1), correspondiente al valor del
parametro t = 0.

t3
2t —1

y:
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Tangente en eorigen y = 0, se aproxima a la curva y = —t5.
Asintota vertical ¢t = 1/2.

Estudio en el punto del infinito del eje de ordenadas: La detereminatriz 2ty —y = 0 nos da la asintota t = 1/2, y
la determinatriz 2ty — t3 = 0 que aproximamos con y = t2/2 + u, nos da la nueva determinatriz 2tu — t2/2 = 0.
Con lo que tenemos la parabola asintética y = t2/2 +t/4.

Regiones de existencia: y(2t — 1) =3 o t(2y — t?) = y.

A
1547
10F
y=t’/2 + t/4
5 ! ! >
i 1 1 g ¢
1k
t
| L | | ~
= A
4 2 \0/ ? 4 | do
2
1/2<t< 3/4
3
3/4 < t < oo
2" /
-1 0.5 0.5 -
o< t<y
1 -
0<t<1/2
20
]
t+1

48. Representar graficamente la curva x = 2,y = 1

SOLUCION:

Ramas infinitas:

tlg(r)lo x(t) = oo, tlirglo y(t) =1, Asintota horizontal.
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limz(t) =1, limy(t) = oo, Asintota vertical.

t—1 t—1
Tangentes verticales: 2/(t) =2t =0 = t=0 (0,—1)

La curva y = t2 es una parabola, vértice en (0,0) y eje el de ordenadas.

La curva y = r— es una hipérbola de asintotast =1e y = 1.
A
AT 15 L
25
10 |
51
[ g I AR
‘100 P
A ‘ -5t
y
-10 -
20— |
1<i<oo
10 - |
=TT
4 6 \ 8 €T
-1<t<0 -0o<t<-1
/O<t<1
20 |-
=1
Gl
t3
49. Representar graficamente la curva z = t2,y =t — 3

SOLUCION:
La curva es simétrica respecto al eje OX. En este podrian estar los puntos dobles:

2 —t2=0= (t—to)(t+to) =0=s=0.
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3t—t3 =3ty —t5 = (t—to)B3— (> +ttog+1t3))=0=p—s5+3=0.

Luego s = 0,p = —3 y los puntos dobles correponden a los pardmetros solucién de la ecuacién t2 — 3 = 0, o sea
t = £+/3, en el punto (3,0).

Tangentes horizontales: dy/dt = 0,t> — 1 =0,t = 41, (1, +£2/3).
Tangentes verticales: dz/dt = 0,t =0, (0,0).

Representando por separado la parabola y la cibica:
A

4y
2 |
1-
| | I |y
4 NG 1 4
4 T:‘lg
A
2
0<it<1
1 <t<\3
1& /
| \ \ \ \ Ly
1 9 3 4 5 6 7
1=
9 \[3_<t<oc

o

50 Re[) t g ifi te 1 V = (t2 1) = t(tQ 1) En i [)1’ it V Ej icio 23 .E p lares ve
. resentar gramncamente la curva: x . 1N 1mplicitas ver €rciclio .En polares T
(1 t2)2 Yy (1 t2)2 )

Ejercicio 67 .
SOLUCION:
Haciendo las gréaficas por separado:

2(t2 — 1)
24+ 1)2

Simétrica respecto a OX.

s A3 — %)
o'(t) = [
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C2t(82 - 1)
T2y 1)2

Simétrica respecto al origen.

, 2(—1+6t—t*) .
y'(t) = W,y (t) =0si ¢t =+2.414,t = £0.414; y(+0.414) = F0.5, y(£2.414) = F0.5
Ay
e —
=) 9 t
14
-2
Y
A
4‘7
4 ¢
YA
| oL
) 1
Gl
t2 t3
51. Representar graficamente la curva x = 2 1Y e 1

SOLUCION:
Simétrica respecto al eje OX: Vt, 3t = —t/x(t) = x(t'), y(t) = —t(t').

— t2 t3 , _ 2 t2(73+t2)
a(t) = <t2—l’ t2—1> ’ o (t) = <_ (2 —1)2" (12-1)2 > )
° § — 2 2 4
(1) = <2((1+3t ) 2t(3+1¢ ))’ o (1) = < 24t(1 4+ t2) 6(1+ 62+t ))

213 (12— 1)3 @—Dt (12— 1)

a(0) = (0,0),a/(0) = (0,0),a”(0) = (-2,0),a” (0) = (0,—6). Con lo que el origen es un punto de retroceso de
primera especie, primeras derivadas no nulas p = 2 y ¢ = 3, y de vector tangente o’ (0) = (-2,0),

Asintotas:

t =41, tgrillx(t) = 00, tl_lglly(t) = 00.
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b= lim( )= t3 t? _ 21
T =g T eo1) TS o1 T

1 , .
y=x+ 3 asintota oblicua.
t t3/(t? -1
t=-1, m= hm&:hmbzlimt——l
t——1 x(t t——1t2/(t2 = 1) t—-1
. _ t3 t? I 1
b= i, (y—mz) = lim, (m * t21> ==y
1 , .
y=-z-3 asintota oblicua.
tlim z(t) =1, 75lim y(t) = oo, x = 1| asintota vertical.

t— 1

1
52. Representar graficamente la curva « = 2t + 2,y = 2t — 2

SOLUCION:

Ramas infinitas:
limz(t) =0, limy(t)=o0c0 = asintota vertical

t—0 t—0

lim z(t) =0, limy(t)=o00 m=lim == =0 = y=0 direccién de una rama parabdlica
t—o00 =00 t—oo x(t)
1 1 1 1 1 1 1
x—1y2 :2t+?—@, x—zyQ—y: ?"_72_@ = |z =y?/4+y| rama parabdlica

Ejercicios resueltos Angel Montesdeoca. La Laguna, 2003



Curvas en forma paramétrica 83

a(t) = 2t+t32t —1/t12), o/ (t) = (2+2t,2+2/t3), /(=1) = (0,0), o’ (—1) = (2, —6), éste es el vector tangente
en el punto singular a(—1) = (=1, —3), y como o’”(—1) = (0, —24), se trata de un punto de retroceso de primera
especie.

Puntos dobles:

205 -1 25 —1

- 2
2 t2

2t+t% = 2o+, = (t—t0)(2+(t+t0)) = 0, (t—to)(2t%t2+(t+t0)) =0 = s = —2, 2p*+5 = 0.

Post+p=0 = C+2+1=0 = t=-1, t=-14+V2~041, t=-1-—+V2~-241,

que corresponden al punto singular (—1,—3) y al punto doble (1, —5).
A

x Yy A
10 + Y

I —o < t<-1

O
53. Representar graficamente la curva z = 5(3t> — 1),y = 5(3t — t3).
SOLUCION:
Para todo t existe t' = —t, tal que z(t) = z(t') e y(t) = —y(¢'), por lo que la curva es simétrica respecto al eje
O0X.

Puntos dobles:

5(3t2 —1) — 5(3t3 — 1) = 10(t; — t2)(t1 +t2) = 0, de donde s = 0. 5(3t; — t3) — 5(3ta — t3) = 5(—t1 + t2)(—3 +
t2 + 1ty + t2), de donde —3 + s2 — p = 0. Resulta entonces s = 0 y p = —3. La siluciones de t2 — 3 = 0, o sea
t = 4++/3, dan como punto doble el (40, 0).

Tangentes horizontales: 15(1 — 2t?) = 0, t = £1, en los puntos (5, +10).
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Tangentes verticales: 20t = 0, t = 0, en el punto (—5,0).
Graficas de las componentes:
x = 5(3t> — 1). Pardbola, con minimo en (0, —5) y corte con el eje OT (£+/3/3,0) =~ (+0.78,0).

y = 5(3t — t3). Cortes con el eje OT en (0,0), (v/1,0) y (—/1,0). Méximo en (1,10) y minimo en (-1, —10).

— 20

A

— 10

v

VvV~

-0.58 0.58

2 +3t—2 t—1

54. Representar graficamente la curva x =

2_t+2Y T ety

SOLUCION:

Puntos dobles:

Si existe un punto que corresponde a dos valores del pardametro t; y t2, estos son soluciéon de una ecuacion de

segundo grado at? + 2bt + ¢ = 0, en la que s = t; +to = —2b/a y p = tity = c/a. Se tiene que verificar que
x(t1) = z(t2) e y(t1) = y(t2), por lo que:

343t —2  t3 43ty —2
2 —t1+2 3 —ta+2

1242 — 2ty 4 267 + 3t1t2 — 3tyty + 6t — 243 + 2ty — 4 = 1243 — t3t) + 243 + 3tot? — 3toty + 6ty — 2t7 + 2t — 4

s~ )0t~ (2~ 0) = 1) =0,
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t1—1

ta—1

Crti+1 BAip+1

bttty by — 12—t — 1 = tot? +toty +to —t2—ty — 1, (ta —t1)(t1te — (ta+11) —2) =0,

-3.56

1-\V3

v

0.56

1+V3 t

=1 —>

t=1-\2 —>

t=1-\V3 -7

Resolviendo estas ecuaciones en p y s:

2b 2b
S22 -0, S42 _9-0,  —a+42+4e=0, —2a+2b+c=0,
a a a a
que admite como soluciones:
—b
a = = ¢ , a=0, c=-2b,
2 1 -1 1 -1 2
2 1 -2 1 -2 2
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con lo que los valores de t que dan puntos dobles, resultan de la ecuacién t — 1 = 0, que por carecer de término
de segundo grado, presenta la raiz t; = oo, ademas de la t; = 1. Para estos valores del parametro se obtiene el
mismo punto, (1,0).

Graficas de las componentes:

2 +3t—2
r=—F—"—-
2 —t+2

Corte con el eje OT: ((—3 — V/17)/2,0) ~ (—3.56,0) y ((3 + v/17)/2,0) ~ (0.56,0).

—4(t? =2t —1)
se anula para los valores de t = 1 — /2, (1 —v/2,-1.19) y t = 1 + /2,

La derivada .T/ = W

(1++/2,2.04).

Tiene una asintota horizontal, x = 1.

t—1

L

Corte con el eje OT: (1,0)).

—t2 42t +2
La derivada iy = ﬁ se anula para los valores de t = 1—+/3, (1—v/3,—2.15) y t = 1++/3, (1++/3,0.15).
Tiene una asintota horizontal, y = 0.
Cl
) t? t
55. Representar graficamente la curva x = Y= ———
t—1 21
SOLUCION:
Puntos dobles: z(t1) = x(t2), y(t1) = y(t2).
Gi t 2 2 _ 42 2
= :>t1t2—t1:tQtl—t2:>t1t2:t1+t2:>p:S.
ty—1 ta—1
B ety it = —1 = p——1
t% —1 t% -1 162 1 201 2 162 P .
Con lo que resulta p = s = —1. Se debe resolver la ecuacién t2 — st +p = 0, o sea, t2 —t + 1 = 0; que da
t = (—14+/5)/2. Siendo, entonces (—1,—1) un punto doble.
Asintotas:
. . .t 1 . 1 3

luego |y = /2 — 3/4 | es una asintota oblicua.

1
lim z(t) = 00, lim y(¢t) =0, lim z(t) = —=, tlimly(t) = 00,

t—o00 t—o00 t——1 2

se tienen, entonces, que es una asintota horizontal y que es una asintota vertical.

Representacion por separado:

ex=1t3/(t—1).
Se trata de un hipérbola de asintotas t = 1y =t 4+ 1. Presentando tangentes horizontales (2,4) y en (0, 0).
ey=1t/(t*-1).

Tiene dos asintotas verticales: ¢ = +1 y una horizontal: y = 0. No tiene tangentes ni verticales ni horizontales.

La representacién grafica esta extraida de MATHEMATICA mediante:
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ParametricPlot [{t~2/(t-1),t/(t"2-1)},{t,-10,10},
AspectRatio->Automatic]

)

-10 -5
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1—2cosf

56. R t Afi te p= ——-—.
epresentar graficamente p = ———

SOLUCION:

La funcién p tiene periodo 27. Estudiaremos la curva en el intervalo [0, 27].

El denominador se anula en 37/2. La rama infinita correspondiente a un entorno de 37/2 no tiene asintota, pues

1-2 0)(0 — 37 /2 2 0)(0 —37/2)+1—2cosb
lim p(0 —37/2) = lim ( cos 9)( m/2) = lim (2sen)( m/2) + 7 _ %
0—3m/2 0—3m/2 1+ senf 0—3m/2 cos

Para determinar la pardbola asintética cuando 6 tiende a 37w /2, pongamos t = tag(6/2), con lo que

1—¢2 2t
cost) = ——, senf = ——,
1+ ¢2 1+¢2
y se obtiene la parametrizacién de la curva:
(-6 (3t* —1) o 2U(3t7 - 1)
T a+e)r+n YT are)e+nr

Se tienen las siguientes aproximaciones:

1((1—t><3t2—n +((1—t><3t—1>) WH...)NZ
[t=—1 [t=—1

S | 1+¢2 1412 11

1 2t(3t> — 1) 2t(3t2 - 1)\’ 2
Y= Gr e ( e t——1+(1+t2 >|t__1(t+1)+"'> ~ TR

Consideramos
2y 1 2 = (2t2 —1)(3t3 — 5t2 + 7t — 1) 1 <(2t2 —1)(3t3 — 512 + 7t — 1)) __ 8 7
(1+2)(1+1) t+1 142 eyt
luego, tomamos
2y + 22 + da = W =1- %(t+1)2+.s

En conclusién, la pardbola asintética tiene por ecuacién

2

1
=—— -2 —.
Y 5 x+2

2 1 1—¢2\?
y+x+2x2< > ,

Ademas

2 2 1+ ¢2

con lo que la curva estara siempre en el interior de la parabola.

El numerador de p(#) se anula en 7/3 y 57/3. El origen es pues un punto doble.

Otros puntos dobles se obtienen cuando p(6) = p(8 + 2k7), que repiten por periodicidad. O bien cuando
p(0) = —p(6 + (2k + 1)7), esto es, cuando

1-2 6 1+2 0 3 7
cosv _ 1+2cos = 2+4senfcosf=0 = sen20=-1 = 921,92 T
1+ senf 1 —sen6 4 4

Luego las coordenadas (v/2,37/4) y (—v/2, 77 /4), dan el mismo punto de la curva (que en coordenadas cartesianas
esel (—1,1)).
Como

,  2senf —cosf +2 p (1+senf)(1—2cosb)

r= (1+ senf)? Y o 2senf—cosO+2

se tiene que en 37/4 y en 7w /4, p/p’ = 1, las tangentes a las dos ramas en el punto doble coinciden.
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p' se anula si 2sen® — cosf + 2 = 0, que junto con la identidad sen?# + cos#? = 1, y poniendo u = sen,
resulta la ecuaciéon 5u? + 8u + 3 = 0, que admite las soluciones © = —3/5 y u = —1, que corresponden a
a = arcsen(—3/5) ~ —36.86° y 37/2, respectivamente. En este tltimo caso p’ queda indeterminada.

Tenemos el Siguier tecttadro-de-valores:

0 0 /3 /2 T 3r/2  57/3 a o

0
-1 /
p
o -1 — % — 1/2 1 — % — 00 -1
ool
m | | l
3 2 1 ! 2 3
-1
92 F
3
-4
B
57. Representar gréficamente la curva p = sen®(0/3).
SOLUCION:
Periodocidad: T' = 6.
T 0+ 3 0 0
Como p(6 + 5) = sen®( i 7T) = sen3(§ +7)=— sen3(§) = —p(h), se obtiene un arco v de curva correspon-

diente a los valores de 6 en [0, 3], y el arco correspondiente al intervalo [0, 67| se obtiene por un giro de v de
centro en el polo O y dngulo 7 + T/2 = 4w. Con lo que se obtendria el mismo arco ya trazado.

5, 0 0
Como p(—0) = sens(fg) = fsen?’(g) = —p(0), la curva es simétrica respecto a la perpendicular al eje polar

por el polo. Con lo que se reduce el estudio de la curva al intervalo [0, 37/2].

QQCOSQ E—ta Q—ta
3 3) ,0/_ g3_ gIU/?

p = sen

siendo p el angulo que forma el radio vector con la tangente a la curva.
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Tenemos el siguiente cuadro de valores:

0 0 /2 T 312
' 0 + 0
1

H 0° 30° 60° 90°

Puntos dobles:

0
El origen es punto miiltiple si y sélo si la ecuacién p(6) = sen® 3= 0 posee al menos dos soluciones distintas.

Esta ecuacion se satisface para 6/3 = km, o sea para 6 = 0, 3w, 67, 97, ..., solo vale § = 0, para los demds valores
se repite la misma curva.

Otros puntos dobles se obtienen para p(0 + 27) = p(6),

p(0 4 27) = sen® (

f+27\ (1 6 V3 0
273 3773

3
3 —sen+cos> , p(@)zsen?’g.

De las ecuaciones

V3 0 , 0

0
—gseng—l—Tcosg:O, sengg—i—cos §:1’

resulta sen /3 = 1/2 y cos0/3 = /32 y también sen /3 = —1/2 y cos /3 = —/3/2. La primera corresponde a
0 =m/2 y la segunda a § = Tr/2 que queda fuera del intervalo [0, 3], donde la curva se repite.

Obsérvese que por ser la recta perpendicular al eje polar por el polo, un eje de simetria, posibles puntos dobles

van a quedar en este eje.

0.5 .

o
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58. Representar graficamente la curva p = acosné.

QL% *

circunferencia  Trebol de cuatro hojas trifolio reqular

n=1/2 n=3/2 n=5/2 n="7/2 n=9/2

n=1/3 n=2/3 n=4/3
n=1/4 n=3/4 n=>5/4
n=1/5 n=2/5 n=3/5

59. Representar graficamente la curva p? = sen46. (Ver Ejercicio 12 )
SOLUCION:

Representemos primero p = f(0) = sen46 y, luego, para aquellos dngulos en lo que p es negativo no existe curva.

Periodicidad: T = 7/2, con lo que basta representarla en el intervalo [0,7/2] y luego, como T' = 2km/n para
k =11y n =4, se obtiene toda la curva haciendo 4 — 1 = 3 giros de centro en el polo y de amplitud 7/2. Como
ademds f(0 +T/2) = f(0 + w/4) = —f(0), basta representar el arco de curva en el intervalo [0,7/4] y luego
hacer un giro de centro el polo y amplitud = + 7/4. Al arco asi obtenido, le aplicamos lo dicho en el parrafo
anterior, para obtener toda la curva.

Se tiene que la recta 6 = 7/8 es un eje de simetria, pues sen4(27/8 — 0) = sen 46.

Luego sblo hay que estudiar el arco de curva correspondiente al intervalo [0, 7/8]. Hacer la simetria respecto a
la recta 8 = 7/8 y terminar el trazado como se ha descrito antes.

1(0) = 4cos46, que se anula en § = 7/8 (la tangente es perpendicular al radio vector), es positiva de 0 a 7/8,
con lo que p es creciente en este intervalo.
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f(0) =0en 0 =0, la tangente en el origen tienen pues la direccién de este dngulo. Ademds p(m/8) = 1.

La representacién de la curva p? = sen 46, pedida es la del trazo continuo grueso de la siguiente figura.

60. Representar graficamente la curva p = a(1 + cos ).
SOLUCION:
Periodicidad: T = 2, basta estudiarla en [0, 27].

Simetrias: p(2km—60) = a(1+cos(2km —0)) = a(14cos ) = p(), simétrica respecto al eje polar; basta estudiarla
en [0, 7].

p' = —asenf < 0 en [0, 7], luego p decrece.

Tangentes horizontales: pcosf + p’senf =0
1
(14 cosf)cosf —senfsenf =0, 2c0s?6 +cosf —1 =0, COS9=§, -1, 0 =60°,0 = 180°.
Tangentes verticales: —psen 6 + p’ cosf = 0.

1
—(14 cosf)send — senf cosf =0, —sen@(1+2cosf) =0, sen0:0,cos¢9:—§ 0=0,0=120°.

Cuadro de valores:

0 0 /4 /2 3 /4 7T
p % “(QJ;ﬂ)\ a N03a N0
N

/ O _a\/i

p/p
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J
61. Representar gréficamente la curva p = 56 /7.
SOLUCION:
Simétrica respecto a la perpendicular al eje polar: p(6) = —p(—0).
p =5/m >0, luego p es siempre creciente.
Ramas espirales: elim p(8) = .
Cuadro de valores:
0 0 | #/4 | w/2 | ©™ |3n/2| 2«
p | 0 54 5/2 v 5 M5/2 0 10
5 L
-

62. Representar graficamente la curva p =

ppny§ (Ver Ejercicio 79 )
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NN §v% N
yaNung NS

/
<
.

n=1 n=2 n=3 n=4
recta crusiforme  trebol equilatero
T 3%
= &
i
n=1/2 n=3/2 n=>5/2 n=7/2 n=9/2

trisectriz de Belanges

O 8 AE 0 3K

n=1/3 n=3/4 n=4/3 n=>5/3 n="7/3
trisectriz de
Maclaurin
n=1/} n=3/4 n=5/4 n="7/} n=9/4
n=1/5 n==2/5 n=3/5 n=4/5 n=6/5
K
63. Representar graficamente la curva 6 1
. resentar gr men urva § = ————.
P & p?—5p+6
SOLUCION:
, , ., . . Fn_1(60) 5 .
Asintotas: F,,(0) = 6 = 0, asintota en la direccién 6y = 0. Distancia al polo d = TSR =7 = 0. El gje
» (0o
polar es una asintota.
Circulos asintoticos: Cuando 8 — oo, p tiende a 3 y a 2.
Diagrama cartesiano: = 1/(p — 2)(p — 3).
Asintotas: p =2, p =3y 6 = 0. Tangente horizontal en (2.5, —4).
Cuadro de valores:
p || —oo 0 2 2.5 3 400
1 0 |-0.13 +o0 0 +o0 0
0 0 0.16 | —oo| 4 0o —4 —oo|+o00| O
0° | 9.54° —229.18° 0°
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Ae

B
64. Representar grificamente la curva p = 1 + cos 36.
SOLUCION:
o 2km 2w : . :
Periodicidad: T = — = 5 por lo que basta estudiar la curva en un intervalo de longitud 27/3 y luego hacer
n

dos giros de centro en el polo y amplitud 27/3.

Como p(8) = p(—0), la curva es simétrica respecto al eje polar; por lo que el estudio en el intervalo [—m/3, 7 /3]
se reduce al intervalo [0,7/3]. Lego con una simetria respecto al eje polar y los giros anteriores obtenemos la
curva completa.

Al se p'[) = —3sen 30, p siempre es decreciente en [0, 7/3].

Cuadro de valores (i es el dngulo que forma el radio vector con la tangente):

6 0 /12 /6 /4 /3

N1 \1—%\ 0

’ V2 V2
tag,uzﬁ 00 _1+\/§ -1/3 1-V2
3 3
w 90° —38.8° | —18.4° —7.8° 60°
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65.

66.

]
Representar graficamente la curva p? = cos 26.
SOLUCION:
o 2km 2w . . . .
Periodicidad: T'=m = — = —. Se estudia una trozo de curva en un intervalo de amplitud 7 y se obtiene el
n
resto girando un angulo 7 al rededos del polo.
La curva es simétrica respecto al eje polar: p(6) = p(—0) y respecto ala perpendicular al eje polar: p(6) = —p(—6).
Luego el intervalo de estudio [—m/2,7/2] se reduce a [0, 7/4].
20
p = _seni, por lo que p decrece en el intervalo [0, 7/4].
cos 20
El dngulo de la tangente con el radio vector en 6 = 0 es de 90°, y en 6 = 7/4 es 7/4.
0.4
“.45° 907
| i | i
-1 -0.5 0.5 1
0.4
L

Representar graficamente la curva p = cos — cos 26.
SOLUCION:
Periodicidad: T = 27. Simétrica respecto al eje polar: p(8) = p(—6). Intervalo de estudio [0, 7].

La curva pasa por el polo para p() = cos@ — cos20 = 0, sen? + cos?>§ = 1, resulta cosf = 1,—1/2, o sea
6 =0,120°.

Valores de 6 en que la tangente es perpendicular al radio vector: p'(6) = — sen6+2sen 20 = 0, o sea las soluciones
de —senf(1 —4cosf) =0, resulta send = 0 o cos§ = 1/4, que corresponde a § = 0°, 180° y 75.52°.

Tangentes horizontales: p’sené 4+ pcosf = 0, y desarrollado —sen? 6 + 5sen? fcosf + cos?f — cos® = 0,
o bien 6cos® —2cos?f — 5cosf + 1 = 0, que tiene como soluciones cosf = —0.86,0.19,1, que corresponden
respectivamente a los angulos 6§ = 149.35°,78.83°, 0°.
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Tangentes verticales: p’ cosf — psenf = 0, que al desarrollar queda sen §(—2cos @ + 5cos? @ — sen? §) = 0, o sea
senf =0y 6cos?f —2cosh — 1 =0, que tienen como solucién, sen = 0 y cos = (1 +/7)/2,(1 —/7)/2, que
corresponden respectivamente a los dngulos 6 = 0°,52.58°,105.92°.
Debemos descartar el dngulo § = 0° donde la derivada dy/dz no estd definida. No obstante, la tangente en el
polo es 8 = 0°, donde presenta un punto de retroceso.

78.83°/

{72520

105.92" % 1
52.58"
120
149.35°
2
]
67. Representar graficamente la curva p = —2cos 6 + 4 cos 6 sen? 6.

En impliticas ver Ejercicio 23 .En paramétricas Ejercicio 50 .
SOLUCION:

Periodicidad T = 27, como p(6 + T/2) = —p(), basta estudiar la curva en un intervalo de longitd 7 y luego
hacer un giro de centro el polo y amplitud 7 4+ 7'/2 = 27; obteniéndose, en este caso, el mismo arco de curva.

La curva es simétrica respecto al eje polar: p(6) = p(—0); con lo que el intervalo de estudio se reduce [0, 7/2].

p' = —2senf + 8cosf — cos® fsend — dsen®f = 2sen f(5 — 6sen? 0).

Cuadro de valores: p=0en 0 =45°y 0 =90° p' =0 en 6 = 65.9°. p dngulo con el radio vector: tagu = p/p’.

0 0 /6 /4 65.9° /2
9w V3
p 2 5 /‘ 0 L7054 N 0
7
! p—
p 0 5 0
1% 90° 74.05° 45° 90° 90°
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68. Representar graficamente la curva p =

SOLUCION:

YA

£65.9"

45()

)

)

0082 <
sen <

Periodo T' = 127. Como ademads se verifica que p(6 + T/2) = —p(6), se reduce el estudio a [0,67] y al arco

obtenido se le aplica un giro de centro el polo y amplitud 7 + T/2 = 77w ~ 7.

Simétrica respecto al eje polar, p(d) = —p(—6), con lo que se reduce el estudio al intervalo [0,3n]. Haciendo
luego la simetria y después el giro dicho.

La curva también es simétrica respecto al la perpendicular al eje polar por el polo, con lo que bastaria estudiarla
en el intervalo [7/2,7/2 4 3], pero ya este intervalo de estudio esta cubierto en las dos reducciones anteriores.

Utilizando MATHEMATICA, confeccionamos la siguiente tabla de valores,

r[t_]:=Cos[t/3]"2/Sin[t/2]

Table[r[i],{i,0,10,Pi/4}]

Table([r’[i],{i,0,10,Pi/4}]

01 0| n/4 w/2 | (3m)/4 T (5m)/4 | (3m)/2 | (Tm)/4 | 2w | (97)/4 | (Bm)/2 | (11m)/4 | 3w
Pl — | —3.38]—-094| —0.47 | —0.29 | —0.16 0 0.64 — | 0.715 0.12 0.03 0
plloo| 244 1.06 0.54 0.25 0.07 0 0.17 | oo | —1.31 | —1.06 | —1.01 | —1

p(0) es decreciente en [0,37/2] y creciente en [37/2, 37].

Asintotas:

——sen =
. . . . 3 3
P3P0 =00 d = iy pO0=2m = iy 07 5) = I el
2 2
por lo que las rectas y = 2 e y = 1/2, son asintotas, y por simetrias también lo son las rectas y = —2 ey = —1/2.
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0 <6< 3m/2

69. Representar graficamente la curva p = 1 + sen 6.
SOLUCION:
Periodicidad: T = 2, basta estudiarla en [0, 27].

Simetrias: p((2k +1)m —0) = 1 +sen((2k + 1)m — 6)) = 1 +send = p(d), simétrica respecto a la perpendicular
al eje polar; basta estudiarla en [—7/2,7/2].

p' =cosf >0 en [r/2,7/2], luego p crece.

Tangentes horizontales y verticales:

p'send + pcos =0, p=1+senb; cosf(2senf + 1) =0, H:j:g, 9:7%.
, 5 T T
p cosf —psend =0, p=1+senb; 2sen“f +senf —1 =0, 0:6, 9:75.

Para 6 = 7/2 la derivada dy/dx queda indeterminada por lo que se concluye que existen tangentes horizontales
en (1/2,—m/6) y en (2,7/2); y tangentes verticales en (3/2,7/6). Ademds de las que existen por simetrias.

Cuadro de valores: tagu = p/p’, p dngulo de la tangente con el radio vector.

0 —m/2 —r/4 0 /4 /2

[

72

p 0/4(1—2\/5)/1/1+

(an)
oS
)
ol
o

H -90° 22.5° 45° 67.5° 90°
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90°+ 2
\45“
1
Gl
70. Representar graficamente la curva p? = 2/6.
SOLUCION:
Asintota, el eje polar:
0—0=p— 0. dzgimopsen(@—O):(}ir%\/Q =0.
Punto asintético, el polo: Glim p(0) = 0.
Cuadro de valores
6] 0 w/4 w/2  3m/2 ™ Sr/4  3w/2  Tmw/2 27
p| oo £1.59 +1.12 40.92 +£0.79 +0.71 40.65 =£0.60 =+0.56
-1
&J : ! ’ '
B

L0+
L

0

71. Representar graficamente la curva p = e

SOLUCION:

fe? +0+1

li
1m )

0——+oo

60— +oco

Be’ +6+1

lim
00— —o0 0 60— —oco

= lim e +6e +1= lim e (1 —t)+

t——+o0

lim e’ +60e’ +1 =00 Rama en espiral

1=1.

Circulo asintdtico:
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Asintotas:

F(p,0) =0p—0(® +1)—1=0, F,(§) = F1(#) = 0 = 6 = 0. Existe una direccién asintética paralela al eje
polar. La distancia al polo viene dada por:

Fo1(60)  Folby) 6o +1)+1 d 1
- - - -1 - - —1
d F!(6o) F{(6o) 1 ’ p sen(f — 6y) senf’

Algunos valores: p(0) =0, si § ~ —37.76°, p(90°) ~ 6.44 y p'(0) =0, si 6 ~ 40.3°

6.44

1
72. Representar graficamente §? = ————
p(p—5)

SOLUCION:
Ap

Vo

F(p,0) = F2(0)p* + F1(0)p + Fo(0) = 6%p* — 56%p — 1 = 0.
Simétrica respecto al eje polar: F(p,8) = F(p, —0).

Asfntotas: Fy(0) = 62 = 0, 6y = 0 direccién asintotica doble.
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Distancia al polo: d = —F(6p)/F3(6p) = 0.

Circulos asintéticos: Cuando € — oo, p tiende a 0 y a 5. El polo es un punto asintotico y la circunferencia de

centro el polo y radio 5, es asintotica.

Diagrama cartesiano:

G(0,p) = 6?p(p — 5) — 1 = 0. Dos asintotas horizontales: p = 0y p = 5. Una vertical doble § = 0. Simétrica
respecto a 6 =0, G(0, p) = G(—6, p); y también respecto a la recta p = 2.5, G(6,p) = G(0,p + 5).

73. Representar graficamente la curva p = (6 — )/(0 + 7).
SOLUCION:

Circulo asintotico:

o

0— 0—m
. — . :1_ . — . _ +
QETOO p(6) QEIJ,I»IOO 0+ ’ QEIEIOO p(0) eilrjloc 0+ 1
Asintota:
F(p,0) = Fi(p,0)p+ Fo(p,0) = (@ +m)p— (0 —pi) =0, Fi(p,0) =0+7=0, 6y=—m, direccién asintética.
F()([),@ . .
d=— =0y —m=-2 dist 1 polo.
F(0.0) o T, istancia al polo
Cuadro de valores:
157 T 137 117 51 91 T 3T 51 3T ™ s
| —Ar | —— | —— | —— | — - -=-21|—— || |7 || —= | —=
L e e o i L el B R e v N e i e e e i
5 19 9 17 15 7 13 11 5
S22 2 e 223 =509 —7 | -3]-2|-1
Pls 1l 11151 9 7 13 15 3 > 3
o 7 [ = [or ] Jor o[ o], Tor[sn [1in], Tism[7e]15n ],
a2 | |M a2 | e a2 e |7 s 2 e |
O T D O I - A O B S
P 51 3 7 9 | 5 |11 |3 ]13] 7 [15 1211719119 1|5

En el intervalo | — 1.3464457, —n[ la curva estd por encima de la asintota.

ol
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4.

75.

cos(6/2)

6
22 cotg -
sen(6/2) 83

Representar graficamente la curva p =

SOLUCION:

Como p = cotgf el periodo es T = 2. Simétrica respecto a la perpendicular al eje polar por el polo: p(f) =
—p(—0). Por tanto, el intervalo de estudio es [0, 7.

1
 2sen2(0/2)

Como p'(0) = , slempre es decreciente.

Asintota: p — oo cuando 6; — 0 y cuando 03 — 27. Distancia al polo

. 1 . 2
dk—ali%lkm—ahﬁglk2cob 9—2, (k—1,2)

tagu = ﬁ/ = —send.
p

Tangentes verticales: —psen @ + p’ cos ) = 0, de donde, teniendo en cuenta que p/p’ = —sen ), resulta sen® 6§ +
cosf = 0, esto es cos?f — cos — 1 = 0. Se obtiene cosf = (1 £+/5)/2 y el valor comprendido entre —1 y 1 es
cos = (1 —+/5)/2, obteniéndose 6 = 128.17°.

Tangentes horizontales: pcosf + p’sen = 0, o sea, —sen 6 cos € + sen § = 0, obteniéndose § =0y 6 = 7.

0 0 z z z 2 [128a7 2z ™

P 00 2+3 V3 1 = 0.48 23 0

o 0 —1+v3)? | -2 1 ~2 | 061 | —(—1+v3)" | -1

L ; __2+V3 -3 _ -3 __2-V3 _

5 Indeterminado i+ \/g)"‘ 3 1 3 0.78 Cir \/3)2 0
= arctag§ Indeterminado —0.46 -0.71 | =0.78 | —-0.71 —0.66 —0.46

I Indeterminado —26.56° —40.89° | —45° | —40.89° | —38.17° —26.56° 0°

128.17"

A

Nota: La curva es invariante bajo la inversién de centro el polo y razon 1.

Representar graficamente la curva p = 1/62.

SOLUCION:

La curva es simétrica respecto al eje polar: p(6) = p(—6).

F(p,0) = F1(0)p + Fy(0) = 0°p — 1 = 0. Direccién asintética 6 = 0y. d = —Fy(6p)/F}(0y) = 1/20p = oo, rama

parabdlica en la direccion del eje polar.

62 o4 1 0?2 6 1
v=peost=(1—"+o0+)gs  y=psend=(1—c+ o+

62 1 -34+2
y2:(1—§+-~-)97, r—yt= 6+ 4+ x = y% — 1/6 |, pardbola asintotica.

El polo es un punto asintotico: cuando 8 — oo, p — 0.

Cuadro de valores:

60| m/2 T | 3n/2 | 2w | bw/2
oo | 0.041 | 0.010 | 0.004 | 0.002 | 0.001
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6
0—m/4

76. Representar graficamente la curva p =

SOLUCION:

F(p,0) = F1(0)p+ Fo(0) = (0 —7/4)p— 6 = 0. F1(0) =0, g = 7/4, direccién asintética. Distancia la polo:
4= ~Fo(6)/FL(6) = by = /4.

Circulo asintotico:

lim i =1F, lim b =1".
9—+oo O — /4 9——oc0 @ — /4
La curva pasa por el el polo para 6 = 0.
A
p
/
0
0=174
B
77. Representar graficamente la curva p = 9
F P & P= 5+ 4cos(360/2)

SOLUCION:
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Periodicidad: T = 47/3. Luego se obtiene un arco de la curva, correspondiente a un intervalo de longitud 47 /3
y para obtener la curva completa, se hacen dos giros de amplitud 47 /3, alrededor del polo.

Como la curva es simétrica respecto al eje polar, p(0) = p(—0), se estudia el trozo de curva en [0, 27/3], haciendo
una simetria respecto al eje polar y los giros anteriormente dichos para obtener la curva completa.

Como p/(0) = 54 sen(36/2)/(5+ 4 cos(36/2))?, los puntos en que la tangente es perpendicular al radio vector, en
el intervalo [0,27/3], son § = 0 y 6 = 27/3.En todo este intervalo p’ > 0, es decir p crece.

Cuadro de valores:

0 | n/6 | n/3 | w/2 | 27/3

1 1.15 1.8 4.14 9
s 0 0.62 | 2.16 | 8.09 0

oo | 1.84 | 0.83 | 0.51 00
o 90° | 61.5° | 39.8° | 27.1° | 90°

120°

A

O

78. Establecer que el lugar geométrico de los centros de gravedad M de un hilo de peso homogéneo enrollado alrededor

de un circunferencia de centro O y de radio a (uno de los extremos situado en A de coordenadas polares (a,0)

asend
y el otro en My(a,26)) tiene por ecuacién p =

. Hacer la representacién grafica de la curva (Cocloide).

SOLUCION:

Centro de gravedad (baricentro) de una curva plana en coordenadas polares, con una densidad de masa J:

91 91
5(0)p(0) cos 0~/ p(0)? + p'(0)2d6 0(0)p(0) sen0+/p(0)% + p'(0)2d6
To = %o 01 9 Yo = %o 01 )
JRONZOEIORT JLON OO
90 60
En nuestro caso, queda:
260 260
2 2
i dacosOVadd i Sasen §va2df o(1 - cos26)
o= 20 T 0 T 20 - 20
5V a2do 5va2do
0 0

Con lo que en coordenadas polares, teniendo en cuenta que p = \/z2 + y2, resulta:

asenf

0

Simétrica respecto al eje polar: p(—6) = p(6).
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El polo es un punto miltiple que se obtiene para 6 = kw. Con tangente, por tanto, horizontal.
El polo es un punto asintético ya que el Glim p(0) = 0.
— 00
El diagrama cartesino, para a = 1, es una curva producto de la funcién seno de de una hiperbola equilatera, lo
cual nos da bastante informacién par aobtener su grafica en polares.

La grafica extraida de MATHEMATICA con:

ParametricPlot [{Sin[t]*Cos[t]/t,Sin[t]"2/t},{t,-5Pi/2,5Pi/2},
AspectRatio-> Automatic]

0.5
4P
0 4
0 9 \ .
"""""""""""" ~ © 0.5 1
--0.5
B
79. Representar graficamente la curva p = S (Ver Ejercicio 62 )
cos(0/5)
SOLUCION:
Periodicidad: T = 10w, por lo que podemos reducur el intervalo de estudio a [0, 107].
Como se verifica que p(6 + T/2) = —p(0), el intervalo de estudio se reduce a [0,57]. Al arco de curva obtenido
se le hace un giro de centro el polo y amplitud igual a m + 57 = 6, con lo que se vuelve a repetir el arco ya

trazado.
La curva es simétrica respecto al eje polar, pues p(10m — ) = p(6). El intervalo de estudio se reduce a [0, 57/2].

Asintotas: p — oo cuando cos(0/5) = 0, esto es para 0, = 57(2k + 1)/2. Como la curva queda descrita en el
intervalo [0, 107], existen direcciones asintoticas para 6y = 57/2 y 01 = 157/2, y las distancias al polo vienen

dadas por

. a(f—6) . —5a
BT gl0, cos(0/5) 646, sen(6/5)’ 0= T i

Las dos asintotas coinciden.

, asen(d/5) p
V= Beo(0)n) o Doow0/b) = tagp,

siendo p el angulo que forma el radio vector con la tangente a la curva.

Cuadro de valores:

0 0 /2 7r 3m/2 2 bw/2
o 0 + 00
p 1

~|

p/p | oo 153884 6.88191 3.63271 1.6246
[ | 90° 86.28° 81.73° 74.61° 58.38°

1.05 1.24 1.70 3.23 00
*
*
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%

o
o

v

80. Representar graficamente la curva p = sen 6 cos(6/2).

SOLUCION:
D

412 g 2
T—t47" 1442

81. Representar grificamente la curva p =

SOLUCION:

ParametricPlot [{4t~2/(1-t"4)*Cos[2t/(1+t~2)],
4t°2/(1-t~4)*Sin[2t/(1+t~2)1},{t,-10,10},AspectRatio->Automatic]
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a

COSs 4

82. Representar graficamente la curva p =

SOLUCION:

El periodo es T = 87/3, por tanto se estudiard en el intervalo [0, 87 /3] y se determinard toda la curva haciendo
dos giros alrededor del polo de amplitud 87/3, o sea de 27/3.

Como ademds la curva p = f() verifica que f(6 +T/2) = —f(0), el estudio se reduce al intervalo [0, 47/3],
haciendo luego del arco obtenido, un giro de centro el polo y de amplitud = + 47/3, o sea de m/3. Y haciendo
después los giros anteriormente descritos.

La curva es simétrica respecto al eje polar, pues se verifica f(0) = f(—60). Asi, basta estudiarla en el intervalo
[0, 27 /3], hacer una simetria respecto al eje polar del arco obtenido y, al resultado, aplicarle lo anterior.

La curva también es simétrica respecto a la perpendicular al eje polar: f(0) = —f(4m — ), por lo que bastaria
estudiarla en el intervalo [r/2 — 27/3,7/2], pero el comportamiento de la curva en éste se deduce del estudio
hecho en [0, 27/3].

a(f — 0) ) da

Pendientes de las asintotas: 0, = (2k + 1)27/3. Distancia al polo: elirglk cos(30/4) = Olgrélk ~3een(30/0)"

Como la curva completa queda descrita cuando 6 recorre el intervalo [0, 87], las asintotas vienen determinadas

por:
2T 107 147 227

0p=—, 6:=2 o= —, O3=—, 0,=56 05 = —

0 37 1 T, 2 37 3 37 4 T, 5 37

4da 4a 4da 4da 4a 4a

do=——, di=—, do=——, dz3=—, dy=——, ds=—.

0 30 1Ty 7 30 Ty ™ 37 T3
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3a sen(360/4)

C "9) = ——-1~
omo f'(0) 4 cos?(360/4)
perpendicular al eje polar (lo que debe ocurrir por simetria).
6,

, f'(6) > 0 en [0,27/3] y la funcién es creciente. Como f'(0) = 0, la tangente es

A/

Gl
p?
83. Representar graficamente la curva 6§ = .
(p=1)(p*+p-1)
SOLUCION:
La ecuacién implicita de la curva es:
F3(0)p° + Fa(0)p” + Fi(0)p + Fo(8) =0, (1 —0)p° +26p -6 =0,
de donde se deduce que posee una rama infinita en la direccién 61 = 1, y como d = —F5(1)/Fj(1) = 0, presenta
una asintota pasando por el polo y de direccién #; = 1.
Circulos asintoticos: § — oo si p=1,p = (=14 /5)/2.
Corte con los circulos asintoticos: ((1+ v/5)/2.12), (—(—1++/5)/2,—0.12), (—1, —0.5).
r_ P (3 —4p)
(P —2p+1)%
Ayudéandose del siguiente cuadro de valores y del diagrama cartesiano de abajo, podemos dibujar la curva.
p | —o0 =l=v/b 0 =Livh 3/4 1 +00
4 + I + I+ 0 — | -
0|1 /" oo I -0 0,/ 400 I —o00 S =2T/5N\, —oo || 4oo N\ 1

La grafica estd extraida de MATHEMATICA con:

In[1]:=f[r_]:=r"3/((r-1) (r~2+r-1))

In[2] := ParametricPlot[{r*Cos[f[r]],r*Sin[f[r]1]1},{r,-5,-1.68},
PlotPoints->150,AspectRatio->Automatic]

In[3] := ParametricPlot [{r*Cos[f[r]],r*Sin[f[r]]1},{r,-1.56, .59},
PlotPoints->150,AspectRatio->Automatic]

In[4] := ParametricPlot [{r*Cos[f[r]],r*Sin[f[r]]1},{r,.635, .94},
PlotPoints->150,AspectRatio->Automatic]

In[5]:= ParametricPlot [{r*Cos[f[r]],r*Sin[f[r]]1},{r,1.08,5},
PlotPoints->150,AspectRatio->Automatic]

In[6] :=Show [%2,%3,%4,%5]
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1< p<+w
7/ o=1
p=1
64 | -162<p<0.62
T x 062<p<1
6=1 20 )T e=012
- P > =
{1162 )
— ~0=-0.52
6—27/5. "
/5 ~w<p<-162
_27/5 |
p=-162 :
p=0.62
O
84. Representar graficamente la curva p = 1 + tag(¢/2).
SOLUCION:
1.5
I
(0.5
-6 p -2
O
85. Representar la curva p = a/ cos(8/2).
SOLUCION:
Periodicidad: T = 4.
Como ademés se verifica p(6 + T'/2) = —p(6), se restringe el estudio a dibujar el arco de curva en el intervalo

[0, 27], haciendo luego una rotacién de centro el polo y amplitud w4+ T//2 = 3w, para obtener toda la curva.

La curva es simétrica respecto al eje polar: p(2km—60) = p(8), para k par. Y simétrica respecto a la perpendicular
al eje polar por el polo: p(2kw — 6) = —p(6), para k impar. El hacer esta tltima simetria coincide con con la
operacion de girar 3w, descrita antes; por lo que sélo se reduce el intervalo de estudio a la mitad una sola vez,

quedando en [0, 7].

Asintotas: p — oo, cuando 8 — (2k + )7, (k

di =

, asen(6/2)

Como p' =

0—(2k+1)7

~ 2cos2(6/2)
Para § =0,p = a y para 0 = 7/2, p = 2a/v/2.

lim

cos(6/2)

0—(2k+ )7
—— = lim ———
0—(2k+1)r  sen(0/2)

> 0 en [0, 7], p es creciente en [0, 7].

do = —2&,

1,2), siendo las distancias respectivas al polo:

d1 = 2a.
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86. Representar graficamente la curva § = p+ 1/p.
SOLUCION:

87. Representar graficamente la curva p = acos(6/5).
SOLUCION:

Periodo: T = 10m. Como p(f + T/2) = —p(0), el intervalo de estudio se reduce a [0,57]. Al arco de curva
obtenido se la aplica un giro de centro el polo y de amplitud © + T//2 = 67, lo cual nos da el mismo arco ya

representado.

La curva es simétrica el eje polar a cos((2k+1)m—8)/5) = —acos(0/5): Se reduce el estudio al intervalo [0, 57/2].
t

Como p'(0) = —Zsen —, estd se anula en 8 = 0, 57 y la tangente es perpendicular al redio vector. Ademads, al

ser negativa en [0, 57 /2], siempre es decreciente.

Para a = 1, tenemos los siguientes valores y la representaciéon de abajo.

{p(km/4)}r—o01... 10 = {1,0.98,0.95,0.89,0.81,0.71,0.59,0.45,0.31,0.15,0}
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1 L
1
-1k
]
88. Representar graficamente la curva p = S (Curva inversa, ver Ejercicio 90 )
cos(6/4)
SOLUCION:
Periodo: T' = 8n. Como se verifica p(6 + T/2) = —p(#), basta representar el arco correspondiente al intervalo

[0,47] v luego hacer un giro de centro el polo y amplitud 7 4+ 47 = 57, o sea de amplitud 7.

Como ademads la curva es simétrica respecto al eje polar p(—6) = p(#), basta estudiarla en [0, 2], hacer la
simetria respecto al eje polar y luego el giro descrito.

Nétese que la curva también es simétrica respecto a la perpendicular al eje polar por el polo (p(0) = —p(47 —6)),
por consiguiente serd también simétrica respecto al polo (p(6) = —p(8 + 4)); pero esta condicién conincide con
la que permite reducir el periodo a [0, 47].

Asintotas: cos(0/4) = 0, esto es, para 0 = 4(2k+ 1)m/2. Resulta 0y = 27,60, = 67. La distancia de las asintotas

al polo son d, = 1/(1/p) = —m. Resulta dy = —4a y di = 4a.
0/4
0'(0) = chcfsr;((ﬁ//zl))’ luego p es creciente en el intervalo [0, 27].
{p(km/2) o123 = {1,1.08239,1.41421, 2.61313}
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S
-4
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3
89. Representar graficamente la curva p = a cos T

SOLUCION:
Periodicidad: T = 87/3. Se dibuja el arco de curva en el intervalo [0,87/3] y luego hacen dos giros de centro el

polo y amplitud 87/3.

Como se verifica que acos(3(0 + T/2)/4) = —acos(30/4), se reduce el intervalo de estudio a la mitad, [0, 47 /3];
al arco obtenido se le hace un giro de centro el polo y amplitud 7 + T//2 = 77/3, o sea de amplitud /3.

La curva es simétrica respecto al eje polar: p(6) = p(—0). Se reduce el estudio al intervalo [0, 27/3], haciéndose
luego la simetria respecto al eje polar.

61| 0°] 15° | 30° | 45° | 60° | 75° | 90° | 105° | 120°
pll 11098(0920.83]|0.71|0.55|0.38| 0.19 0

v

L
-

90. Representar graficamente la curva p = acos(6/4). (Curva inversa, ver Ejercicio 88 )
SOLUCION:

Periodicidad: T" = 87. Ademas se verifica p(0 + T/2) = —p(f), por lo que el intervalo de estudio se reduce al
[0, 47], haciéndose luego un giro de centro el polo y amplitud 7 4+ 47 ~ m, al arco obtenido.

La curva es simétrica respecto al eje polar, pues acos(0/4) = acos(2m — 6/4); basta, entonces, estudiarla en el
intervalo [0, 27] y hacer la simetria y el giro anteriomente descrito.

p' = —a/4sin(0/4), que es negativa en el intervalo [0, 27], por lo que p es decreciente.

Cuadro de valores:

6| 0° | 30° | 60° | 90° | 120° | 150° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 330° | 360°
110991096092 0.8 | 0.79 | 0.70 | 0.60 | 0.5 | 0.38 | 0.25 | 0.13 0
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1

91. Representar graficamente la curva p = ———.
cos B — cos 20

SOLUCION:
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