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TEMA 1

Espacios proyectivos

La exposicién de geometria proyectiva que haremos no estéd basada direc-
tamente en sus axiomas como disciplina matematica independiente, sino que
nuestro punto de partida seran los axiomas de espacios vectoriales, a partir de
los cuales desarrollaremos sistematicamente la geometria proyectiva que dare-
mos en este curso. Esto nos permitira utilizar los elementos de un cuerpo para
expresar los elementos del espacio proyectivo por coordenadas. No descartare-
mos, no obstante, hacer algunas demostraciones o dar algunos ejemplos en los
que usaremos métodos puramente geométricos, una vez dados los resultados
necesarios para ello. En el Apéndice A haremos un breve comentario sobre el
estudio de la geometria usando coordenadas (método analitico) y el método
sintético o geométrico; poniendo algunos ejemplos en los que se pone de mani-
fiesto la elegancia o ventaja de uno y otro.

1.1. El espacio proyectivo. Definicion . . . . . . . ... . . ... .. 2
1.2. Subespacios proyectivos . . . . . . . ... ... ... 5
1.3. Coordenadas homogéneas. Referencias proyectivas . . . . . .. 9
1.4. Ecuaciones de los subespacios proyectivos . . . . . ... .. .. 13
1.5. Proyectividades . . . . . . . .. ..o 16
1.6. Dualidad . . . . . . . . ... 20

Considérese el problema con el que se enfrenta un artista cuando intenta
pintar un cuadro de algin objeto. Cuando el artista mira el objeto, los rayos de
luz que parten de éste entran en su ojo. Si se pusiera una pantalla transparente
entre el ojo del artista y el objeto, estos rayos de luz cortarian a la pantalla
en una coleccion de puntos. Esta coleccion que puede llamarse proyeccién del
objeto sobre la pantalla es la que el artista debe pintar en su papel o lienzo
para que un observador de la pintura reciba la misma impresién de la forma del
objeto que recibiria cuando mira directamente a éste. Como el papel o lienzo
del artista no es una pantalla transparente, la tarea de dibujar con exactitud
la proyeccién deseada presenta un problema real al artista. En un esfuerzo
para producir cuadros méas reales, muchos de los artistas y arquitectos del
Renacimiento se interesaron profundamente en descubrir las leyes formales que
rigen la construccion de las proyecciones del objeto sobre la pantalla, y, en el
siglo XV, varios de ellos crearon los elementos de una teoria fundamental de la
perspectiva geométrica.

La teoria de perspectiva se extendio considerablemente a principios del siglo
XVII por un pequeno grupo de matematicos franceses, entre los que se en-
contraba Gérard Desargues (1593-1662), el cual influido por las necesidades
crecientes de los artistas y arquitectos de crear una teoria mas profunda de la
perspectiva, publicé en Paris en 1639, un trabajo de las secciones conicas que
aproveché la idea de las proyecciones, trabajo que ha sido reconocido como uno
de los clésicos en el desarrollo de la geometria proyectiva, aunque al publicarse
fue eclipsado por el auge de la geometria analitica introducida por Descartes
dos anos antes.

]. Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



2 Espacios proyectivos

El impulso definitivo a la geometria proyectiva fue dado por Jean Victor
Poncelet (1788-1867), oficial del ejército de Napoleén, que como prisionero de
guerra en Rusia, y sin libros en la mano, planted su gran obra sobre geometria
proyectiva, que, después de su libertad publicé en Paris en 1822.

El trabajo de Desargues, de Poncelet y de sus seguidores, condujo a clasi-
ficar las propiedades geométricas en dos categorias: las propiedades métricas,
en las que intervienen las medidas de las distancias y de los angulos, y las
propiedades descriptivas, en las que sbélo se trata la relacion de las posiciones
de los elementos geométricos entre si. Una propiedad métrica es, por ejem-
plo, el teorema de Pitagoras que dice que “el cuadrado de la hipotenusa de un
tridngulo rectingulo es igual a la suma de los cuadrados de sus dos catetos”.
Como ejemplo de propiedad descriptiva, o de posiciéon, podemos mencionar el
del “exagono mistico” de Pascal: “St un exdgono se inscribe en una conica,
entonces los puntos de interseccion de los tres pares de lados opuestos estdin
alineados”.

La distincion entre los dos tipos de propiedades geométricas, al menos en
el caso de figuras planas, se aclaran més cuando se considera el hecho de
que las propiedades descriptivas no se alteran cuando se somete a la figura
a una proyeccion, en tanto que las métricas pueden no verificarse ya cuando se
proyecta la figura. Asi, al proyectar de un plano a otro, un triangulo rectangulo
no sigue siendo necesariamente rectangulo, de modo que la relacién pitagorica
no se verifica siempre en la figura proyectada; el teorema de Pitagoras es, pues,
un teorema métrico. Por el contrario, en el caso del teorema de Pascal, un
exagono inscrito en una cénica se proyecta en un exagono inscrito en una cénica
y los puntos alineados se proyectan en puntos alineados y, en consecuencia, el
teorema se conserva; el teorema de Pascal es un teorema descriptivo.

El estudio de las propiedades descriptivas de las figuras geométricas se
conoce como geometria proyectiva.

1.1. El espacio proyectivo. Definicién

Veamos primero una justificacion intuitiva de la definicion de espacio proyec-
tivo que vamos a adoptar.

A B r

/

A) Consideremos el plano de la geometria elemental y en él una recta r
y un punto O, no perteneciente a la misma. Hagamos corresponder a cada
punto A de r la recta a = OA que lo proyecta desde O. Se tiene asi una
correspondencia entre los puntos de la recta r y las rectas del haz con base en
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1.1. El espacio proyectivo. Definicion 3

O. Esta correspondencia no es biunivoca, pues a la recta r’, paralela a r, no le
corresponde ningun punto de 7.

Para que la correspondencia sea biunivoca se conviene en decir que a la
recta r’ le corresponde también un punto, al cual se le llama punto impropio o
punto del infinito de la recta r.

Si a los puntos de la recta r se le anade el punto impropio, se tiene la recta
proyectiva: “FEs equivalente al conjunto de rectas del plano que pasan por un
punto” (considerandose estas rectas como los puntos de la recta proyectiva).

B) Consideremos ahora el espacio ordinario y en él un plano 7 y un punto
O exterior a él. Hagamos corresponder a cada punto A de 7 la recta a = OA
que lo proyecta desde O. A cada punto de 7 le corresponde una recta, pero
esta correspondencia no es biunivoca, pues a las rectas por O paralelas a ™ (que
estan en el plano ©’ paralelo a w por O) no les corresponde ningtin punto en 7.

Para hacer que la correspondencia sea biyectiva se puede convenir en que
a cada recta que pasa por O paralela a 7 le corresponde un punto impropio o
punto del infinito del plano 7 (p — Py, q¢ — Qo).

A las rectas r de 7 les corresponden los planos que las proyectan desde O
y al punto de interseccién de dos rectas le corresponde la recta interseccion de
los planos proyectantes. Si las rectas en 7 son paralelas, la recta interseccion
de los planos correspondientes es paralela a w. Se puede decir que las rectas
paralelas tienen un punto impropio o del infinito comun.

El conjunto de los puntos impropios de 7w corresponden a las rectas con-
tenidas en 7’ que pasan por O y como a los planos por O corresponden rectas
de 7, es natural decir que los puntos impropios constituyen la recta impropia o
recta del infinito del plano .

Si a los puntos del plano 7 se les anaden los puntos impropios, se tiene el
plano proyectivo: “Es equivalente al conjunto de rectas que pasan por un punto
del espacio” (considerando a estas rectas como puntos y a los planos como
rectas del plano proyectivo).

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



4 Espacios proyectivos

C) Estas consideraciones intuitivas pueden generalizarse en dos direcciones:
Primero, aumentando el niimero de dimensiones.
Segundo, considerando conjuntos de puntos mas generales que los

que constituyen la recta y el plano ordinario (por ejemplo, la recta racional,
si s6lo se consideran puntos de abscisas racionales o la recta compleja, si se
consideran conjuntos de puntos cuyas abscisas son nimeros complejos, etc.)

Hemos visto de manera geométrica cémo salvar el problema de los puntos del
infinito. Veamos ahora un método algebraico para resolver el mismo problema.
Nos restringiremos, para fijar ideas, al plano euclideo:

Tomemos una referencia {O;7, 7}. Para cualquier punto P de coordenadas

cartesianas (x,y) consideremos la terna (2%, z!, 22), definidas por

2040, z''=x2° 2% =ya® obien, 2° =X #£0, 2! =z, 22 = \y.
Resulta entonces:
1) Para cualquier punto P de coordenadas cartesianas (z,y) queda definida
salvo una constante de proporcionalidad, la terna (x°,z!, 2?), con z° # 0,
mediante

z! = za?, z? = yaP.

2) Cualquiera que sea la terna (z°, 2!, 2?) de nimeros reales o cualquiera

de sus proporcionales, con z° # 0, determina un tnico punto de coordenadas
. 2l 22

cartesianas (x,y) = (E’ F)

A este nuevo de sistema de coordenadas se le denomina coordenadas ho-
mogéneas en el plano.

Para pasar de coordenadas cartesianas a homogéneas basta con formar una
terna anadiéndole un 1 al par (z,y), quedando (1,z,y).

Los puntos del infinito tienen la siguiente representacion en coordenadas
homogéneas:

Sea la recta r en el plano determinada por un punto P(zq,¥o) y el vector
director (a,b). Su ecuacién paramétrica sera:

r = x9 + ta, Yy = yo + tb.

Sea (@ un punto de r distinto de P (¢ # 0). Las coordenadas homogéneas

de () seran:

('xoa xlva) = (13 To + ta; Yo + tb)a

o cualquier terna proporcional, asi también vale
1 x
(20, 2!, 2%) = o 70 +a, % +5b].
Cuando el punto @) se aleja indefinidamente de P, la primera componente de
sus coordenadas homogéneas tiende a 0. Por definicién, cuando z° = 0, se dice
que el punto @ es el punto del infinito de la recta 7.

Hemos dado asi un significado geométrico a las ternas (0,x!,2?), donde

z', 2% no son simultdneamente nulos. La tnica terna que no tiene significado

es la (0,0,0).

La geometria proyectiva nos permite dar un marco matematico a la nocién
del punto del infinito, lo cual haremos a continuacién. Después de todo lo
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1.2.  Subespacios proyectivos 5)

expuesto, queda justificada la siguiente definicién algebraica de espacio proyec-
tivo:

Sea E un espacio vectorial de dimensién n + 1, sobre un cuerpo K (conmu-
tativo). En E — {0} establecemos la siguiente relacién binaria
e E—{0}, T~7 < INecK-—{0}e §=A\2
Se trata de una relacién de equivalencia sobre E — {6} y cada clase esta deter-
minada por un vector @ no nulo de E, esto es

A={) e E—{0}/)e K —{0}},
consta, por tanto, de todos los vectores de un subespacio vectorial de dimensién
1 (recta vectorial), desprovisto del 0.

1.1. Definicién.- Se llama espacio proyectivo asociado a FE, de dimension n,

al conjunto cociente F — {6}/ ~ (conjunto de todas las rectas vectoria-

les de E desprovistas del 6), a cuyos elementos se le denominan puntos
del espacio proyectivo.

Notacién: El espacio proyectivo E — {0} / ~ lo denotaremos por P,(E),
y si no hay confusion con respecto a la dimension, pondremos simplemente
P(E); también adoptaremos la notacién P, (K), puesto que E ~ K"*1. A la

proyeccién canénica la denotaremos por ¢: E — {0} — P(E).

CASOS PARTICULARES:

a) La definicién es vélida cuando n = 0, en cuyo caso E es de dimensién 1

y E— {0} / ~ consta de una sola clase. El espacio proyectivo Py(K) tiene un
solo punto.

b) Cuando n =1, P;(K) es la recta proyectiva.

c) Sin=2, PQ(K) es el plano proyectivo.

d) Si K = IR o K = C, tenemos respectivamente, el espacio proyectivo real
P, (IR) o el espacio proyectivo complejo P, (C).

1.2. Subespacios proyectivos

Sea F un espacio vectorial de dimensién n+ 1, sobre un cuerpo conmutativo
K, P(E) el espacio proyectivo asociado a E y ¢: E — {0} — P(F) la proyeccién
canonica.

En la interpretacién intuitiva de las rectas del plano proyectivo, (apartado
B de la pagina 3), éstas quedan determinadas por los planos (Subespacios de
dimension dos) que las proyectan desde O; o sea, las rectas son las imagenes de
los subespacios bidimensionales mediante la proyecciéon candnica. Esto justifica
la siguiente definicion general:

1.2. Definicién.- Se denomina variedad lineal proyectiva de P(FE) a la imagen
@(F —{0}), donde F es un subespacio vectorial de E.

1.3. Proposicion.- Toda variedad lineal proyectiva correspondiente a un
subespacio vectorial F' C E, coincide con el espacio proyectivo P(F)
asociado a F'.
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6 Espacios proyectivos

Demostracion.- Es evidente que la relacion de equivalencia definida en F' —
{0} para construir el espacio P(F) es la inducida por la correspondiente relacién
de equivalencia definida en F — {0} para obtener P(E). [

Esta proposicion nos da pie para denominar a las variedades lineales proyec-
tivas subespacios proyectivos.

(CASOS PARTICULARES de subespacios proyectivos:

a) SidimF = 2, a P(F) se le denomina recta (subespacio proyectivo de
dim P(F) =1).

b) Sidim F = 3, a P(F') se le denomina plano (subespacio proyectivo de
dim P(F) = 2).

c) Sidim F =mn, a P(F) se le denomina hiperplano (subespacio proyectivo
de dim P(F) =n —1).

Interseccion de subespacios proyectivos

1.4. Proposiciéon.- Si P(F') y P(G) son subespacios proyectivos de P(F)
deducido de los subespacios vectoriales F' y G, respectivamente, en-
tonces

P(F)NP(G)=P(FNG)

es decir, la interseccion de subespacios proyectivos es un espacio proyec-
tivo.

Demostracién.- .
XeP(FNG) < (AT FNG-{0}/p(@) =X)

& (37 e F-{0}/¢(@) = X)y(37 € G-{0}/p(7) = X) = X € P(F)NP(G).
X € P(F)NP(G) & (3 € F-{0}/p(@) = X) y 37 € G—{0}/¢(¥) = X) =
=INeK-{0ley= =y FNGE—-{0}=¢p(y) =X € P(FNG).

Subespacio proyectivo engendrado por A C P(F)

1.5. Proposiciéon.- Si A C P(F), A # (), existe un subespacio proyectivo
F C P(F) que es el menor subespacio proyectivo que contiene a A y
si F' es el subespacio vectorial de E engendrado por ¢~ '(A), entonces

F = P(F).

Demostracion.- Hay que tener en cuenta que, para cualquier subconjunto A
y cualquier subespacio proyectivo F de P(F), se tiene la siguiente equivalencia:

ACF <= o ' (A) C o '(F)
Si tomamos F = P(F), siendo F la interseccion de todos los subespacios

vectoriales de E que contienen a ¢~ 1(A) = {a’:’ cF— {6}/@(:1?) € A} # O,

es decir el menor subespacio vectorial tal que p~'(A) C F — {0}, se tiene el
resultado enunciado. []
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1.2.  Subespacios proyectivos 7

1.6. Definicién.- Al menor subespacio proyectivo de P(FE) que contiene a
un subconjunto A C P(F) se le denomina subespacio proyectivo en-
gendrado por A.

1.7. Definicion.- Se denomina suma de subespacios proyectivos al menor sub-
espacio proyectivo que contiene a la union.

1.8. Definicién.- Sea A= {Py,..., P, } un subconjunto de puntos de P(F),
se llama rango de A a la dimension del subespacio proyectivo engen-
drado por A.

1.9. Definicién.- Un conjunto de puntos {Ay,..., A, } C P(F) se dice que
es proyectivamente independiente si los vectores {dx,...,dy}, repre-
sentantes de A; (i = 1,...,m), son linealmente independientes.

Para que esta definicion tenga sentido debemos establecer que no depende
de los representantes de los puntos tomados:

En efecto, si a/; = \d; (A #0; i =1,...,m) son otros representantes de
los A;, se verifica que: {dj,.. am} son vectores linealmente independientes
<~ {\d1,..., \pdm } son linealmente independientes.

De la Definicion 1.9. se sigue que la dependencia o independencia proyectiva
de puntos de P(FE) se reduce a la dependencia o independencia de vectores en
E. tomando para cada punto uno cualquiera de los vectores que lo determinan.
De aqui se deduce:

1.10. Proposicién.- El nimero maximo de puntos de P,(FE) proyectiva-
mente independientes es n + 1.

Recta proyectiva

1.11. Proposicién.- Por dos puntos distintos de P(FE) pasa una y solo una
recta proyectiva.

Demostraciéon.- Dados dos puntos P, () distintos, ellos son proyectivamente
independientes. El menor subespacio proyectivo que los contiene es el engen-
drado por ellos.

Los subespacios vectoriales (rectas vectoriales) Lp = ¢~ *(P) U {0} y Lg
son independientes. I' = Lp @ Lg es un subespacio vectorial de dimension 2,

y P(F)) es la recta proyectiva que contiene a Py Q. []

1.12. Definicion.- Cuando varios puntos pertenecen a una misma recta se
dicen que estan alineados.
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Plano proyectivo

1.13. Proposicién.- Por tres puntos no alineados pasa un plano proyectivo
y solo uno.

Demostracion.- Si tres puntos P;, P>, P; no estan alineados, ninguno de
los puntos pertenece al subespacio engendrado por los otros dos; es decir, los
tres puntos no pertenecen a la misma recta proyectiva. Asi los tres puntos
son proyectivamente independientes. Luego las rectas vectoriales Lq, Lo, L3
son subespacios vectoriales independientes. Y el espacio proyectivo generado
por Py, P>, P3 es el espacio proyectivo deducido de F' = L1 & Lo & Lz. Como
dim F' = 3, P(F') es un plano proyectivo. []

1.14. Proposicién.- Si dos puntos distintos pertenecen a un plano proyec-
tivo, la recta proyectiva que contiene a estos dos puntos esta incluida
en el plano.

Demostracion.- Sean P, () dos puntos distintos de un plano proyectivo.
Como la recta proyectiva que los contiene es el menor subespacio proyectivo
que pasa por ellos, dicho plano proyectivo contiene a la recta.

1.15. Definicion.- Cuando varios puntos pertenecen a un mismo plano se
dice que son coplanarios.

Hiperplanos proyectivos

1.16. Proposicién.- Todo hiperplano proyectivo ‘H es un subespacio proyec-
tivo maximal (i.e. no existen subespacios proyectivos distintos de P(E)
y de 'H, que contengan a H ).

Demostracién.- Por definicién ¢ ~!(H) es un hiperplano vectorial de E de-
sprovisto del cero, por consiguiente es maximal. Demostremos esto. Sea H un
hiperplano vectorial de E (dim F = n+1), es decir, un subespacio de dimensién
n, entonces existe @ € F — {0} tal que si Ly = {Z € E/Z=Xd,\ € K} se tiene
E=H®L;.

Supongamos que F' es un subespacio vectorial de F tal que H C F'y H # F;
demostremos que E C F', con lo que se tendria que F' = FE. Sea, para ello,
y € F'— H, que por ser de E se puede poner de la forma

Y=+ Aa re H, e K—{0}.
Luego, como hemos supuesto que H C F'y H # F, se tiene que @ = A\~ (§ —
Z)eF. Asi, y=2Z+ \d € H® Lz = E, también pertenece a F, es decir que
ECF.

Concluimos que si P(F') es un subespacio proyectivo tal que H C P(F') y

H # P(F), se tiene o '(H)U{0} C Fy o Y(H)U{0} # F, luego F = E y,
por tanto, P(F') = P(E). [

Si dim £ = 2. Los hiperplanos son los puntos de P(F).
Si dim £ = 3. Los hiperplanos son las rectas proyectivas de P(F).
Si dim £ = 4. Los hiperplanos son los planos proyectivos de P(E).
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1.3. Coordenadas homogéneas. Referencias proyectivas

Sea E un espacio vectorial de dimensiéon n + 1 sobre un cuerpo conmutativo

K y P, (F) el espacio proyectivo asociado a E. Sea ademas & = {ép,€1,...,€,}
una base de F
1.17. Definicién.- Para todo # € E — {0}, sean (z°, 2", ... 2") € K"}
las componentes de ¥ respecto a la base £: ¥ = x'¢y + z'éy + - +
n
x"e, = Z x'¢;. Entonces, a la (n+1)-upla (2°,z',...,2") se le da el
1=0

nombre de las coordenadas homogéneas del punto X = p(¥) € P(E),
con respecto a la base £ de E.

De la definicién surge que toda (n + 1)-upla (2, azl ,x™) # (0,0,...,0)

constituye las coordenadas homogeneas de un punto ( ), respecto a la

base £, imagen por ¢: E — {0} — P(E) del vector Z = z 60+x e1+...+x"e,

Ademas, como los vectores de la forma AZ también determinan el punto X,
(20,2, .2 vy (A%t oo 2) (A #£0)

son las coordenadas homogéneas con respecto a la base £ de un mismo punto

de P(FE); con lo que podemos enunciar:

1.18. Proposicién.- Para que (2°,21,... 2™), (y°,y',...,y") sean las coor-

denadas homogéneas de un mismo punto con relacion a la misma base
& es necesario y suficiente que

I\ € K — {0} tal que y* = \z’ (1=0,1,...,n).
[-]
1.19. Nota.- Las coordenadas homogéneas (2, xt, x™) de X, respecto a

la base {€p, €1, ...,€,} de E también son las coordenadas homogéneas
del mismo punto X respecto a la base: {\éy, \é1, ..., e}

Cambio de base

Consideremos dos bases en E: €& = {éy,€1,...,e,} y & ={€ep,e1,...,¢',}.
La matriz cambio de base M ( *) viene dada por

QZ:ZCLZ@ (220,1,,71)
=0

Si#e E— {0} se expresaré:

n n
Zazjej Z:c'ig’i = Z x''al €},
i=0 i,j=0
luego 37 = Z alz’ ; o (en notacién matricial) X = M X'

Como las (n + 1)-uplas (z°,2t,...,2") y (2/%,21,...,2'™) son las coorde-
nadas homogéneas de un mismo punto (&) en P(E) respecto a las bases £ y
&', respectivamente, las férmulas anteriores nos permiten dar la relacién entre
las coordenadas homogéneas de un punto respecto a dos bases distintas. Sélo
hay que tener presente la proposicién anterior, para afirmar que:

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



10 Espacios proyectivos

1.20. Proposicién.- X y X’ son las coordenadas homogéneas de () res-
pecto a las bases £ y £ si y solo si existe A € K — {0} tal que

0 A X = MX' 0
o bien Az ad al a0 x
Azt 1 1 T 2/t
_ ao al Y an
RN : [-]
Az ay af a, 2/

Referencias proyectivas

Tal como se han definido las coordenadas homogéneas de los puntos de un
espacio proyectivo, ellas estan referidas a una base de un espacio vectorial F,
del que se deducen. Pero estas bases no son entes intrinsecos en el espacio
proyectivo; por ello se introducen las referencias proyectivas que son conjuntos
de puntos del espacio proyectivo a los que les sea posible referir las coordenadas
homogéneas. Una tal referencia estara constituida por el menor ntimero posible
de puntos que determinan una base del espacio vectorial E, unica salvo un
escalar de proporcionalidad para todos los elementos de la base.

Dada una base £€={€p, €1,..., €, } de E, ésta no queda determinada univo-
camente por los n + 1 puntos {¢(€y), p(€1),...,@(€,)}, puesto que ellos coin-
ciden con el conjunto de los puntos {©(Ao€p), P(A1€1), ..., 0(An€n)} ¥, sin em-
bargo, los vectores, {A\g€y, A\1€1, ..., A\p€y} forman una base de E' que no coin-
cide con &£

Por consiguiente, no basta con dar n + 1 puntos en P(FE) para determinar
una base de E, respecto de la cual se pueda dar un sistema de coordenadas
homogéneas. La siguiente proposicién soluciona este problema.

1.21. Proposicién.- Un sistema de coordenadas homogéneas en P, (F) esta
determinado por n+ 2 puntos tales que no haya n-+1 de ellos proyecti-
vamente dependientes (o sea, no haya n+ 1 en un mismo hiperplano).

Demostraciéon.- Demostremos que con estas condiciones podemos determi-
nar una base de E tnica salvo un factor de proporcionalidad comin para todos
sus vectores.

Sea {Ug,Uy,...,U,;U} n+ 2 puntos de P(FE) cumpliendo las condiciones

del enunciado. Entonces Vi € {0,1,...,n},3d; € E — {0} tal que o(@;) =U; y

{@y, @y, ..., Uy} constituyen una base de E. Si @ € E — {0} tal que ¢(@) = U,
se tiene .
i = Ny + Ny + -+ A\"d, (A € K).

Afirmamos que: ' # 0, Vi € {0,1,...,n).
En efecto, si 35 € {0,1,. n} tal que M = 0, son linealmente depen-
dientes los n—I— 1 vectores {1, uo, Ui, ..., Uj—1,Uj41,-..,Un} y, POr consiguiente,

son dependientes los n 4+ 1 puntos {U, Uop,Ur,...,U;j—1,Uj1q,..., Uy}, lo que
contradice la hipdtesis.

Sean los vectores €; = Nu; (1 = 0,1,...,n), entonces 5 {50,51, ceyCn}
constituye una base de £ tal que gp( ) = (z =0,1,2,.

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016
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Ademés © =€y + €1 + -+ €, y por tanto p(€p + €1 +---+€,) =U.

Toda otra base elegida bajo este criterio, esta formada por vectores que
se diferencian de los de £ por la multiplicaciéon por un escalar, el mismo para
todos ellos: L ~ ~

En efecto, sea & = {e/y,€¢/1,...,€',} otra base de E tal que p(e’;) =

Uy yoleg+ey+-+ey)=U.
Se tiene, por determinar cada par de vectores €; y €’; el mismo punto U,
que

Vie {0,1,...,n}, u; € K — {0} tal que e = 14; €.

Y también . . .
Jue K—{0} yeo+er14+---+ey,=pl€+eé+- - +é,).
Se sigue que:
(o = p)éo + (1 = p)er + -+ 4 (pn — p)én = 0,
luego, pu; = p, Vi€ {0,1,...,n}. Por tanto ¢/; = pé; (1 =0,1,...,n). []

1.22. Nota.- Esta proposicién nos da un criterio para fijar una base de E a
partir de puntos de P, (FE), respecto a la cual se tomaréan las coorde-
nadas homogéneas. Consiste en tomar representantes de n + 1 puntos
de tal forma que su suma sea el representante del punto restante.

1.23. Definicién.- Al conjunto de puntos R = {Uy,Uy,...,U,;U} de la
Proposicién 1.21. se le denomina referencia proyectiva en P, (E). A los
puntos Uy, U, ...,U,, puntos base y al punto U, punto unidad.

Las coordenadas de un punto X € P, (FE), respecto a la referencia proyec-
tiva {Up,U,...,Up; U} son las coordenadas homogéneas de X respecto a la
unica base de E (salvo constante de proporcionalidad) que ellos determinan,
utilizando el criterio que aparece en la demostracién de la Proposicion 1.21..

Las coordenadas homogéneas de los puntos base son Uy = (1,0,...,0), U; =
(0,1,0,...,0),... U, =(0,...,0,1) y las del punto unidad, U = (1,...,1).

1.24. Ejemplo.- 1) Sobre la recta proyectiva (n = 1) cualquier familia de
tres puntos distintos forman una referencia proyectiva.

2) En el plano proyectivo (n = 2) toda familia de cuatro puntos tales
que tres cualesquiera de entre ellos no estén alineados constituyen una
referencia proyectiva: un “triangulo” (trivértice) UgU,Us, y eligiendo
el punto unidad fuera de los lados del tridangulo.

3) Si dim P(F) = 3 cualquier familia de cinco puntos tales que cuatro
cualesquiera de ellos no sean coplanarios constituyen una referencia
proyectiva. Para formarla basta tomar un “tetraedro” (tetravértice)
UoUUsUs y elegir el punto unidad fuera de sus caras.

Interpretaciéon geométrica de las coordenadas homogéneas

Para dar una interpretacién de las coordenadas homogéneas y compararlas
con las coordenadas cartesianas ordinarias (afines) podemos proceder de la
siguiente manera:

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



12 Espacios proyectivos

Consideremos el caso del plano proyectivo (n = 2), llamemos P a este

plano mismo. Como espacio vectorial asociado, de dimensién 3, tomamos IR>
el espacio vectorial de los vectores de origen en O, punto situado en la normal

a P por el origen de coordenadas O’ y a la distancia unidad de P. Tomemos

en IR® los ejes coordenados (z°, 21, x2), tales que la ecuacién de P sea z° = 1,

como vectores bases tomamos:
é)0 — (17070)7 51 — (07 170) y 52 — (0707 1);

o sea, los vectores unitarios segin los ejes 20, z!, 22. Entonces tomando los ejes

O’z y O’y del plano P paralelos a 108005131, Oz?, se tiene la siguiente figura:

x
O’ . Y
et s
Z A =X (z,y)
O 52 2132

Si un punto X estd en el plano P y tiene de coordenadas cartesianas (x,y),

el vector OX se expresa por 0X = €o + xz€1 + yé>. Con lo que las coordenadas
homogéneas de X son (1,z,y). Naturalmente que para representar el punto
X se puede tomar cualquier vector de la recta Lo x, 0 sea cualquier vector de
componentes (A, Az, A\y), con \ # 0.

Un punto impropio del plano estard dado por la direccién de la recta y =
mx, el vector correspondiente en IR3 es cualquiera que sea paralelo a esta recta,
o sea cualquiera de la forma A(€] + més). Luego las coordenadas homogéneas
de un punto impropio correspondiente a la direccién de la recta y = ma son
(0, A\, Am), en particular (0,1, m).

Reciprocamente, dado un vector z°¢y + z'é; + z2¢é5, 2 # 0, cualquier
otro de la misma direccién es de la forma A(z'€y + xlé; + 2265) y el punto

en que corta al plano P corresponde al valor de A tal que A\z? = 1; es decir,
1 2

— x — — .
es el extremo del vector €y + — €1+ €2, luego las coordenadas cartesianas
x x
1.2
- 0z 1z 2> r& -
A\ 1 2 — = |-
del punto correspondiente al vector x"ey 4+ x €1 + x“€5 son 5o Si se
A
trata de un vector z'e] + 22 con z° = 0 (paralelo al plano P) representa un
punto impropio de P, el punto impropio correspondiente a la rectas paralelas
. ?
al vector, o sea las rectas de coeficiente angular m = —.
x
En resumen:
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m Para pasar de coordenadas cartesianas a homogéneas:

(a) Si se trata de un punto propio (x,y) sus coordenadas homogéneas
son (1,z,y), o bien, en general, (A, Az, \y), A # 0.

(b) Si se trata de un punto impropio correspondiente a la direccién de
la recta y = mx, sus coordenadas homogéneas son (0,1,m) o, en

general, (0, A\, A\m) X # 0.
m Para pasar de coordenadas homogéneas a cartesianas:

(a) Si el punto (20,21, 22) es propio, o sea x° # 0, sus coordenadas

) ! 22
cartesianas son "0 )
v x

(b) Si el punto es impropio, o sea de la forma (0,z!,2%), se trata del
punto correspondiente a la direccion de la recta de coeficiente angu-

lar m = —-
T

1.4. Ecuaciones de los subespacios proyectivos

Ecuacion paramétrica

Un subespacio proyectivo F de dimension r estd determinando por r + 1
puntos {Py, Py, ..., P.} independientes. Todo punto X € F es de la forma:
X =XP+ NP+ -+ )P,
con \' € K (i =0,1,...,7), y donde hemos denotado con las mismas letras las
coordenadas homogeneas correspondientes a cada punto. A dicha ecuacién se
le conoce como ecuacién paramétrica del subespacio.
En particular, las rectas estan dadas por los puntos X € P(FE) tales que

X =\Py+ 2P,
donde Py, P; son dos puntos cualesquiera distintos de la recta y A% A! son
escalares variables arbitrarios, no nulos simultaneamente.

Ecuaciones implicitas o cartesianas

Tomemos un punto X € F (F subespacio proyectivo de P(F)) de coorde-

nadas homogéneas (20, z1,...,2™), respecto a una referencia proyectiva dada

en P(E), {Uy,Uy,..., Uy, } Si {By, Bi1, ..., B} son puntos independientes en
F, cuyas coordenadas homogeneas son (bg, bjl-, o b7) (3=0,1,...,7), se tiene
)

X = ZAJB _ZZAW .

J=0 =0 >:>pr:2)§(); (’L:O,l,n)
x = Zw =

Ehmlnando entre estas n 4+ 1 ecuaciones los r + 1 parametros A/, resultan
n — r ecuaciones, que constituyen las ecuaciones cartesianas del subespacio:

oz(l):co +  ajz! + - 4+ alz = 0
a2z® + afal + -+ a2 " = 0
ag™"2®  + T2t + o 4 el =0,
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que son las ecuaciones que cumplen las coordenadas de los puntos del subespacio
proyectivo F, de donde se deduce:

1.25. Proposiciéon.- Todo subespacio proyectivo de dimension r de P(E) es
la interseccion de n — r hiperplanos. Reciprocamente, la interseccion
de n — r hiperplanos independientes es un subespacio de dimension r.

Demostracion.- Observemos que cada ecuacién de un subespacio proyectivo
representa un hiperplano. Por consiguiente, el subespacio de la interseccion de
n — r hiperplanos.

Reciprocamente, dados n—r hiperplanos, si sus ecuaciones correspondientes
son independientes, su interseccion sera el conjunto de puntos cuyas coordena-
das satisfacen a las n — r ecuaciones: un subespacio proyectivo de dimension
r. [-]

1.26. Nota.- Dado un hiperplano H, respecto a un sistema de coordenadas
arbitrario, tiene por ecuacion cartesiana:
uox? + urzt + - Fupz™ =0,
siendo (2% z!,...,2™) las coordenadas homogéneas de los puntos del
hiperplano y (ug,u1,...,u,) son coeficientes fijos, los cuales consti-
tuyen las llamadas coordenadas pliickerianas homogéneas del hiper-
plano.

Por otro lado, siempre se puede elegir un sistema de coordenadas en
P(E), de manera que los n puntos base {Uy,...,U,} estdn contenidos
en H. Entonces todo punto X de H es de la forma

X =z'Uy+- -+ 2"U,.

Por consiguiente, la ecuacién de este hiperplano, en el sistema
elegido, es:

1.27. Definicion.- Se llama espacio afin de dimension n, que denotaremos
por A(E), al conjunto de puntos que resultan al quitarle al espacio
proyectivo P(F) los puntos de uno cualquiera de sus hiperplanos.

Si se elige un sistema de coordenadas de tal forma que la ecuacion del

hiperplano sea z° = 0, el resto de los puntos tienen x° # 0, y sus coordenadas
homogéneas se pueden poner de la forma

(1,zt,...,2™).
Asi, todos los puntos de A(F) quedan determinados biunivocamente por n—
uplas (x!,...,2") de elementos de K, a las que se les denomina coordenadas

afines o no homogéneas de un punto.

1.28. Definicion.- Los puntos del hiperplano excluidos del espacio proyec-
tivo para formar el espacio afin se llaman puntos impropios o puntos
del infinito de P(FE) y el hiperplano excluido el hiperplano impropio o
hiperplano del infinito de P(F).

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



1.4. Ecuaciones de los subespacios proyectivos 15

Interseccion de un hiperplano con una recta

Sea P(F) un espacio proyectivo de dimensién mayor o igual que dos, H un
hiperplano proyectivo y £ una recta proyectiva.

Si dos puntos distintos de £ pertenecen a H, entonces £ C H, pues L es el
menor subespacio que los contiene.

1.29. Proposicién.- FEn un espacio proyectivo toda recta no contenida en
un hiperplano lo corta en un punto y sélo en uno.

Demostracién.- Tomemos un sistema de referencia en P(E) tal que la

ecuacién de un hiperplano sea 2z = 0. Sean P; y P, puntos distintos de
L, tales que Py, P, ¢ 'H, entonces ellos tienen por coordenadas homogéneas:
. Pl(xg)’x}""’x?)’ PQ(a:gvx%’"'axg)7 55?7&07 328#0
Si X es otro punto de L sus coordenadas homogéneas seran
(2,2, .. 2™) = N2, 2,2 + (e, 2, .., D),
tomando, en particular, A = 1/29,u = —1/29, se obtiene el punto de £ de
coordenadas
o wa w
7:,6'? xg?"'7x(l) xg Y
que es el inico punto comun a la recta £ y al hiperplano H. []

CASOS PARTICULARES:

Sidim P(F) = 2, se tiene:  “Dos rectas distintas del plano proyectivo tienen
un punto comun y solo uno”.

En P3(FE): “Toda recta no incluida en un plano de un espacio proyectivo
de dimension tres, corta a dicho plano en un punto y en solo uno”.

Interseccion de un hiperplano con un plano

1.30. Proposicién.- En un espacio proyectivo P(E) (dim P(FE) > 3) la in-
terseccion de un hiperplano con un plano no contenido en aquél es una
recta.

Demostraciéon.- Sean P el plano y ‘H el hiperplano. Si Py, P», P3 son tres
puntos proyectivamente independientes (no alineados) pertenecientes al plano
P, ellos no pueden pertenecer al hiperplano H; pues, al ser P el menor subes-
pacio que los contiene, se tendria que P C H.

= Si dos puntos de los dados pertenecen a H la recta que los contiene esta
en H.

» Supongamos que Py € Hy P> & H.

— Si P3 € 'H, por la Proposicién 1.29., la recta P; P3 corta a H en un tnico
punto Q1. Asi mismo, la recta P,P5; corta a H en un unico punto (Js. Los
puntos Q1 y (2 son distintos, pues en caso contrario estarian alineados P;, P
y P3. Asi la recta Q1Q)2 estda en Py en 'H.

— Si P3 € 'H, el punto @ interseccion de la recta P; P, con ‘H es distinto de
P5 y, por tanto, la recta P3() esta en P y en H. []

También podemos demostrar esta proposicion, poniendo las ecuaciones car-
tesianas del plano y del hiperplano, y utilizando técnicas de sistemas de ecua-
ciones.
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CASO PARTICULAR:

Si P(E) tiene dimesién tres se tiene el siguiente enunciado:
“La interseccion de dos planos proyectivos distintos es una recta proyectiva’.
1.31. Nota.- Al contrario que ocurre con la interseccion de subespacios vec-
toriales, la interseccién de subespacios proyectivos puede ser vacia. Por
ejemplo, en el espacio proyectivo P3(IR), las rectas

L1 ={X € P3(R)/X = (a,b,0,0), a,b € IR}
Lo = {X € P3(IR)/X = (0,0,¢,d), c,d € IR},
tienen interseccion vacia.
1.5. Proyectividades
Introduciremos el concepto de proyectividad segin el criterio adoptado
desde el principio; es decir, a partir de un concepto conocido de algebra li-
neal. En este caso el concepto del que partimos es el de aplicacion lineal. Al

final del parrafo y en posteriores temas, comentaremos una forma de introducir
las proyectividades de una manera mas geométrica.

Definicién de proyectividad

Consideremos dos espacios vectoriales F¥' y F' sobre un mismo cuerpo K
(conmutativo), L(F,F) el conjunto de las aplicaciones lineales de FE en F,

0:E— {0} — P(E) y ¢: F — {0} — P(F) las aplicaciones canénicas.
Tratamos de construir a partir de una aplicacién lineal f € L(E, F), una

aplicacion fdel espacio proyectivo P(F) en el espacio proyectivo P(F"). Con
tal objetivo hagamos las siguientes observaciones:
a) Si & e Ker(f), es decir, si f(Z) = 0, f(£) no define ningin punto de
P(F). Asf la aplicacién f no puede estar definida en los puntos de ¢(Ker(f) —
{0}) = P(Ker(f)).
b) Si X € P(E) — P(Ker(f)) ysiZy 2’ son dos vectores de E — {0} que
determinan el punto X, se tiene ' = AT (A £ 0), de donde, f(z') = f(\Z) =

Af(Z). Luego, f(«') y f(Z) definen el mismo punto Y en P(F), por lo que su
definicién, a partir de X, es independiente del representante de X tomado.
1.32. Definicién.- Dada una aplicacion lineal f € L(E, F) se le puede aso-

ciar una aplicacion f llamada proyectividad asociada a f, como sigue
[ P(E) = P(Ker(f)) — P(F)
X € P(E) = P(Ker(f)) = f(X) =9 (f(@)  (FT€¢ (X))

1.33. Nota.- Tenemos asi definida una proyectividad, asociada a una apli-

cacion lineal f € L(FE, F'), como la aplicacién f que hace al diagrama
siguiente conmutativo:
f

E — Ker(f) — ! . F—{0}
PIE-Ker(f) @D

P(E) - P(Ker(f) —21—  P(F).
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1.5. Proyectividades 17

Imagen de una proyectividad

1.34. Proposicién.- Si P(FE) y P(E’) son dos espacios proyectivos, deduci-
dos de los espacios vectoriales E y E’, ambos sobre el mismo cuerpo

K y f:P(E)— P(Ker(f)) — P(E') es la proyectividad deducida de

una aplicacion lineal f: E — E’, se verifica que Im(f) es el subespacio
proyectivo deducido de Im(f), es decir,

Im(f) = f(P(E) — P(Ker(f))) = P(f(E)) = P(Im(f)).

Demostracion.-
Y e Im(]sg) = 3X € P(E) — P(Ker(f))/f(X)=Y =
= e E—Ker(f)/f(p(@)) =Y =
= Jfe E— Ker( (2)) = w(f(Z) =Y =Y e P(Im(f)).

= J¥e F— Ker( )/ f(Z) = g¢f( ) =Y =
f(@

1) = f(¢(@) =Y =Y € Im(f).
[

1.35. Proposicién.- Una proyectividad f: P(E) — P(Ker(f)) — P(E') aso-

ciada a una aplicacion lineal f: E — E’ es suprayectiva si solo si f es
suprayectiva.

Demostracién.- Sea § € E' — {0} un vector arbitrario, supongamos que f
sea sobre; tratemos de encontrar un ¥ € E tal que § = f(Z).

Consideremos el punto Y = ¢ () € P(E’), como f es sobre, 3X € P(F) —

P(Ker(f)) tal que f(X) =Y. Consideremos un representante del punto X, es
decir, sea 71 € E — Ker(f) tal ¢(Z1) = X, se tiene entonces que

WD)~ Ta = AX) =Y =i,
por lo que IA € K — {0} e ¥ = Af(71) = f(AZ1). Tomando ¥ = A%, se tiene

que f es sobre (pues ademés siempre f(0) = 0).

Reciprocamente, supongamos que f es sobre y demostremos que ftambién
lo es. Tomemos un punto Y € P(E’), 37 € £/ — {0} tal que ¥ (%) =Y. Como
f es sobre, 3% € £ — Ker(f) tal que f(¥) = 3. Tomando el punto X = ¢(7)

se tiene N N
F(X) = fle(@) = ¢(f(@)) =v(y) =Y,
con lo que fes sobre. (]

1.36. Nota.- La demostraciéon de esta proposiciéon surge inmediatamente
aplicando la Proposicion 1.34.:

f es sobre< Im(f) = E' < Im(f) = P(Im(f)) = P(E')< f es sobre.
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18 Espacios proyectivos

1.37. Proposicién.- Si f € L(E,E') y f es la proyectividad asociada a f
= (f es inyectiva <= [ es inyectiva).

Demostracién.- Supongamos que f es inyectivay X,Y € P(F).

F(X)=f(Y)=3&,i € B, f(p(&) = feli ))=>¢(f( 7)) = Y(f(Y) =
S INE KL {0 () A f(F) o = A X =y

Reciprocamente, sea ahora finyectiva y &, € E— Ker(f).

F(@) = f() = »(f(@) = (@) = F(p(@) = fle@) = (@) = ¢(§) =
= 3INEK— {0},y: :c:»f() f(y)zf(kx) A—lK:‘ﬂf—y o

1.38. Proposicidn.- Sean E'y E’ espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo
K, f € L(E,E"), [:P(E)— P(Ker(f)) — P(E") (la proyectividad
asociada a f) y F' C E un subespacio vectorial de E cumpliendo que
P(F)N P(Ker(f)) = @. Entonces,

f(P(F)) = P(f(F)).

Demostracién.- f restringida a F' es una aplicacién sobre f: F — f(F);
como P(F)NP(Ker(f)) =@, se tiene que f: P(F) — P(f(F)) es sobre. [J
1.39. Nota.- La imagen de una recta en P(FE) por una proyectividad in-

yectiva f es asi mismo una recta en P(E’). O sea, una proyectividad
inyectiva transforma puntos alineados en puntos alineados.

1.40. Definicion.- Una homografia entre espacios proyectivos es una proyec-
tividad biyectiva.

Como consecuencia inmediata de las proposiciones anteriores se sigue que:

1.41. Proposicién.- Una homografia es una proyectividad asociada a un
isomorfismo. (-]

Existencia de homografias

El siguiente resultado garantiza la existencia de homografias.

1.42. Proposicién.- Sean P(E) y P(E") espacios proyectivos de la misma
dimension n, sobre un mismo cuerpo conmutativo K, y referencias
proyectivas R = {Uy,Uy,...,Up; U} y R = {U},Uq,...,U;U'} en
P(E)y P(E'), respectivamente. Entonces existe una tinica homograﬁ’a

o: P(E) — P(FE'),
tal que o(U;) = U/, (i=0,1,...,n) yo(U)=U".

-z — — — ] - - /
Demostracién.- Sean {ey, €1,...,€n},{€'0,€1,...,€ 1} bases de E y E’ de-
terminadas por las referencias proyectivas R y R/, respectivamente. La exis-
tencia de una aplicacién lineal biyectiva f: E — E’, tal que f = o, es obvia;
basta definir f por
7

f(é}):ez (220,1,,72)
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Para demostrar la unicidad, supongamos que existen dos homografias o y
T que verifican las condiciones de la proposicién, entonces, o = f y 7 = g para
ciertos isomorfismos fy g de E en E’.
Luego como, para iz =0,1,.. N, B
Ul = o(Uy) = F(T) = Fle(&) = o(f()
Ui = 7(Us) = g(Us) = g(p(€i)) = e(g(€)),
resulta que
Y también, como o(U) = 7(U), existe A € K — {0} tal que
fléo+é1+--+é,) =Ag(éy+ €1+ -+ &),
luego

Aog(€p) + A1g(€1) + - + Ang(€n) = Ag(€p) + Ag(€1) + -+ - + Ag(€n),
y como {g(€p),g(€1),...,9(€r)} son independientes, se sigue que \; = A (i =

0,1,...,n), de donde f = Ag y por tanto, las proyectividades asociadas fy g
son iguales; es decir, las dos homografias o y 7 coinciden. []

Grupo lineal proyectivo. Geometria proyectiva

1.43. Proposicién.- Sea E un espacio vectorial sobre K, P(F) el espacio
proyectivo asociado entonces, las homografias de P(FE) respecto a la
composicion de aplicaciones forman un grupo.

Demostracién.- Sean f,g: E — E isomosfismos y f,§: P(E) — P(E) las
homografias asociadas a f y g, respectivamente. Entonces la composicion

ge f: P(E) — P(FE) esta bien definida y es la homografifa asociada al isomor-
fismo go f: 5/3/]?: g/;ff En efecto, si X € P(E)y Z € E tal que X = p(Z):
(g° N)X) = (g° Np()) = p((g° [)(T)) = p(9(f(2))) =
= G(e(f(@)) = @ N(e(@)) = G~ (X).

La homografia asociada a la identidad 1g: E — F es la identidad en P(FE):

—

g = lp(E).NEn efectg
1p(X) = 1p(p(T)) = ¢(1(7)) = ¢(7) = X = 1pg)(X).

Si f P(E) — P(E) es la homograffa asociada al isomorfismo f: E — FE,
entonces f— 1 es la  homografia inversa de f f 1 f . En efecto,

(Fo F7O(X) = (F= F1)((@)) (f(w(f‘l(f)))z

— o(f @) = 9(T) = X = Lp(y(X).
(f~Lo ))(X) = (f~o [)o@) = (fLe(f(E) =
= o(f 1o f)(@) = () = X = Lp(g)(X)

[]

1.44. Definicion.- Al grupo de las homografias sobre P(F) se le denota por
PGL(FE) o por PGL(n, K) y se le denomina grupo lineal proyectivo de
P(E).
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20 Espacios proyectivos

El estudio de las propiedades proyectivas que son invariantes por homo-
grafias es el objetivo de la geometria proyectiva.

1.45. Definicién.- Dos conjuntos de puntos (que llamaremos figuras) F' y F'
de dos espacios proyectivos se dice que son proyectivamente equivalentes,
si existe una proyectividad biyectiva (homografia) del primer espacio
en el segundo mediante la cual F' es la imagen de F.

Ecuaciones de una proyectividad

Sean dos espacios proyectivos P(E) y P(E’), de dimensiones n y m, aso-
ciados a los espacios vectoriales 'y E’, y una proyectividad asociada a una
aplicacion lineal f: F — E’, f: P(E) — P(Ker(f)) — P(E’). Consideremos
dos referencias proyectivas {Uy, Uy, ..., Uy; U} y {Vo,V1,...,Vin; V} en P(F)
y P(E'), respectivamente. Si tomamos bases, asociadas a dichas referen-
cias, {tup,U1,...,U,} en E y {0),V1,...,Un} en E’ tal como se indica en la
Nota 1.22., la aplicacion f se expresa, respecto a estas bases, por una ecuacion
matricial de la forma

0 0
0 0 0 x
i o\ [
Yy aj ai - a z
= 0 1 n i o bien Y = AX,
ym ayt ajt a;’ "

y, por tanto, las ecuaciones de la proyectividad fseré

pY = AX p € K —{0},
donde el escalar p queda indeterminado por tratarse de coordenadas homogé-
neas.

1.46. Nota.- Hemos comentado en la Nota 1.39., que una proyectividad in-
yectiva transforma puntos alineados en puntos alineados. En partic-
ular, toda homografia (proyectividad biyectiva) tiene la misma pro-
piedad. Cabe entonces preguntarse por el reciproco, es decir: ;Una
aplicacion biyectiva entre espacios proyectivos, deducidos de espacios
vectoriales sobre el mismo cuerpo conmutativo K, que transforma pun-
tos alineados en puntos alineados, es una homografia? La respuesta es
afirmativa cuando el cuerpo K es Q, IR, o Z, (para p primo). La de-
mostracién de este hecho, que corresponde a la Proposicion 3.5., puede
verse en el Apéndice B.

1.6. Dualidad

Repasaremos previamente el concepto de dualidad en espacios vectoriales
de dimension finita, n, sobre cuerpos conmutativos y luego de forma natural lo
trasladaremos a espacios proyectivos deducidos de espacios vectoriales.

Dualidad en espacios vectoriales

Sea E un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo conmutativo
K; recordemos que el espacio vectorial dual E* de E, es el espacio vectorial de
las aplicaciones lineales (formas) de E en K, con las operaciones de suma de
formas y producto por un escalar, dadas por las relaciones:

(a+ B) (%) = (@) + B(F), (A)(Z) = I(T), Yo,B€ E*,VZ e E, V)€ K.
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1.6. Dualidad 21

Sea & = {€1,...,€,} una base de E y consideremos las aplicaciones lineales
e’ € E*, definidas por
e'(e;) =0, (i, = 1,2,...,n),
donde 5;- son los deltas de Kronecker: (V =0sii#jy 5i =1sit=7.

El conjunto £* = {51, c.,e"} constltuye una base de E* denominada base

dual de la base {é7, .. en} de E; por lo que dim E* = dim E = n.

1.47. Proposicién.- FExiste una correspondencia biyectiva entre las rectas
vectoriales de E' y los hiperplanos vectoriales de E*. Y analogamente,
una biyeccién entre las rectas vectoriales e E* y los hiperplanos vecto-
riales de .

Demostracion.- Consideremos la aplicacién
{L C E/L recta vectorial } ——— {H* C E*/H* hiperplano vectorial }

Lz H: ={a € E*/a(a@) =0}

Veamos que esta aplicacién esta bien definida:
Por Lz estamos denotando al subespacio vectorial de dimensién 1 (recta

vectorial) generado por el vector a # 0, veamos que el conjunto H = es un
subespacio vectorial de dimensién n — 1 (hiperplano vectorial) de E*:
Esclaroque a+ 8 € H y A\ac H:, sio,f € H; A€ K.
Por otra parte, vamos a ver la relacién que cumple las coordenadas de los
elementos de HZ, sean

3
3

n n
E e’ ( E a;e’ a’ € :5 g aiajgt(éj)zg a;a' = 0.

es decir, se tiene
ata; + -+ a"ay, =0,

los cual nos dice que las componentes a; de « respecto a la base £*, satisfacen
a una ecuacion lineal homogénea. Es decir, las formas lineales a que cumplen
a(d) = 0, para d fijo, constituyen un hiperplano vectorial de E*.

Ademds, si Lz = Ly, estas rectas determinan el mismo hiperplano vectorial

en E*, pues si las rectas vectoriales coinciden significa que b = A@, A € K —{0};
por lo que las ecuaciones lineales homogéneas que satisfacen las componentes de
las formas pertenecientes a los hiperplanos vectoriales HZ y H g son las mismas.

Probemos ahora la inyectividad:

Supongamos que HZ = H g‘, demostremos que existe un A € K tal que b=
Adj; con lo que tendriamos que Lz = L. Para encontrar tal A, consideremos una
base {el,...,e" 1 "} en E* adaptada a los hiperplanos vectoriales H s=H g,

(es decir, las n — 1 primeras formas generan los hiperplanos vectoriales) y sea
mn

n
su base dual {€1,...,€,} en E. Entonces, si d = g a‘e;, b= g b'e;,
i=1 i=1
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61(_)):0}75(()) 0(221,,71_1):}@1:0}/ bZIO(Z:]_’.,n—l)’
luego, @ = a"é, (a™ # 0) y b = b"&,, (b™ # 0). Con lo que b = b™(a™) "4, es
1

decir, A = b"(a™)~

Finalmente, probemos que esta aplicacién es sobre:
Sea H* un hiperplano vectorial de E*; su ecuacion cartesiana, respecto a

una base £* = {el,..., "}, sera de la forma
nlul—l—---—Hy”Un = 0.
Tomemos el vector @ = nl& +- - -+n"E,, {€1,...,€,} base dual de £*, entonces

la imagen de la recta vectorial L es H: = H”. En efecto, la ecuaciéon cartesiana
de HZ, segun lo visto en su deﬁmclon es la misma que la de H*.

Con lo que queda establecida la corresponden01a biyectiva entre rectas vec-
toriales de E e hiperplanos vectoriales de E*.

La segunda parte de la demostracion de esta proposicién la dejamos como
ejercicio, por ser similar. [-]

1.48. Definicion.- Los pares de recta—hiperplano en la biyeccion de la pro-
posicion precedente de denominan duales entre si.

1.49. Proposicion.- Los hiperplanos vectoriales duales de las rectas vec-
toriales contenidas en un hiperplano vectorial, contienen a la recta
vectorial dual de este hiperplano vectorial.

Demostraciéon.- Sea Hy un hiperplano vectorial de F, entonces su recta
vectorial dual es
Ly ={a € E*/a(Z) = 0,VZ € Ho}.
Si Lz es una recta vectorial en Hy, entonces L C Hx = {a € E* /a(d) = 0}
a€ Ly, ad€ Hy= al@)=0=«ac H;. []

Dualidad en espacios proyectivos

Sean E un espacio vectorial sobre un cuerpo comutativo K, E* el espacio
vectorial dual y P(E) y P(E™*) los espacios proyectivos asociados a F'y a E*,
respectivamente.

1.50. Definicion.- Recibe el nombre de espacio proyectivo dual del espacio
proyectivo P(E), el espacio proyectivo P(E*) deducido del dual E* de
E.

Podemos aplicar lo dicho en el parrafo anterior, con sdlo tener en cuenta que
lo que alli eran rectas vectoriales de E' (o de E*), ahora (por paso al cociente)
son puntos de P(E) (o de P(E*)) y lo que alli eran hiperplanos de E (o de
E*), ahora son hiperplanos de P(F) (o de P(E¥)).

La dualidad entre E'y E* se traduce por tanto en una dualidad entre P(F)
y P(E*), tal que a puntos de un espacio corresponden hiperplanos de otros
y, de acuerdo con la Proposicién 1.49., “los hiperplanos duales de los puntos
de un hiperplano contienen al punto dual de este hiperplano”. Asi mismo, se
tiene:
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“Los subespacios proyectivos ‘H de dimensién r de P(F), determinados por
r+1 puntos, tienen por duales los subespacios proyectivos de P(E*) interseccion
de los r + 1 hiperplanos duales, por tanto es un subespacio proyectivo H* de
P(E*) de dimensiéon n —r — 17.

De hecho como estamos considerando cuerpos conmutativos esta dualidad
vale en el mismo espacio proyectivo.

Principio de dualidad

Este principio, que como hemos dicho, también vale del espacio proyectivo
en si mismo, se enuncia asi:

A todo teorema en P(E) que relacione puntos e hiperplanos y
esté basado tan solo en propiedades de interseccion o suma de subes-
pacios proyectivos de P(E), le corresponde un teorema en el espacio
proyectivo P(E*), llamado teorema dual del anterior, cuyo enunci-
ado se obtendra simplemente permutando las palabras “punto” por
“hiperplano” e “interseccion” por “suma”, y reciprocamente.

No obstante, al redactar el teorema, a veces, se altera las frases para que
tenga un sentido mas académico. Veamos algunos ejemplos que aclaren lo
dicho:

1.— “La suma de puntos distintos en plano proyectivo es una y sélo una recta”
Su dual seria:

“La interseccién de dos rectas distintas en el plano proyectivo es uno y solo
un punto”.

Quedaria mas elegantes enunciandolos, respectivamente, asi:
“Por dos puntos distintos del plano proyectivo pasa una y sélo una recta’”.
“Dos rectas en el plano proyectivo se cortan en un sélo punto”.

2.— “Dados seis puntos Py, P>, P3, P4, Ps, Ps en el plano proyectivo de forma tal
que Py, P53, P5 estan sobre una recta y P», Py, Pg sobre otra recta, entonces los
puntos determinados por la interseccion de los tres pares de rectas [ = P P»
viyg = PyPs; lo = PoP3yls = PsFPg; lg = PsPy y I3 = P3P, estan sobre una
recta”.

El enunciado dual es:

“Dadas seis rectas [y, s, [3,14,15,ls en el plano proyectivo de tal forma que
l1,13,l5 se intersecan en un punto, y ls,l4,lg sobre otro punto, entonces las
rectas determinadas por los tres pares de puntos Py =1 Nils y Py = I4 N5;
P, =lbnNilsy Ps=l5Nlg; Ps =1lgNily y P3 =13NI14 se intersecan en un punto”.
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Una redaccion mas elegante seria asi:

“Si un exagono tiene las dos ternas de vértices no consecutivos respectiva-
mente alineados, los pares de lados opuestos se cortan sobre una misma recta”.
(Teorema de Pappus)

“Si un exagono tiene las dos ternas de lados no consecutivos respectivamente
concurrentes, los pares de vértices opuestos determinan rectas que pasan por
un punto comin”. (Dual del teorema de Pappus)

1.51. Nota.- El principio de dualidad ha sido fundamental en el desarrollo
de la geometria proyectiva. El permitié, de golpe, duplicar toda la
geometria, dando para cada teorema su dual. En algunos casos sirviéd
para ahorrar pensamiento juntando en una séla demostracion dos teo-
remas duales, que hasta el momento se habian considerado como teo-
remas diferentes.

El principio de dualidad para la geometria proyectiva del plano y del
espacio de tres dimensiones fue introducido por Poncelet (1788-1867)
y Gergonne (1771-1859) en el primer cuarto del siglo diecinueve.
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TEMA 11

Plano proyectivo y recta
proyectiva

En este tema vamos a particularizar algo de la teoria expuesta para espacios
proyectivos en general, a la recta proyectiva y al plano proyectivo; es decir, a
los espacios proyectivos de dimensiéon uno y dos. Ademas, expondremos al-
gunos resultados importantes de geometria proyectiva en el plano y en la recta
proyectiva, tanto considerada ésta como espacio proyectivo o como subespacio
unidimensional del plano. Deteniéndonos en el estudio de proyectividades (que
siempre consideraremos biyectivas) entre espacios proyectivos unidimensionales
y dejando por ahora las proyectividades entre espacios proyectivos bidimensio-
nales, que estudiaremos en un préximo tema aunque restringido al caso real.

2.1. Plano proyectivo . . . . . . . . ... 25
2.2. Razéndoble . . . . . . . . . ... 36
2.3. Proyectividades entre espacios proyectivos unidimensionales . . 39
2.4. Proyectividades entre rectas contenidas en el plano . . . . . . . 43
2.5. Cuaternas armonicas . . . . . . . . . . ..o e e 50
2.6. Conservacion de la razon doble por secciones . . . . . . .. .. 52

2.1. Plano proyectivo

En este parrafo vamos a particularizar algo de la teoria expuesta para espa-
cios proyectivos en general, al plano proyectivo; es decir, al espacio proyectivo
de dimension dos. Ademads, expondremos algunos resultados importantes de
geometria proyectiva en el plano.

Una referencia proyectiva en Py (K), K cuerpo conmutativo, es un conjunto
R = {Uy, Uy,Us; U} de puntos independientes tres a tres. El “” en la notacién
se pone para indicar que Uy, Uy y Us son los puntos base y U es el punto unidad
que permite fijar los representantes de cada punto. Todo punto P € Py(K) se
expresa por

P = SUOUO + $1U1 + CUQUQ,

denominandose a la terna (29, 2!, 22?), coordenadas homogéneas del punto P

respecto a la referencia R, las cuales son tunicas, salvo una constante de pro-
porcionalidad para todas ellas.

En una recta del plano proyectivo (es decir, en un subespacio proyectivo de
dimensién uno contenido en él), existen al menos dos puntos independientes
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26 Plano proyectivo y recta proyectiva,

que la generan; sean A(a, al,a?) y B(bY, b1, b?), siendo estas ternas no propor-
cionales. Asi, todo punto de la recta sera de la forma X = AA+uB, \,u € K,
de donde

px? = Xa¥ + pb®
pxt = Xa'+ pb!
px? = a?+ pb?

denominadas ecuaciones paramétricas de la recta. De las cuales podemos obtener
la ecuacién implicita o cartesiana de la recta, sin mas que eliminar los para-
metros p, A\, 4; que para el caso de cuerpos conmutativos podemos utilizar la
herramienta de los determinantes. Asi, el sistema anterior de tres ecuaciones
y de incognitas p, A, u, tendra solucién no trivial si y sélo si el determinante
formado por los coeficientes es nulo:

20 gzl 22
a® al a2 | =0
O bl B2

Desarrollando el determinante queda una relaciéon entre las coordenadas

homogéneas (29, z1, 22) de los puntos de la recta:

az’ + ba' + cx? =0,
que es la ecuacidn cartesiana de la recta.
En caso de cuerpos no conmutativos, debemos emplear el método de susti-
tucion, para eliminar las variables p, A, v de las ecuaciones paramétricas.

Hasta aqui hemos usado las coordenadas homogéneas del plano para de-
scribir los puntos de una recta. Vamos ahora a definir las coordenadas ho-
mogéneas en la recta contenida en el plano. Sean A, B € P5(K), un punto
X € Lap, de la recta determinada por A y B, se expresa (dada una determi-
nacién fija a las coordenadas de A y B) por

X =)+ uB A\ p e K (2-1)

Al par (A, i) se le denomina coordenadas homogéneas en la recta. Si supo-
nemos que A # 0 (o sea, si excluimos el punto B), tenemos como coordenadas

de los restantes puntos de la recta X = (\,v) = (1, uXA"1) = (1, @), es decir:
X =A+aB. (2-2)

Al escalar « se le denomina coordenada no homogénea. Tenemos asi una
correspondencia biyectiva entre los puntos de L5 — {B} y los elementos del
cuerpo K. En la referencia {A, B}, B es el punto impropio y A es el origen.

Algunos teoremas importantes

Entre los resultados que damos en este parrafo se incluyen unas de las
posibles demostraciones a los apartados del Ejercicio 26, relativos a ciertos
hechos basicos en el plano proyectivo.

2.1. Proposicién.- Dos puntos cualesquiera de una recta determinan Ila
misma recta.

Demostracion.- Supongamos que la recta Lap estd determinada por dos
puntos distintos A y B. Sean C' = c?A 4+ c'B y D = d°A + d' B otros puntos
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de L4p. Un punto arbitrario X € L4p y un punto arbitrario Y € Lop se
expresan respecto a las referencias {A, B} y {C, D}, respectivamente, por
X=XNA+)B Y = u°C + u'D.

Para que los puntos de £ 45 estén en la recta Lo p, vy reciprocamente, deben

existir A%, A1, 10, p! tales que
MNA4+MNB =p°C+p'D = (u° + prd®)A + (u°ct + ptd")B.
Por lo que debe poderse resolver el sistema de ecuaciones:
MOCO+M1dO:)\O IMOCI—FIMIdl:)\l,

respecto de las incégnitas u® y u!, y respecto de A y A\'. Lo cual es posible ya
que C'y D son independientes (c°d* — c'd” # 0) y A y B también lo son. [

El enunciado dual de esta proposicién es el siguiente, denominando haz de
rectas al conjunto de rectas que pasan por un punto:

2.1%*. Proposicién.- Dos rectas cualesquiera de una haz, determinan el mismo
haz. (-]

2.2. Proposicion.- No todos los puntos del plano proyectivo pertenecen a
una misma recta.

Demostracion.- Siendo el plano proyectivo de dimensién dos, tiene por lo
menos tres puntos proyectivamente independientes; sean A, By C. Si C
perteneciera a la recta Lap, se tendria C = AA + uB, para cierto escalares
Ay u; lo que no puede ocurrir por tratarse de puntos independientes. [-]

Enunciado dual:

2.2*, Proposiciéon.- No todas las rectas del plano proyectivo pertenecen al
mismo haz. [-]

2.3. Proposicion.- Toda recta tiene por lo menos tres puntos.

Demostracion.- Como todo cuerpo contiene los elementos 0 y 1, toda recta
(2-2) contendra, ademds de B, los puntos A y A+ B, correspondientes a a = 0
y a = 1. Si la recta se considera de la forma (2-1), ella contiene por lo menos
a los puntos con coordenadas homogéneas (0,1), (1,0) y (1,1). Si K es un
cuerpo finito de g elementos, el niimero de puntos de cada recta es ¢+ 1. Si K
es infinito, cada recta tiene infinitos puntos. []

Resultado dual:

2.3*. Proposiciéon.- Todo haz tiene por lo menos tres rectas (o bien, por
todo punto pasan por lo menos tres rectas).

2.4. Proposiciéon[Teorema de Desargues|.- Si dos triangulos estdn rela-
cionados de manera que las rectas que unen vértices homaologos pasan
por un mismo punto, entonces los lados homdlogos se cortan en puntos
de una misma recta, denominada eje de homologia.
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Demostracién.- Sean ABC y A’ B'C’ los tridangulos dados. Supongamos que
las rectas AA’, BB’ y CC’ pasan por O. Queremos demostrar que los puntos
P=ABNA'B,Q=ACNAC'y R=BCnNB'C’ estdn en linea recta.

Si O es alguno de los vértices de los triangulos o bien los triangulos tienen
algtin vértice comun, la demostracion es trivial.

Supongamos que O no coincide con ninguno de los vértices y que éstos son
distintos.

Demos una determinacién fija para los cuatro puntos O, A, B, C'. Tomando
en la recta OA, el punto O como origen y A como el punto impropio, entonces
por ser A’ un punto de la recta OA distinto de O y de A, serd de la forma

A'=0+aA (x € K).

Analogamente,

B'=0+ 3B C'=0+~C (8,7 € K).

0O Luego el punto
P=A"-B =aA—-+vB
pertenece a la recta A’ B’ por ser
de la forma A’ — B’ y a la recta
A AB por ser de la forma oA — 3B,;
por tanto es el punto de inter-
secciéon de ambas rectas.

Anélogamente, los puntos
Q=B —-C"=p3B-~C,
R=C"— A" =~C — aA,

son los de interseccion de los
otros pares de lados homoélogos.

Deduciéndose de todas estas
relaciones que

P+Q+R=0,

lo que quiere decir que los tres puntos P, ) y R son dependientes, es decir,
que estan alineados. [-]

El enunciado dual del Teorema de Desargues, que este caso coincide con el
reciproco de dicho teorema, sera:

2.4*. Proposicién.- Si dos triangulos de un plano estan relacionados de
manera que los lados homologos se corten en puntos de una misma
recta, las rectas que unen vértices homologos pasan por un mismo
punto, denominado centro de homologia. [-]
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.
C?
C
t
Q
A A’
R
/
B | B
P

Demos ahora una aplicacién del Teorema de Desargues a una construccién
geométrica en el plano proyectivo real:

“Trazar por un punto del plano una recta que pase por el punto de inter-
seccion de otras dos que se cortan fuera del limite del dibujo.”

Para resolver el problema, sean s y t las rectas dadas y A el punto por el
que se quiere trazar la recta que pasa por su punto de interseccion. Se toman
B y C arbitrarios sobre s y t, respectivamente. Se trata entonces de construir
un tridngulo A’ B’C" homdlogo al ABC. Para ello se traza una recta cualquiera
r que corte a los tres lados del tridngulo ABC dentro del dibujo; sean P, )
y R los puntos de intersecciéon. Tomando r como eje de homologia se elige la
recta B’C’ arbitraria que pasa por R. Las rectas B'P y C'() determinan A’.
La recta AA’ es la buscada.

2.5. Nota.- GEOMETRIAS NO DESARGUESIANAS

Se puede reconstruir la geometria proyectiva como una disciplina indepen-
diente, con sus propios términos primitivos y postulados.

Hay muchos conjuntos de postulados para la geometria proyectiva plana que
se podrian dar, pero los siguientes serviran para el comentario que nos ocupa.
Aqui, los términos como “punto”, “recta” y “sobre” se consideran primitivos.

Axiomas de la geometria proyectiva plana (Axiomas de incidencia):
1) Dos puntos distintos determinan una recta y sélo una recta.
2) Dos rectas distintas tienen uno y sélo un punto comun.

3) Existen por lo menos cuatro puntos tales que no hay tres de ellos sobre
una misma recta.

A primera vista parece que el teorema de los tridngulos de Desargues para
el plano proyectivo podria deducirse de los postulados anteriores, puesto que
estos axiomas describen la relacién de incidencia de un punto y una recta en
el plano. Sin embargo, demostremos ahora que el Teorema de Desargues no
se deduce de los axiomas de la geometria proyectiva plana, describiendo un
modelo para esta geometria en el que el Teorema de Desargues no se cumple.
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a A7

A

Elijase una recta ¢ en el plano euclideo ampliado como eje x de un sistema,
de coordenadas cartesianas rectangulares.

Por “puntos” del modelo se entienden los puntos propios e impropios del
plano euclideo ampliado. Por “rectas” del modelo consideraremos la recta
impropia, todas las rectas de pendiente cero, infinita y negativa (como las a,
by c) y ademas todas las lineas quebradas que constan de dos semirrectas de
pendiente positiva que se encuentran en ¢ y con pendiente de la semirrecta
superior doble de la de la inferior (como la linea quebrada AX B). Por “sobre”
indicaremos la interseccién evidente.

Comprobemos ahora que se verifican los axiomas de la geometria proyectiva
plana en este modelo. Los axiomas 2) y 3) se verifican facilmente. Y para el
axioma 1) la unica posibilidad de la disposicién de los dos puntos que tiene
un poco de dificultad de establecer es aquella en la que los dos puntos A y
B estén uno en la mitad inferior del plano, sea A, y el otro B en la parte
superior, con B a la derecha de A. En la figura, sea X; y X5 los pies de las
perpendiculares desde A y B a /. A medida que el punto X se mueve a lo
largo de la recta ¢ desde X; a X el valor de (pendiente X B)/(pendiente AX)
aumenta continuamente desde 0 a co. Se deduce que hay un punto tnico, X,
entre X7 y X5 tal que el cocientes de pendientes es 2. Si X no esta entre X3
y X5, entonces la linea quebrada AX B no es una linea del modelo. Por tanto
hay una y solo una recta del modelo que une A con B.

Consideremos ahora los dos tridngulos ABC y A’B’C’ tales que las rectas
AA’, BB’ y CC’ concurren en un punto O y que BC' y B'C" se cortan en L,
CAyC'A"en My ABy A’B’ en N. Entonces como el Teorema de Desargues
se verifica en el plano euclideo, L, M y N estan alineados. Pero en la figura se
han tomado todos los puntos, excepto N, por debajo de la recta ¢, y las rectas
LM y AB con pendientes negativas, mientras que la recta A’B’ se ha tomado
con pendiente positiva. Se deduce que, en el modelo, los dos tridngulos siguen
verificando las hipotesis del Teorema de Desargues, pero la recta determinada
por A’ y B’ no pasa por N; no se verifica, por tanto, el Teorema de Desargues
en este modelo de geometria proyectiva plana.

Sin embargo, para espacios proyectivos de dimension superior a dos, el
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Teorema de Desargues si es una consecuencia de los axiomas de incidencia,
los cuales se enuncian, para el espacio proyectivo tridimensional, de la forma
siguiente:

Axiomas de la geometria proyectiva en el espacio (Axiomas de incidencia):

1) Dos puntos distintos determinan una recta y sélo una recta.

2) Tres puntos que no pertenezcan a una misma recta determinan uno y
s6lo un plano.

3) Si una recta tiene dos puntos comunes con un plano estd integramente
contenida en el plano.

4) Un plano y una recta no contenida en el mismo, tienen siempre un punto
comun.

5) Dos planos tienen siempre una recta comun.

También es valido el teorema en un plano contenido en un espacio proyectivo
de dimensién mayor que dos.

Desde el punto de vista del curso que estamos desarrollando, la definicién
adoptada de espacio proyectivo, a partir de un espacio vectorial sobre un cuerpo
K, implica ademéas de los axiomas que hemos enunciado para la geometria
proyectiva plana, otros; y el Teorema de Desargues, como hemos visto, resulta
siempre valido.

Comentaremos, para terminar esta nota, que en las geometrias no desar-
guesianas no es posible introducir coordenadas cuyos elementos pertenezcan a
un cuerpo, por lo que se hace necesario introducir estructuras algebraicas méas
generales que los cuerpos, con cuyos elementos se puedan representar puntos y
rectas de la geometria proyectiva plana. A este fin existen lo que se denominan
anillos ternarios que permiten sistematizar desde un punto de vista algebraico
las geometrias no desarguesianas. Para mas detalle ver [3, pag. 338|.

Pasamos a dar unos resultados en los que el cuerpo de escalares juega un
papel importante.

2.6. Definicién.- Se denomina cuadrivértice al conjunto de cuatro puntos de
un plano de los cuales no haya tres en una misma recta. Los cuatro
puntos se llaman vértices; ellos determinan seis rectas llamadas lados.
Los tres puntos de interseccion de los lados, que no son vértices, se
llaman puntos diagonales.

Sustituyendo vértices por lados se tiene la siguiente definiciéon dual:

2.7. Definicién.- Se llama cuadrilatero al conjunto de cuatro rectas tales que
no pasen tres de ellas por un mismo punto. Las cuatro rectas se llaman
lados. FEllas determinan seis puntos llamados vértices. Las tres rectas
que unen pares de vértices y no sean lados, se llaman rectas diagonales.

Las figuras siguientes representan un cuadrivértice de vértices A, B,C, D,
de lados £, s, U3, L4, U5, g v los puntos diagonales son £ = ABNCD, Ey =

ACNBD, E3 = AD N BC, y un cuadrilatero de lados a, b, ¢, d, de vértices
Ay, Ag, A3, Ay, As, Ag y de diagonales eq, eo, e3.
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2.8. Proposicién[Postulado de Fano].- Si el plano proyectivo esta aso-
ciado a un espacio vectorial sobre un cuerpo conmutativo de carac-
teristica distinta de 2, los tres puntos diagonales de un cuadrivértice
no pertenecen a una misma recta.

Demostracion.- Sea el cuadrivértice ABC D, representado en la figura an-
terior, con puntos diagonales F, F5, 5. Tomamos como sistema de referencia
proyectivo al conjunto de puntos que forman el cuadrivértice {A, B,C; D},
donde A, B y C son los puntos base y D el punto unidad, entonces podemos
escribir:

A+B+C=0D.

El punto F1 = A+ B = D —( pertenece a la recta AB y a la recta C'D, por
tanto, es el punto diagonal de la figura. Asi, tenemos los tres puntos diagonales:
Eit=A+B=D-C E;=A+C=D-B Es=B+C=D— A.
FE., Ey, F3 estan alineados <
< IAL A2 03 € K no todos nulos, A\'Ey + A2Ey + M3 E; =0 <

< 3N, A%, 03 € K no todos nulos, \' (A4 B)+ M\ (A+C)+ XN (B+C)=0s
< AN A% A% € K no todos nulos, (A' +AH)A+ A +A)B+ (N +X)C =0 <

AL+ N = 0
< 3N A2, 03 € K no todos nulos, Al + XN = 0 &
Mo+ AN =0
1 1 0
<~ 1 01 ]|=0<«= —-1—-1=0<«= 1+4+1=0.
0 1 1
[]

Dual del Postulado de Fano:

2.8*. Proposicion.- Las rectas diagonales de un cuadrilatero no son con-
currentes a no ser que la caracteristica del cuerpo sea 2. [-]
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2.9. Ejemplo.- En el plano proyectivo Py(Zs), los cuatro puntos A(0,0,1),
B(0,1,1), C(1,1,1), D(1,0,1), forman un cuadrivértice cuyos puntos
diagonales son (1,0,0), (0,1,0), (1,1,0) y 22 = 0 es la recta que los
contiene.

2.10. Proposiciéon [Teorema de Pappus].- Dados tres puntos A, B, C' so-
bre una recta y otras tres puntos A’, B',C" sobre otra recta, entonces
los puntos AB’ N BA’, AC'"CA’, BC'" N B'C estdn alineados.

Demostracion.-

O - A B C’

Consideremos el sistema de referencia R = {O, A, A’}, con lo que:

O(1,0,0) A(0, 1,0) A’(0.0,1) B(1,b,0) C(1,,0) B'(1,0,) C'(1,0,¢)
AB': ba2® — 2?2 =0, AB: b’ —2t=0 = P=(1,b0)
AC': 2% — 2?2 =0, AC: cx®—2t=0 = Q= (,¢/)

BC": bdz? -zt — b2l =0
B'C: ez —bzt —ca? =0
PQ: (bd —cb)a — (¢ —b)axt + (c—b)x? =0
Rectas que tienen un punto comun, pues la 32 es la diferencia de la 12 y 22 .
[-]

—— ] Q°

El enunciado dual del Teorema de Pappus es:

2.10*. Proposicién.- Dadas tres rectas a, b y ¢ que pasan por un punto, y
otras tres a’, b’ y ¢ que pasan por otro punto. Las rectas determinadas
por los puntos aNb’ y bNa’; and y cna’; b’ y eNd’, son concurrentes.

[-]

2.11. Nota.- Otro enunciado del Teorema de Pappus y de su dual:

“Si un exavértice () (exdgono) tiene las dos ternas de vértices no consecuti-
vos respectivamente alineados, los pares de lados opuestos se cortan sobre una
misma recta’.

(1) Se define un n—vértice como la figura compuesta por n puntos de un plano dados en
cierto orden y de tal forma que tres puntos consecutivos no pertenezcan a una misma recta.
Por dualidad, se define un n—latero como la figura compuesta por n rectas en el plano dadas
en cierto orden y de tal forma que tres rectas consecutivas no pasen por un mismo punto.
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El dual del Teorema de Pappus tiene este otro enunciado (ver figura en la
pagina 24):

“Si un exaldtero (exagono) tiene las dos ternas de lados no consecutivos
respectivamente concurrentes, los pares de vértices opuestos determinan rectas
que pasan por un punto comun”.

Veamos ahora un par de ejemplos que nos permiten, a través de cons-
trucciones geométricas, localizar puntos en una recta conocidas sus coordena-
das, el segundo de ellos nos servira para ver la importancia de la conmutatividad
del cuerpo en el Teorema de Pappus:

2.12. Ejemplo.- “Dados dos puntos en una recta, encontrar el punto sobre
ella cuyas coordenadas no homogéneas con respecto a una referencia

dada sean la suma de las coordenadas no homogéneas de los puntos
dados”.

q B Y’

U XYy 7 U,

Sea {Uy,Ur;U} un sistema de referencia sobre la recta ¢, con U; como
punto excepcional del sistema de coordenadas no homogéneas, y sean X e Y
los puntos dados. Escojamos dos rectas p y ¢ distintas de ¢ a través de U; y
una recta r, también distinta de ¢, pasando por Uy. Ponemos

A=rnp, B=rng, X' =pnNnXB, Y =gnNnYA.

Se verifica entonces que Z = /N X'Y’, es el punto pedido.

En efecto, consideremos un sistema de coordenadas en el plano con puntos
bésicos {Uy, Uy, A}, luego los puntos y rectas de la figura serédn:

Up = (1,0,0) U; =(0,1,0) A=1(0,0,1)
(=2*=0 r=zl =0 p=2"=0

B=(1,0,b) X =(1,)\,0) Y =(1,4,0)
q=bz’ -2 =0 XB=b\"+br' + 2* =0 YA=—p2’ +2'=0
X' =(0,\,-b) Y =(1,ub)

de donde se sigue que:
Z=4NnXY" = (1,4 u0).
2.13. Ejemplo.- “Dados dos puntos sobre una recta, encontrar el punto so-
bre ella cuyas coordenadas no homogéneas respecto a una referencia

dada sean el producto de las coordenadas no homogéneas de los puntos
dados”.
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Sea {Up, Uy; U} un sistema de referencia sobre la recta ¢, con U; como punto
excepcional del sistema de coordenadas no homogéneas, y sean X e Y los puntos
dados. Elijamos tres rectas no concurrentes y distintas de ¢, pasando por los
puntos Uy, Uy y U, y denotémoslas por r, p y q, respectivamente. Ponemos

A=rnNqg B=pnqg X' =pNnXA Y =rnYB.

Entonces el punto buscado es Z = /N X'Y".

Pues, si fijamos unas coordenadas en el plano con los puntos {Uy, Uy, A; B},
se tiene:

p

B
Y7

=
S
>
h<
> —-N

(=2>=0, r=az'=0, p=2—22=0

XA=X"—2'=0, YB= -’ +2'+(p—-122=0
X'=pnXA=(1,\1), Y'=rnYB=(u—1,0,pu)

XY = pa® —x' — ANp—1)z? =0.

y, por tanto

Z=0nX"Y' =(1,Au0).

En las ilustaciones de los ejemplos anteriores, se acompanan sendas figuras
en el plano euclideo, para cuya realizacion necesitamos trazar rectas paralelas,
por lo que no se puede hacer sélo con regla.

2.14. Nota.- “El Teorema de Pappus no se verifica si el cuerpo K no es
conmutativo”.
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Uy X Z|Y U,

Si en la construccion que hemos hecho para determinar el punto cuya coor-
denada no homogénea es el producto de las correspondientes coordenadas de
otros dos puntos, invertimos el orden al obtener la recta X'Y”, obtendriamos la
recta XY, ésta dltima intersecard a la recta £ exactamente en el punto Z, si el
cuerpo es conmutativo, es decir, si Ay = pA. Si el cuerpo no fuera conmutativo,
el punto de coordenada no homogénea A, £N XY, seria distinto del punto de
coordenada pX, £ N X"Y". Con lo que no se verificaria el teorema de Pappus,
al contrario de como se observa en la figura para el exdgono X X" ZY'Y A, que
tiene los puntos de interseccion de los lados opuestos alineados sobre la recta
p, y el lado correspondiente a la recta X”Y" interseca al lado formado por la
recta XY’ en £, hecho que no ocurriria si el cuerpo no fuera conmutativo.

2.2. Razén doble

Al espacio proyectivo unidimensional lo hemos denominado (pdg. 5) recta
proyectiva y a sus elementos puntos. Dicho espacio proyectivo puede ser consi-
derado por si mismo o bien como subespacio proyectivo de un espacio proyectivo
de dimensién n > 2.

Como ejemplos tenemos, en el plano proyectivo, el conjunto de puntos de
una recta o su concepto dual, haz de rectas, conjunto de rectas que pasan por
un punto (denominado punto base o vértice del haz). En el espacio proyectivo
tridimensional, tenemos como concepto dual de puntos de una recta el haz de
planos, conjunto de planos que pasan por una recta (denominada base del haz
de planos).

Cualquiera que sea el modelo que tomemos de espacio proyectivo unidimen-
sional, nos referiremos a él, al menos cuando hagamos desarrollos teéricos, con
el nombre de recta proyectiva y a sus elementos los llamaremos puntos.

Sean en la recta proyectiva cuatro puntos P;, P>, P3, Py, interesa obtener un
escalar asociado a estos cuatro puntos, que no dependa de la constante de pro-
porcionalidad arbitraria de sus coordenadas homogéneas y que sea invariante
respecto a un cambio de coordenadas sobre la recta.

Supongamos que (29, z}) e (y?,y}) son las coordenadas homogéneas de los
puntos P; (i = 1,2,3,4) respecto a dos sistemas de coordenadas diferentes que

se relacionan por
_ W\ [ a b x?
Pi v ]\ c d !
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) b ) )
siendo CCL d la matriz cambio de base.

Podemos escribir

(psyg my?>_<a b)(wg x )
p3Ys  PiY; c d xy x; )’

De donde, p3p;(y3y; — yiy?) = (ad — be)(xSx} — zix?).

Tomando en esta igualdad ¢« = 1 y luego ¢+ = 2, y haciendo el cociente
miembro a miembro, resulta:

psp1(y3yr — ysyt) _ xSz — wia]
pap2(Y3ys — yzy3)  ajry — x37

Estos cocientes son independientes de la matriz cambio de base, pero de-
penden todavia del factor multiplicativo de las coordenadas de P, y Ps.

Si escribimos las mismas relaciones sustituyendo P3 por P, y haciendo el
cociente entre ambos, se obtiene una expresion que no depende mas que de
los cuatro puntos y que es invariante respecto a todo cambio de coordenadas
sobre la recta y no depende del factor de proporcionalidad de sus coordenadas
homogéneas, lo cual motiva la siguiente definicion.

2.15. Definicion.- Se llama razén doble de cuatro puntos Py, Py, P53, Py ali-

neados a la expresion

SO

.0 .0 .0 .0
uc? a;% -13411 J;%
0,1 1,0 0.1 _ ,.1.0
(PLPyPsPy) | T3T] — T3T] T T] — XTT | T3 T Ty T
1424354 T 0l 10 0 0T 100 0 0 0 0
342 3Lo 4o 429 Ly  To Ly To
1 1 1 1
Ly Tg Ly T3

siendo (2?9, z}) (i = 1,2,3,4), las coordenadas homogéneas de P; res-

pecto a una referencia proyectiva dada.

Si tomamos los puntos de una referencia proyectiva {Uy, U1; U} en la recta
y X es un punto de coordenadas (z°,x!) respecto a esta referencia, la razén

doble (U1UyUX) es

‘1 0‘ ':I;O 0)

1 1 | 1 20 !

U U UX) = : — : _

(U1l ) 1 20 1 -1 —zx! 20
1 0 b 0

Por tanto, la razén doble (U1UyU X)) es la coordenada no homogénea del punto
X # U; (denominada también abscisa proyectiva de X)

Si usamos coordenadas no homogéneas, la razéon doble de cuatro puntos
alineados se expresa por

(PP PyPy) = 22— 1 T

Irs — T2 . 564—5132'
Otra forma de introducir la razén doble

Dadas dos referencias proyectivas {Uy, U1; U} y {U}),U;; U’} sobre la recta
proyectiva P;(FE), se desea averiguar bajo qué condiciones existe una homo-
grafia (proyectividad biyectiva) o: P;(E) — P;(FE) tal que transforme los pun-
tos {Up, U1, U, X} en otros cuatro puntos {U), U, U’, X'}, de tal forma que

o(Ug)=U) o) =U; oU)=U" oX)=X"
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Sabemos que existe (ver Proposicién 1.42. pag. 18) una homografia y sélo
una o: Pj(F) — P(F) tal que o(Uy) = U, o(Uy) =Uj, o(U)=U".

Sean f: E — FE un isomorfismo del que se deduce o (0 = f), g, i1 represen-
tantes de Uy, Uy, tales que up+1u; es representante de U y u 0, u'y representantes
de U}, U7, tales que u'o + u/1 es representante de U’. Si # es un representante
de X, 7 = 2%y + z'@, v si 2’ es un representante de X', #/ = 2/%u’y + 2’ u'1,
se tiene

c(X)=X — f@) =X (NeK).

Como f(7) = a°f(d) + ' f(ihr) = 2"’ + a* iy, pues [f(idg) = pouo,
f(ﬁk) = pau'yy fuo + 1) = p(u'o +u'y) implican po = pin = pu.
si,
o(X) =X+ ,u(a:ou’oJr.rlu’l) = )\(x’ou’0+:1:’1u’1) — (xo,xl) — 1/(;1;/073;/1>_
Es decir, o(X) = X' siy sélo si las coordenadas de X respecto a la referencia
{Up,Uy; U}, son las mismas que las de X' respecto a {U},U;;U’}.
1
Si X # U, yp= x_o es la coordenada no homogénea de X, podemos
x
enunciar el siguiente resultado:

2.16. Proposicién.- Dadas, en una recta proyectiva Py(F), las dos cua-
ternas de puntos (A, B,C,D) y (A’,B’,C",D’), tales que {B, A;C'}
y {B’, A’;C'} sean referencias proyectivas y que D # A y D' # A',
para que exista una homografia o: P|(E) — Py(F) que aplique la pri-
mera cuaterna en la segunda es necesario y suficiente que exista un
unico p € K, tal que (1, p) sean las coordenadas homogéneas de D en

la referencia proyectiva {B, A;C} y de D' en la referencia proyectiva
{B',A";C"}. []

2.17. Nota.- El escalar inico p obtenido en la proposiciéon anterior (coor-
denada no homogénea del punto D respecto a la referencia proyectiva
con punto origen B, punto impropio A y punto unidad C) es la razén
doble (ABCD); por consiguiente, una homografia conserva la razon
doble de cuatro puntos alineados, tanto si dicha homografia es entre
rectas proyectivas como en una situacién general (si es entre espacios
proyectivos n-dimensionales); ya que, como sabemos de la Nota 1.39.,
toda homografia transforma puntos alineados en puntos alineados.

Distintos valores de la razéon doble

La razén doble de cuatro puntos depende del orden en que se elijan. Como
hay veinticuatro permutaciones de cuatro puntos distintos, hay veinticuatro
formas en que la razén doble de cuatro puntos distintos puede escribirse. Sin
embargo, estas relaciones no tienen todas distinto valor. En efecto, procede-
remos a demostrar que las veinticuatro relaciones pueden distribuirse en seis
conjuntos de cuatro cada uno, tales que la razoén doble tenga el mismo valor en

cada conjunto. Del corolario de la proposicion siguiente se deduce que si uno
1 1 p—=—1 p

de estos valores se representa por p los otros son —, 1 — p, 1 : : T
-—pP P P
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2.18. Proposicion.- Si A, B,C, D son cuatro puntos sobre una recta proyec-
tiva tales que la razén doble (ABCD) = p, entonces:

1. Si intercambiamos dos cualesquiera de los puntos y al mismo
tiempo intercambiamos los otros dos, la razén doble no cambia(l).

1
2. Intercambiando sélo el primer par la razon doble resultante es —.
p

3. Intercambiando sélo el par de puntos del medio, la razén doble
resulta ser 1 — p.

Demostracion.- Es un ejercicio sencillo si, por ejemplo, se tiene en cuenta
el desarrollo de los distintos valores de las razones dobles, utilizando las coor-

denadas de los puntos que la forman. [-]
2.19. Corolario.- Si (ABCD) = p, entonces
1. (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) =p
2. (BACD) = (ABDC)= (DCAB) = (CDBA) = !
p
3. (ACBD) = (BDAC) = (CADB) = (DBCA) =1—p
4. (CABD) = (DBAC) = (ACDB) = (BDCA) = 1#
—p
5. (BOAD) = (ADBC) = (DACB) = (CBDA) = % =1-2
6. (CBAD) = (DABC) = (ADCB) = (BCDA) = p%l

Demostracion.- La primera se deduce de 1. de la proposicion. La segunda,
de la primera y de 2. de la proposicion. La tercera, de la primera y de 3. de
la proposicion. La cuarta de la tercera y de 2. de la proposicién. La quinta,
de la segunda y de 3. de la proposicién. Y la sexta, de la quinta y de 2. de la
proposicion. (]

2.3. Proyectividades entre espacios proyectivos de dimen-

si6on 1
Respecto a sendas referencias proyectivas sobre dos rectas proyectivas P; (F)

y P1(E") (espacios proyectivos unidimensionales) la ecuacién de una homografia
(proyectividad biyectiva) o: P (E) — Py (E"), viene dada por

x'0 a b 20
() T
Usando coordenadas no homogéneas, de tiene

't cx® + dat ,  c+dx
20 az0 + brl a+bx

(1) Hay un maximo de seis posibles valores distintos porque hay cuatro formas de permutar
como aqui se indica.

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



40 Plano proyectivo y recta proyectiva,

Para poder hacer este paso a coordenadas no homogéneas, hay que pre-
scindir del punto en P;(FE) de coordenadas (z°,z2') = (—b,a), al cual corres-
ponde el punto impropio en P;(E’); tampoco podemos tomar el punto impropio
en Pi(F), al que corresponde el punto en P;(E’) de coordenadas (b, d), como

se deduce al usar la expresion de la proyectividad en coordenadas homogéneas.

2.20. Definicion.- A los puntos que se corresponden con los puntos impro-
pios de cada recta se les denomina puntos limites de la proyectividad.

Desarrollando las tultimas ecuaciones, resultan éstas otras expresiones de
una homografia entre rectas proyectivas:
1,../1 1../0 /1.0 0,./0 _
mx " +nrx” +pr-x +qrr =0
o en coordenadas no homogéneas
max’ +nx + pxr’ +q =0,
con np —mq # 0.

De la propia definicién de la razén doble, y como se comenté en la Nota 2.17.,
la proyectividad asi definida conserva la razoén doble.

Reciprocamente, una biyeccién entre los elementos de dos rectas proyectivas,
que conserve las razones dobles es una homografia. Basta tener en cuenta
la relacion (ABCX) = (A'B’C’X’), para cuatro puntos y sus imdgenes, y
expresar X en la referencia {A, B;C'} y X’ en la referencia {A’, B’; C'}.

Determinacién de una proyectividad

Sabemos que una proyectividad (biyectiva) entre rectas proyectivas queda
determinada por tres pares de puntos homélogos o bien por condiciones equi-
valentes a ésta. Supongamos que los tres pares de elementos homélogos sean
A(a),A'(d); B(b),B'(b); C(c);C' (), entonces debe satisfacerse la ecuacién
de la proyectividad para cada par de ellos:

mxx’ +nx+ pr' +q¢=0
maa’ +na+pa’ +q=0
mbb' +nb+pb' +q=0
mec +ne+ pd + g = 0.

La compatibilidad de este sistema de ecuaciones, en las incégnitas m, n, p, q,
exige la anulacion del determinante:

xr' x 2 1
aa’ a da 1| 0
b b bV 1| 7
c ¢ 1

que representa la ecuacion de la proyectividad determinada por una terna de
pares de puntos homodlogos.

Elementos dobles. Clasificacion de proyectividades

2.21. Definicion.- Cuando la proyectividad es sobre una misma recta proyec-
tiva, se llama punto doble al que es homologo de si mismo.
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Si la ecuacién de la proyectividad es mxz’ + nx + px’ + ¢ = 0, tomando el
mismo sistema de coordenadas en ambos espacios proyectivos unidimensionales,
resulta que los elementos dobles son aquellos cuyas coordenadas son las raices
de la ecuacién

maz® + (n+ p)x + q = 0.

Si m = 0, al punto impropio le corresponde el punto impropio, asi éste es
doble.

La naturaleza de las raices de esta ecuacién depende del cuerpo con el que
estemos trabajando. En todo cuerpo conmutativo el nimero de raices no es

superior a dos (1), y por tanto a lo sumo existen dos puntos dobles, exceptuando
el caso de la identidad en que todos los puntos son dobles. En el cuerpo de los
numeros reales los casos posibles son:

a) La ecuacion tiene dos raices reales distintas. La proyectividad tiene dos
elementos dobles y se llama hiperbdlica.

b) La ecuacién no tiene solucién (raices imaginarias). No hay elementos
dobles y se denomina eliptica.

c) La ecuacién tiene una sola raiz. Hay un solo elemento doble y la pro-
yectividad recibe el nombre de parabdlica.

Si el cuerpo es el de los ntimeros complejos solo hay proyectividades parabd-
licas e hiperbdlicas.

Si el cuerpo es el de los cuaterniones, al ser no conmutativo, no podemos
garantlzar que el namero de soluciones sea menor o 1gual a dos; por ejemplo,
la ecuacién z2 + 1 = 0 tiene al menos seis raices, i, j, k, —i, —j, —k (en
realidad tiene un niimero infinito de raices, todas las de forma at + bj + ck con
a?+b%+c2=1).

Involuciones

2.22. Definicion.- Una involucién de un espacio proyectivo unidimensional
en si mismo es una proyectividad tal que su cuadrado es la identidad.
En una involucion, a los elementos homologos se les suelen denominar
conjugados.

En la definicién de involucién se exige que si X’ es el conjugado de X y si
X" es el conjugado de X', entonces X = X", y esto se ha de verificar para todo
X. Sin embargo, vamos a ver que esta condicién basta que se cumpla para un
s6lo elemento no doble. Es decir, vamos a establecer lo siguiente:

2.23. Proposicién.- Si en una proyectividad biyectiva o: Py(E) — Py (E),
un punto Xy es tal que o(Xo) = X} # Xo v 02(Xo) = Xo, entonces o
es un involucion.

Demostracién.- Supongamos que la ecuacién de o sea mza’+nx+px’+q = 0.
La copdicién U(X(,)) = Xo, significa que al sustituir xg por x{, y x{, por xo la
ecuacién debe seguir verificandose, o sea
/ / / /
mxoTy + nro + pry+q =0, mxyTo + nry + pro+q =0.
Por sustraccién de estas dos ecuaciones, miembro a miembro, resulta
/
(n —p)(zo — ) =0,

(1) Ver, por ejemplo, I.N.Herstein.- Algebra Moderna; Lema 5.2, Pag. 211.
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y siendo xg # x{,, resulta n = p, y la ecuacién de o queda
maz’ + p(x+ ') +¢=0.
Como esta ecuacién es simétrica en z y o, resulta que la condicién o(X') =
X se cumple para cualquier par de puntos, lo que prueba el enunciado. [-]

De esta ultima proposicion surge que la ecuaciéon de una involucion, en
coordenadas homogéneas, es ma'z't +p(zlz’® 4+ 212°) + ¢2°2’° = 0 y, en coor-
denadas no homogéneas, mxx’ + p(x + x’) + ¢ = 0; cumpliendo los coeficientes

de ambas ecuaciones la relacién siguiente: p? — mgq # 0.

2.24. Proposicion.- Una involucion esta determinada por dos pares de ele-
mentos homalogos.

Demostracion.- Si las coordenadas de los pares de puntos homélogos son
x1,T) y T2, x5, escribiendo que ambos pares satisfacen a la ecuacién de la in-
volucion, resultan dos ecuaciones lineales homogéneas que nos permiten calcular
los coeficientes m, p y ¢ (definidos salvo un factor). [-]

Sabemos, de la Proposicién 1.43., que las homografias sobre P;(F) forman
un grupo respecto a la composicién de aplicaciones, denotado por PGL(1, K).
Sin embargo, el subconjunto de este grupo formado por todas la involuciones
no es un grupo; basta considerar el siguiente contraejemplo: sean o y 7 las
involuciones que tienen por ecuaciones respectivamente, x+x' = ay x+x’ = b,
la proyectividad composicién, x — ' = a — b, no es una involucién.

No obstante se tiene el siguiente resultado:

2.25. Proposicion.- Toda proyectividad es el producto de dos involuciones

Demostracion.- Sea la proyectividad o y A un punto arbitrario; considere-
mos los puntos A’ =c(A), A” =c(A") y A" = o(A”). Entonces o estd deter-
minada por los pares de puntos A, A’; A", A" y A", A" y o es la composicién
o = 09001, siendo o1 y 09 las dos proyectividades, que son involuciones, defi-

nidas por tres pares de puntos homoélogos siguientes:
op: AJA"; AVA AYA oo: A" A AVAY AVAY. []

2.26. Proposiciéon.- Una involucién en la recta proyectiva P;(K) o bien
tiene dos puntos dobles (involucién hiperbdlica) o carece de ellos (in-
volucién eliptica). No existen involuciones con un sélo punto doble.

Demostracion.- Los elementos dobles de una involucién estan dados por las
raices de la ecuacién ma? + 2px +q = 0, y como p? —mq # 0, sélo se presentan
los casos citados en el enunciado. [-]

Ecuacién candénica de una proyectividad

Eligiendo convenientemente el sistema de coordenadas se puede conseguir
que la ecuacién general de una proyectividad tome una forma simple.

1. Si la proyectividad es parabdlica, tomando el inico punto doble como
impropio del sistema de coordenadas homogéneas sobre la recta, la ecuacién
maz? + (n + p)x + q = 0 no tiene raices propias y, por tanto, debe ser m = 0
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y n+p = 0, con lo que la ecuacion de la proyectividad queda de la forma

(poniendo o = g)
n

/
r =x+ o.

2. Si la proyectividad es hiperbdlica, tomando el sistema de coordenadas
de manera que los dos puntos dobles sean el origen y el impropio, resulta que
en la ecuacién ma? + (n + p)xr + ¢ = 0, debe ser m = 0y ¢ = 0; con lo que

queda de la forma (poniendo o = ——):

/
T = ax.
En el caso particular de que la proyectividad hiperbdlica sea una involucién,
a= —1.

2.27. Definicion.- A estas ecuaciones reducidas de una proyectividad se le
da el nombre de ecuaciones candnicas o reducidas de la proyectividad.

2.4. Proyectividades entre rectas contenidas en un plano
proyectivo

En este parrafo particularizaremos atin mas el estudio de proyectividades
entre espacios proyectivos unidimensionales, estudiando las que resultan entre
rectas contenidas en el plano real; lo que nos permitira un estudio grafico de
dichas proyectividades.

2.28. Definicién.- Dos rectas £ y L' contenidas en un plano proyectivo
se dice que son perspectivas, cuando existe una aplicacion biyectiva
o:L — L' tal que las rectas que unen cada punto con su imagen,
concurren en un mismo punto llamado centro de perspectividad. A la
aplicacién o: L — L' se le llama perspectividad.

La versién dual de esta definicion en el plano proyectivo sera:

2.28’. Definicion.- Dos haces de rectas son perspectivos cuando existe una
biyeccion entre ambos de tal forma que los puntos de interseccion de
cada recta con su imagen estan sobre una recta, llamada eje de pers-
pectividad.

2.29. Proposicion.- La razon doble se conserva por perspectividad.

Demostracién.- Sean Py, Py, P3, Py y P{, Py, P§, P; cuatro pares de puntos
correspondientes en una perspectividad, tenemos que verificar que
(PrP2 P Py) = (P{ Py P5Py).
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Tomemos sobre £ y £’ dos puntos A,B y A’, B’ correspondientes en la

perspectividad dada, entonces, para ¢« = 1, 2, 3,4, ponemos
P,=A+\B P =A"+ \.B
A=A+ a0 B'= B+ 30 P! = P, +~,0

de donde se obtienen las relaciones
Pl=A+XNB =A+XB+ (a+ \,3)O \,
P! =P, +~0=A+ \B+~,0 }:> ¢
Entonces, segun la expresion de la razén doble (en coordenadas no ho-
mogéneas) se tiene que
As— A1 A=A A3 AT A A
S v Wil v N, — A, SN = A

=\

7

= (P PyP3Py).

[]

2.30. Nota.- De lo dicho en la pagina 40, relativo a homografias y razén
doble, y de la proposicién precedente se sigue que toda perspectivi-
dad es una homografia (proyectividad biyectiva). El reciproco no es
cierto en general; daremos a continuacion una condicién necesaria y su-
ficiente para que esto ocurra, y luego veremos que toda proyectividad
es producto de perspectividades.

2.31. Proposicion.- La condicion necesaria y suficiente para que una pro-
yectividad entre rectas del plano sea una perspectividad es que el punto
de interseccion de ambas rectas se corresponda en la proyectividad.

Demostracién.- Supongamos que tenemos una proyectividad o: £ — L/, tal
que el punto M de intersecciéon de ambas rectas se corresponde (o(M) = M);
sean A, A" y B, B’ otros dos pares de puntos homdlogos en esta proyectividad.
Entonces, si O es el punto de interseccion de las rectas AA’ y BB’, toda otra
recta que une cualquier par de puntos homélogos pasa por O; es decir, se trata
de una perspectividad. En efecto, supongamos que tenemos un punto C' en
L y su homélogo C’' = o(C) en L' y si C” es el punto en L' que resulta de
proyectar C' desde O, se debe verificar que (M ABC) = (M A’B’C") y también
que (MABC) = (MA'B'C"), luego C' = C".
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O bien esta otra demostracion: Sea
O el punto de interseccion de las rectas
AA" y BB’, debemos establecer que O
estd en la recta CC’. Sean {A, B} una
referencia en £y { A’ B’} una referencia
en L. Como M € LN L', se puede
poner como M = A+bB = A'+b' B’, de
donde A — A" =bB" —bB = O, ya que
O el punto de interseccion de las rectas
AA"y BB'. Como C € L,C =A+ (B
y como C' € L''C" = A"+ B’. Un
punto X de la recta C'C’ es de la forma
X=C+~C"=A+B+~(A'"+3'B’).
Para los valores 6 = 3/ =0y v = 1,
A — A" = O estd en la recta CC".

Reciprocamente, si la proyectividad es una perspectividad los puntos A,
B y C de L se proyectan desde el centro de perspectividad O en los puntos
A'=0(A), B =0(B)y C"=0(C) y, por tanto, M se proyecta en si mismo,

es decir (M) = M

[]

Esta proposicion tiene la siguiente redacciéon en términos de dualidad en el

plano proyectivo:

2.31%*. Proposicién.- La condicién necesaria y suficiente para que una pro-
yectividad entre dos haces de rectas del plano sea una perspectividad
es que la recta que une los puntos bases de ambos haces se corresponda

en la proyectividad.

[-]

2.32. Proposicion.- Toda proyectividad entre rectas de un mismo plano es
el producto de, a lo sumo, tres perspectividades.

Demostracién.- Supongamos que o: L — L’ es una proyectividad no pers-

pectiva.

Tomemos en la recta AA’ dos puntos Py @ (que pueden ser A’y A) y sea la
recta L1 determinada por el punto B interseccién de las rectas PB 'y QB’ y el
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punto C7 interseccién de las rectas PC'y QC’. Si o1: L — L4 la perspectividad
de centro Py o}: L1 — L' la perspectividad de centro Q). El producto de ambas
o1 ° o1 tiene como pares de puntos homélogos A — A’ B+— B’y C — ('} y,
por tanto, se trata de la proyectividad o dada.

Si £ = L', necesitamos primero otra perspectividad para llevar la recta £
en otra L), y luego, por el método anteriormente expuesto, llevamos L] sobre
L’ por dos perspectividades. [-]

Construccién de proyectividades entre rectas y haces de rectas del
plano proyectivo real

Solo estudiaremos el caso de proyectividades entre rectas y, usando el prin-
cipio de dualidad, se puede hacer un estudio similar para proyectividades entre
haces.

Sean Ly L' dos rectas de Py(IR) y 0: L — L' una proyectividad (biyectiva),
determinada por tres pares de puntos homodlogos A, A’; B, B’ y C,C’. Dado
un punto X € L tratamos de construir geométricamente su homologo X’ € L.

Para ello, procederemos como en la proposicién anterior construyendo pre-
viamente la recta £q. En la préictica se suele tomar Q = Ay P = A’. Dicha
recta L1 es la que pasa por los puntos de interseccién de las rectas AB' y A’B'y
de las rectas AC" y A’C (homélogas en la proyectividad entre haces con vértices
en Ay A’). A larecta £1 se le denomina eje de perspectividad y pasa por los
puntos S de £ y T de £ homdlogos del punto de interseccién M de ambas rec-
tas, segun se consideren de unauotra (I'= M' =o(M), M = 5" = o(S)). Con
lo que el eje de perspectividad es independiente del par de puntos homodlogos
cogidos para determinarlo. (V)

Para determinar el homdélogo X’ de un punto X de L, sélo hay que tener
en cuenta que las rectas A’X y AX’ se deben cortar en el eje de perspectividad
L.

En caso de que £ coincida con L', es necesario proyectar primero sobre una
recta auxiliar, hacer la construccién entre £ y la recta auxiliar y luego de ésta

(1) Como ejercicio y apoyandonos en este hecho, podemos deducir de aqui el Teorema de
Pappus (Proposicién 2.10.) para el exdgono AB'CA’BC’.
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a L.

La construcciéon que hemos hecho es de primer grado, pues equivale a re-
solver la ecuacion
mxx’ +nx+pxr' +q=0

en ' dado z (o viceversa). Por tanto se puede hacer usando sélo regla.

En el caso de proyectividades sobre una misma recta, el problema de cons-
truir los puntos dobles es de segundo grado (resolver la ecuacién ma? + (n +

p)x+q = 0). Por tanto no basta, en general, solamente la regla, se necesita por
lo menos trazar una circunferencia. Comentamos aqui, de forma somera, coémo
se realiza tal construccion, cuyo desarrollo teérico se hace con mas detalle al
estudiar proyectividades entre conicas (pag. 99).

Una correspondencia biyectiva entre puntos de una circunferencia (1) se
dice que es una proyectividad cuando entre los haces de rectas que proyectan
puntos homologos desde dos puntos cualesquiera de la circunferencia existe una
proyectividad.

Dada una proyectividad sobre una circunferencia determinada por tres pares
de puntos homélogos A, A’, B, B’ y C,C’, para construir el homdlogo D’ de un
punto dado D, tomamos dos puntos correspondientes dados, por ejemplo A y
A’, como vértices de proyeccién y proyectamos desde A los puntos A’, B',C’, . ..
y desde A’ los A, B, C, ... Estos haces que deben ser, por definicién, proyectivos,
son de hecho perspectivos, pues la recta que une sus vértices AA’ se corresponde
con si misma (ver Proposicién 2.31*.). Para hallar el eje de perspectividad
bastard unir los puntos P = AB'NA'By @ = AC' N A'C. Ahora, para
determinar el homdlogo D’ de D, basta tener presente que las rectas AD’ y
A’'D se deben cortar en el eje de perspectividad PQ.

Los puntos dobles, si los hay, seran la interseccién de la circunferencia con
el eje de perspectividad (M y N en la figura).

Utilizando el Teorema de Pascal (pag. 178) para exdgonos inscritos en una
circunferencia se llega a demostrar que el eje de perspectividad obtenido no
depende de los haces tomados.

(1) Para todo el desarrollo que vamos a hacer se puede considerar una cénica en general,
pero tomamos la circunferencia por ser entre las cénicas la méas facil de trazar y de obtener
los puntos de interseccién con una recta.
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o

B’ ¢ B N c A’

Procedemos ahora a calcular los puntos dobles de una proyectividad sobre

una recta, utilizando lo dicho para proyectividades entre circunferencias. Para

ello, proyectamos los puntos de dicha recta sobre una circunferencia desde un
punto S de ésta, se obtiene asi una proyectividad sobre una circunferencia.

Los elementos dobles de esta proyectividad se sabe cémo hallarlos: son los
puntos de interseccion de la circunferencia con el eje de perspectividad de los
haces perspectivos con puntos base dos puntos homologos de la proyectividad
sobre la circunferencia. Proyectando de nuevo desde S estos puntos obtenidos
sobre la recta, se obtienen los puntos dobles buscados.

Si la proyectividad es de un haz de rectas en si mismo, basta con cortarlo
con una circunferencia que pase por el vértice del haz y entonces las rectas que
pasan por los puntos dobles de la proyectividad obtenida sobre la circunferencia
son las rectas dobles de la proyectividad entre las rectas del haz.

Para las involuciones, es decir proyectividades entre un mismo espacio
proyectivo unidimensional que coinciden con su inversa, la construccion de
puntos homélogos (llamados ahora conjugados) puede hacerse considerandolas
como un caso particular del estudio hecho para proyectividades en general o
bien utilizando el siguiente resultado:

2.33. Proposicion.- Cortando los tres pares de lados opuestos de un cua-
drivértice con una recta cualquiera se obtienen tres pares de puntos
que estan en involucion.

Demostracién.- Consideremos la proyectividad o: L — L sobre la recta £
con la siguiente terna de puntos homélogos: P +— P/, Q — Q' vy R— R, que
son los puntos en que dicha recta corta a los lados del cuadrivértice ABCD.
Veamos que se trata de una involucién, comprobando que la imagen de R’ es R;
para lo cual bastard con establecer la igualdad siguiente entre razones dobles:

(PQRR') = (P'Q'R'R).
Proyectando desde el punto C' la recta L sobre la recta £ 4p, resulta que

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



2.4. Proyectividades entre rectas contenidas en un plano proyectivo 49

(PQRR') = (ABRE;).
Proyectando ahora desde D la
recta Lap sobre la recta L, se
tiene
(ABRE,) = (Q'P'RR).
Y, finalmente, por el apartado
1 de la Proposicion 2.18., si se in-
tercambian los dos primeros pun-
tos y también los dos dltimos, re-
sulta el mismo valor de la razén
doble, es decir se tiene que

(PQRR') = (PPQ'R'R) [

Este resultado nos da un método para hacer en el plano proyectivo real
una construccion geométrica del conjugado de un punto () en una involucion
determinada por el par de puntos conjugados P, P’ y R, R'. Se procede de la
forma siguiente:

Se trazan las rectas PA, P'B y RA. Para hallar el conjugado de @, se le
une con B, lo que nos permite obtener el punto C' = PANQ@B. Uniendo C' con
R’, obtenemos el punto D = P"BNCR’. La interseccién de la recta AD con L
el punto Q' pedido.

Esta construccion es de primer grado, con lo que puede hacerse sélo uti-
lizando regla. Sin embargo, a la hora de construir los puntos dobles debemos
utilizar, como en las proyectividades, por lo menos una circunferencia.

C4

Desarrollaremos aqui, sin mucha precision tedrica, la construcciéon de pun-
tos dobles en una involucién sobre una recta, utilizando involuciones sobre
circunferencias, que son proyectividades (ver pag. 47) cuyo cuadrado es la
identidad. La involucién sobre la circunferencia queda determinada por dos
pares de puntos homodlogos, sean A, A’ y B, B’, pues como un tercer par de

/7 / . . .
puntos homélogos podemos tomar B’, B. El eje de perspectividad queda de-
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terminado por los puntos P = AABNB'Ay Q = ABNA'B’. Si queremos
hallar el homdélogo C’ de otro punto C basta observar que, por ejemplo, el
punto R = AC N A’C’ debe estar en el eje de perspectividad, con lo que la
recta AC' determina R y el punto C’ se obtiene intersecando la recta A’R con
la circunferencia.

Los puntos dobles de la involucion sobre la circunferencia son los de inter-
seccién de ésta con el eje de perspectividad (M y N en la figura).

Utilizando la misma construcciéon que se hizo para determinar los puntos
dobles en una proyectividad sobre una recta (ver pag. 48), podemos ahora de-
terminar los puntos dobles de una involucion sobre una recta del plano proyec-
tivo real.

Como sabemos por la Proposicién 2.26. que sélo hay involuciones hiper-
bélicas (con dos puntos dobles) o elipticas (sin puntos dobles), es necesario
confirmar aqui que el eje de perspectividad para una involucién sobre una cir-
cunferencia o bien corta a ésta en dos puntos o bien en ninguno. Para verificar
esto, fijémonos en la figura para observar que los pares de lados correspon-
dientes de los tridngulos ABC' y A’B’C’ se cortan sobre puntos de una misma
recta (el eje de perspectividad) y por tanto, por el Teorema de Desargues (pag.
27), las rectas AA’, BB’ y C'C’ son concurrentes en un punto O, conocido
como polo de involucion. Los puntos dobles de la involucion son los puntos de
contacto de las tangentes trazadas a circunferencia desde el punto O. Asi una
involucién sobre una circunferencia es hiperbdlica o eliptica segiin que el polo
de involucién sea exterior o interior a la circunferencia. Obsérvese que si O es
un punto de la circunferencia, lo cual corresponderia al caso de un sélo punto
doble, la involucién deja de existir, pues a todos los puntos de la circunferencia
corresponderia el mismo punto O. Se comprueba asi, como pretendiamos, que
no existen involuciones parabdlicas.

2.5. Cuaternas armonicas

2.34. Definicion.- Se dice que cuatro puntos A, B,C y D sobre una recta
forman una cuaterna arménica si su razon doble (ABCD) = —1.

Como (ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) = —1, tiene sen-
tido decir que los puntos A y B son conjugados armoénicos de C' y D, vy,
reciprocamente, C' y D son conjugados armonicos de A y B.

Aunque la definicién de cuaterna armonica la hemos dado para puntos de
una recta, vale también para cuatro elementos de cualquier espacio proyec-
tivo unidimensional sobre cualquier cuerpo (conmutativo) K. En el siguiente
parrafo veremos razones dobles en algunos de estos espacios.

2.35. Proposicién.- Si el cuerpo es de caracteristica p # 2, los cuatro el-
ementos de una cuaterna armonica son siempre diferentes. Sip = 2,
el cuarto arménico de tres puntos diferentes coincide siempre con el
tercero de ellos.

Demostracion.- Sean A, B,C tres puntos distintos de una recta. Elijamos
un sistema de coordenadas no homogéneas tal que el punto impropio I no sea
ninguno de los puntos A, B, C.
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El cuarto armonico tendra coordenada d, determinada por

c—a d—a (a+b)c—2ab
ABCD) = -1 — : =—-1 < d= :
( ) c—b d—b 2¢ — (a+b)
Si la caracteristica p = 2, resulta d = —c = ¢, es decir D = C. Reciproca-
mente, si D = C, o sea, si d = ¢, resulta 1 = —1, es decir, la caracteristica del

cuerpo es p = 2.

Supongamos ahora que p # 2. La coordenada no homogénea d del punto
D, pertenece al cuerpo K salvo que 2c¢ = a + b. En este caso, las coordenadas
homogéneas de D serdn (d°,d') = (2c— (a+1), (a+b)c—2ab) = (0, 1 (a —b)?);
D es entonces el punto impropio y, por tanto, distinto de A, B y C.

Cuando d € K, al no ser A, B y C' el punto impropio, no puede ocurrir que
d=a6d=>bdd=c, pues no se daria la relacién (ABCD) = —1. [

2.36. Proposicién.- En el plano proyectivo P>(K), con caracteristica de
K distinta de 2, en cualquier cuadrivértice dos puntos diagonales son
conjugados armonicos de los dos puntos en que la recta que los une
corta a los dos lados opuestos del cuadrivértice que pasan por el tercer
punto diagonal.

Demostracién.- Si la caracteristica p = 2, los puntos diagonales A, B, H
estan alineados (Postulado de Fano, pag. 32) y, por tanto, C = D = H, con lo
que (ABCD) = 1.

Proyectando desde R y a con-
tinuacién desde (), obtenemos
las siguientes relaciones entre ra-
zones dobles:

p=(ABCD)= (PSHD) =

1 1
= (BACD) = (ABCD) ~ »'
de donde p? =1y, como A, B,C
y D son diferentes, resulta que
p=—1. [-]

Esta proposicion nos permite hacer algunas construcciones graficas, de las
que entresacamos tres:

2.37. Ejemplo.- Dados tres puntos A, B y C sobre una recta ¢ en el plano
proyectivo real, hallar el conjugado armonico de uno de ellos respecto
a los otros dos.

Supongamos que queremos hallar el conjugado armonico de C' respecto a
Ay B. Se procede de la forma siguiente: Sea P un punto no perteneciente
a la recta . Se trazan las rectas PA y PB. Sea () otro punto en PB. Se
traza la recta C'() y sean los puntos R = CQNPAy S= RBNAQ. Entonces
D =/¢N PS es el punto buscado.

2.38. Ejemplo.- Dado en el plano euclideo un segmento AB sobre una recta
p y una paralela q a p, hallar graficamente el punto medio del segmento,
usando solo regla.
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Tracemos por A dos rectas que
corten a ¢ en P y (). Al unir
estos puntos con B obtenemos

R los puntos R = AQ N BP y

S = AP N BQ); tenemos asi un

cuadrivértice SQRP, cuyo lado

0 RS corta a p en el punto medio
C del segmento AB; pues en el
plano afin euclideo ampliado, si I
g es el punto impropio de las rectas
paralelas p y ¢, el que (ABCI) =

p A C B —1 implica que ¢ = (a +b).

2.39. Ejemplo.- Dadas en el plano euclideo tres rectas paralelas, a partir
de un punto de una de ellas determinar sobre la misma una sucesion
de puntos que la dividan en partes iguales, empleando sélo la regla.

Sean p, q,r las tres paralelas, O y A dos puntos en r, tales que OA sea la
distancia que ha de separar la susecion de puntos a partir de O.

Tracemos por O una recta cualquiera que corta a pen Py a g en (). Sean
ahora los puntos P, = pN AQ y Q1 = q N AP; tenemos asi un cuadrivértice
PPiQQ1 que tiene uno de sus puntos diagonales en A y otro en el punto
impropio I de las paralelas dadas. Como el lado PQ pasa por O, el lado P;Q1
corta a r en un punto B tal que (OBAI) = —1; luego A es el punto medio del

segmento OB, asi OA = AB.
q Q) Q

r

O A B C
Si ahora tomamos, en la construccién anterior, A en vez de O, B en vez de
A y la recta AP; en vez de la recta OP, obtenemos el punto P, = pN BQ y el
punto C' = r N Q1 P», verificAndose que
OA = AB = BC.

Continuando la construccién de forma analoga queda resuelto el problema.

2.6. Conservacion de la razén doble por secciones

En todo lo expuesto hasta aqui, al referirnos a un espacio proyectivo unidi-
mensional, hemos tomado casi siempre como modelo una recta. Podemos con-
siderar otros espacios proyectivos unidimensionales, por ejemplo, en el plano

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



2.6. Conservacion de la razén doble por secciones 53

proyectivo, un haz de rectas. Y la razon doble de los elementos de un haz tiene
la misma expresion que en la Definicién 2.15., una vez fijado un sistema de
referencia entre las rectas del haz.

La ecuacién de una recta en el plano es

uoazo + ugat + ugx? = 0,

siendo (2%, 2!, 22%) las coordenadas homogéneas de los puntos de la recta y
(ug, u1,usz) son coeficientes fijos que determinan la recta, denominadas coorde-
nadas pliickerianas de la recta.

Un haz de rectas en el plano es el espacio proyectivo unidimensional dual
de una recta, por consiguiente si tenemos dos rectas ry y r1 de coordenadas

(ud, uf, ud) v (ud,ul,ud), respectivamente, las coordenadas de una recta que

pasa por el punto que ellas determinan, seran de la forma Ag(ud,ud,u) +

A1 (up, ul, ud); es decir, la ecuacién genérica de una recta del haz es

Ao(udx? + vzt + udz?) + Ay (ugx® + uizt +uiz?) =0,
v (Ao, A1) son las coordenadas homogéneas de las rectas del haz.

Asf como tenemos una ecuacion agx’ +a;x' +asz? = 0, que satisfacen todos
los puntos de una recta a la cual llamamos ecuacién de la recta, por dualidad
podemos hablar de la ecuacién de un punto que es satisfecha por todas las
rectas que pasen por dicho punto (haz de rectas) y que es de la forma
a’ug + atug + aPus = 0,
siendo (ug, u1,us) las coordenadas homogéneas de las rectas del haz y los coe-

ficientes fijos (a%, a', a?) son las coordenadas del punto base del haz.

La razén doble de cuatro rectas de un haz r;(A\), \Y), (i = 1,2,3,4), es

o %
(rirorsry) = AL AT AL A
1727374 ‘)‘é A§‘0|)\§ )\é"

AT A AT AT

Si en vez de esta situacion particular en el plano proyectivo, consideramos
un espacio proyectivo n-dimensional, podemos definir de forma similar la razén
doble de cuatro hiperplanos de un haz de hiperplanos (conjunto de hiperplanos
que pasan por un subespacio de dimensién n — 2, que es el dual de una recta),
cuya ecuacion general es

Mo(udz® + - +ulz™) 4+ A (ua® 4+ - +ula™) =0,
siendo udz? + -+ +ulz™ = 0y ujz’ + -+ + ulz"™ = 0 las ecuaciones de dos
hiperplanos del haz que se toman como sistema de referencia respecto del cual
(Ao, A1) son las coordenadas homogéneas de un hiperplano del haz.

Hemos visto, en la situacién particular del plano (ver Proposicién 2.29.),
que la razén doble se conserva por proyecciones, veamos ahora que también se
conserva por secciones, resultado que probaremos en una situaciéon general.

2.40. Proposicion.- La razon doble de una cuaterna de hiperplanos de un
haz es igual a la razon doble de la cuaterna de puntos de interseccion
de los hiperplanos con una recta no contenida en ninguno de ellos.

Demostracién.- Sea un haz de hiperplanos en P, (K) de subespacio base
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de dimensién n — 2, F y L una recta que los interseca y no estd contenida en
ninguno. Dicha recta no puede tener puntos comunes con F, pues si los tuviera
estaria contenida al menos en un hiperplano. Consideremos dos hiperplanos
del haz Hy v ‘Hy y sean Uy y Uy, respectivamente los puntos de interseccion
con la recta £; tomemos n — 1 puntos independientes en F, que junto con los
anteriores constituyan una referencia proyectiva {Uy, U, ...,U,} en P,(K).

H, H,
Respecto a esta referencia, las ecuaciones de la recta £ son 22 =0, ..., 2" =
0; la ecuacion del hlperplano Ho que contiene al punto Uy es ! = 0 y la del

hlperplano Hies 20 =0.
Otro hiperplano H del haz tendra por ecuacion

2t + 22 =0.
El punto P de interseccién de £ con H tiene por coordenadas homogéneas
(1,=X,0,...,0) y, por tanto, —\ es su coordenada no homogénea en la recta £

respecto a la referencia {Up, Uy }. Luego cada hiperplano del haz y su punto de
interseccion con la recta tienen la misma coordenada, salvo signo; por consigu-

iente, las razones dobles de cuatro elementos en cada uno de ellos coinciden.
[]

Como aplicacion de que la razoén doble se conserva por proyecciones y sec-
ciones, demos otra demostracion del Teorema de Desargues para dos triangulos
en el plano (Proposicién 2.4.), el cual se enuncia ast:

“Si dos triangulos son tales que sus lados se cortan dos a dos en tres puntos
situados sobre una recta, sus vértices estan situados dos a dos sobre tres rectas
concurrentes en un mismo punto”.

Sean ABC y A’B’C’ los tridngulos cuyos lados se cortan dos a dos en los
puntos P = ABNA'B’,Q = BCNB'C'y R=ACNA'C’ situados en la recta
L.

Consideremos la perspectividad entre los haces con puntos base en C y C’
cuyas rectas homologas se cortan en £L: CAw— C'A',CB— C'B'yCP — C'P
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(CC" — C'C por ser perspectivos). La razén doble de cuatro rectas y de sus
cuatro homologas coinciden; al cortar cada haz por una recta se obtienen cuatro

puntos con la misma razén doble. Asi se tiene
(PABM) = (PA'B'M"),

5
M_ B
C
R T P
C
C?
///// A 7
- ///// / B)
M

siendo M = ABNCC’'y M’ = A’B'NC'C. Con lo que la correspondencia entre
los puntos de las rectas ABy A’B’ tal que A— A’, B— B’y M — M’ es una
perspectividad, pues tiene como homélogo el punto P comun a ambas rectas;
por tanto, las rectas que unen vértices homoélogos concurren en un mismo punto

0.
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TEMA 111

Proyectividades entre espacios
proyectivos reales
bidimensionales

Restringiremos nuestro estudio, por comodidad en la terminologia, a trans-
formaciones entre planos. No resultando dificil sustituir uno o ambos planos
por otro tipo de espacio proyectivo bidimensional, de hecho en el iltimo parrafo
estudiaremos proyectividades entre el plano puntual y el plano reglado.

3.1. Colineaciones. Definicién y ecuaciones . . . . . .. ... .. .. 57
3.2. Elementos dobles de una homografia. Clasificaciéon . . . . . . . 59
3.3. Homografias especiales . . . . . . .. .. ... ... ... .. 65
3.4. Correlaciones . . . . . . . .. .. e 80

3.1. Colineaciones. Definicién y ecuaciones

3.1. Definicién.- Se llama colineacidon entre dos planos proyectivos a una
aplicacion o: P,(IR) — P3(IR), biyectiva tal que a puntos alineados del
primer plano corresponden puntos alineados en el segundo plano.

El exigir que la aplicacién sea biyectiva garantiza que todo punto de P»(IR)
tiene una sola imagen y que todo punto de Pj(IR) es imagen de uno y de
un solo punto de P5(IR). Sin embargo, la definicion no exige que todos los
puntos de una recta r se apliquen en todos los puntos de una recta r’, ni que
puntos alineados de Pj(IR) sean imagen de puntos alineados de P»(IR). No
obstante, estas propiedades si se deducen de la definicién, como vamos a ver
en la siguiente proposicion.

3.2. Proposicién.- Si 0: Po(IR) — P4(IR) es una colineacion, entonces los
puntos de cualquier recta r de Py(IR) se aplican sobre todos los puntos
de una recta r’ de Py(IR).

Demostracién.- Sea r una recta de P»(IR) y Up, U; dos puntos distintos de
r. Los puntos imagen U = o(Uy) y U{ = o(U;) determinan una recta r’ en
Pj(IR). Veamos que o(r) =r'.

Sea X = z°Uy + z'U; un punto arbitrario de r. Por hipétesis, X' =
o(2°Uy + 21Uy estd en la recta r'; luego o(r) C r’.

Supongamos ahora que la otra inclusién no se verifica; existe entonces un
punto A’ en " tal que es la imagen de un punto A no contenido en r. Asi los
puntos de las rectas que pasan por A se aplican en r’ y por tanto o (P2 (IR)) C /;
con lo que se llega a una contradiccion al ser o biyectiva. Por tanto, también
se verifica ' C o(r).

[]
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3.3. Corolario.- Sio: P,(IR) — P;(IR) es una colineacion, entonces la apli-

cacién inversa o~ ': Py(IR) — P»(IR) también es una colineacién.  [J

3.4. Corolario.- Dados tres puntos no alineados en P5(IR) sus transforma-
dos en Py(IR) por una colineacion no estan alineados. [

3.5. Proposiciéon [Teorema fundamental de la geometria proyectiva]

Las ecuaciones de una colineacion o: P,(IR) — Py(IR), relativa a sendos
sistemas de coordenadas proyectivas, son

A’ = afx® + alx! + afz?

Mt = apz® + alat + ala?

A2 = a22® + a3x! + a3a2?
con determinante \a;| # 0 y donde X\ es un factor de proporcionalidad
debido a usar coordenadas homogéneas.

Las ecuaciones de una colineacién, puestas en forma matricial, quedan:

AX' = AX

donde A es una matriz no singular (JA| # 0) y X, X’ representan matrices
columnas formadas con las coordenadas de un punto y su imagen, respectiva-
mente.

La demostracién de esta proposicion puede verse en el Apéndice B. [-]

3.6. Nota.- Después de este resultado, el concepto de homografia (proyec-
tividad biyectiva) y colineacién coinciden. A partir de ahora daremos
prioridad al término homografia.

3.7. Corolario.- Una homografia entre dos planos queda determinada por
cuatro pares de puntos homadlogos, tales que en ninguno de los planos
haya tres de ellos en linea recta.

Demostraciéon.- Es una situacion particular de la Proposicion 1.42. Lo
que se hace es tomar en cada plano los cuatro puntos dados como puntos
bases y unidad para sendos sistemas de coordenadas proyectivas, con lo que la

ecuaciones
Az’ = 20 A\x't = gt A% = 2?

son las de la homografia dada en cuestion. []

3.8. Proposicion.- Toda homografia entre dos planos subordina una pro-
yectividad entre los elementos de dos rectas homdlogas o de dos haces
homdlogos.

Demostraciéon.- Tomando los sistemas de coordenadas de manera que las

dos rectas correspondientes r y 7’ sean respectivamente z¥ = 0y 2’° = 0, las
ecuaciones de la homografia resultan ser de la forma

A0 = 20
Azt = alz® + alx! + ala?
\z'? = a22® + a3x! + a3z’
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La correspondencia entre los puntos de la recta r, cuyas coordenadas son
de la forma (0,z',22), y los de la recta r’, cuyas coordenadas son (0, 2!, 2'?),
esta dada por la transformacion
At = alz! + alx
\z'? = afzt + a3a?
cuyo determinante es distinto de cero; se trata pues de una homografia (pro-

yectividad biyectiva) entre r y /.

Para haces, basta cortar por rectas homoélogas y reducirlo al caso anterior.
[]

2

3.2. Elementos dobles de una homografia. Clasificacion

Consideremos ahora el caso en que los planos proyectivos 1 = P>(IR) y
7’ = P5(IR) coincidan y el sistema de referencia sea el mismo en ambos planos.

3.9. Definicién.- Se llama punto doble de una homografia entre planos su-
perpuestos al que coincide con su imagen. Y recta doble la que coincide
con su homdloga.

Las homografias entre planos superpuestos se clasifican atendiendo al nime-
ro y disposicion de sus puntos y rectas dobles. Sea la homografia o representada
por las ecuaciones

pX'=AX (IA] #0, p € R—{0})
para que un punto sea doble deberd verificarse X’ = kX y, llamando A = pk,
queda el sistema de ecuaciones
AX = AX 0 sea (A=X)X =0,

que desarrollado queda:

(ad — N)x® + a2 + ad2?=0

ajx® + (at — N)at + adz?=0

azx® + a?z! + (a3 — \)22=0.

Para que este sistema de ecuaciones homogéneas tenga soluciéon no trivial
debera ser nulo el determinante de los coeficientes, o sea

ad — \ al a)
p(A) =]A -] = ay  ai—X\  ad = 0.
a? a? a3 — \

Esta ecuacion en A, se llama polinomio caracteristico y es de tercer grado.
Para cada raiz real \; se busca el rango de la matriz
A— NI,
si éste es igual a 2, a \; corresponde un solo punto doble; si es igual a 1, le

corresponde una recta de puntos dobles; y si es igual a cero, la homografia es
la identidad.

Dado que una homografia lleva rectas en rectas, determinemos ahora las
ecuaciones de esta correspondencia entre rectas que la homografia o determina:
Dada una recta de ecuacién

UX = 0, wupz®+uiz! +ugz?® =0,

: t : :
(X, U representan matrices columnas y U, matriz traspuesta, matriz fila),
donde (ug, u1,us) son sus coordenadas pliickerianas, su transformada por o es

TA-IX! = 0; y, por tanto, las coordenadas de la recta se transforman segin la
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expresién matricial U =U A7l osea \U' = t(A_l)U , que puede escribirse
asi

AU = AU’

puesto que el factor de proporcionalidad puede ponerse indistintamente en
ambos miembros.

Las rectas dobles se obtendran resolviendo el sistema de ecuaciones
(Y4 - AU =0.
Igual que para el caso de los puntos dobles debera resolverse el polinomio
caracteristico | SA— AT | = 0, que es el mismo que el polinomio |4 — AI| = 0. Por

lo que sus raices son las mismas y el problema de determinar las rectas dobles
coincide con el de los puntos dobles.

Propiedades del polinomio caracteristico

Con el objeto de clasificar las homografias vamos previamente a recordar
algunas propiedades del polinomio caracteristico:

3.10. Proposiciéon.- Si \; es una raiz de p(\) = |A — A| = 0 y rango(A —
A1) < 2, entonces A1 es una raiz multiple.

Demostracién.- La derivada (Dde p(\) es
Fony ai — \ a ad — A a$
PA) = a? a3 -\ ai a3 — A\ aj  ai — A\

Si el rango de la matriz A — A\ es menor que dos, todos los menores del
segundo miembro de la relacién anterior son nulos para A = Ay y, por tanto,
p' (A1) = 0; lo que prueba que \; es una raiz multiple de p(\) = 0.

Derivando nuevamente se tiene

p"(A\) = 2(ag — A) +2(a; — A) +2(a3 — A)
y, por tanto, si el rango de A — )\1] es cero, con lo que se tendrd aj — A1 =
ai — A\ = a3 — \; = 0, resulta p”()\;) = O, 0 sea, A1 es una raiz triple del
polinomio caracteristico. [-]

3.11. Proposicién.- Si A1, Ay son raices de p(\) = |[A—XI| = 0 con Ay # Ao,
P, es un punto doble correspondiente a A1 y {2 es una recta doble
correspondiente a Ao, entonces Py esta en la recta (.

Demostracion.- Sean A1, Ao las raices a las que corresponden el punto doble

P1(p°,pt,p?) v la recta doble £3(ug,u1,us), respectivamente, se cumple en-
tonces

M p) =A 0 p P Aa(uo wr up) = (up uy up)A.
Multlphcando la primera a la izquierda por (up u; us) y la segunda a la

derecha por (p p! p?) y restando ambas, queda
(A1 — A2)(uo w1 ua) (0° p* p?) =0,

(1) La derivada de un determinante de orden n es la suma de n determinantes cada uno
de los cuales tiene n — 1 filas comunes con el dado y la otra fila es la obtenida derivando los
elementos que figuran en dicha fila en el determinate original. Andlogamente puede derivarse
por columnas.
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esto es (A1 — A2) (uopo + uipt + uzp2) =0y como \; # Ao, se tiene
uop® 4+ u1p" + usp® = 0,
o sea el punto P, (p°, pt, p?) esté en la recta upx® + uiz! + ugx? = 0. [-]

3.12. Proposicién.- Sia una raiz Ay de p(A) = [A — M| = 0 le corresponde
un dnico punto doble P; (una tnica recta doble (1) =
[Py € {1 <= )1 es una raiz multiple |.

Demostracién.- Tomando el punto doble con coordenadas (1,0,0), resulta
ad = A\1,a} = 0,a3 = 0; con lo que el sistema (tA — AU =0, para A = \q, se
reduce a dos ecuaciones independientes y se escribe

aluo + (al A )u1 + afus=0
aSug + adui + (a3 — A1)us=0.

La ecuaciéon de la recta doble solucion del sistema es

Uuo uy U2
2 0 2 0 1 g
y por tanto dicha recta es
2 0 2 0
1 2 _ 0 42 _ )\ €z 0 1 L =
as as 1 as ajp 1 a3 as
Si el punto (1,0,0) estd en la recta, resulta
2
as a3 — \

Por lo que el polinomio caracteristico admite a A\; como raiz multiple, ya
que en el caso que estamos considerando, dicha ecuacion es

1 2

0 a; — A ay _
(CLO )\) CL% a/% Y =0.
Y reciprocamente, si la raiz es multiple el punto y la recta son incidentes.

Los casos posibles de tipos de raices del polinomio caracteristico, que uti-
lizaremos para hacer la clasificacién del préximo parrafo, son los siguientes:

I. A1, )2, A3 simples (?) rango (A —X\I) =2 (i=1,2,3)
IT. Ay simple y A2, A3 imag. conjugadas rango (A — A1) =2
ITI.  A; doble y Ay simple rango (A — A1) =2 y rango (A — X2l) =2
V. A1 simple y A2 doble rango (A — X\ 1) = 2 y rango (A — Xol) =1
IV. A1 triple rango (A — 1) =
VI. X triple rango (A — M\ I) =
VII. )\ triple rango (A — M\ 1) = O

Clasificacion de las homografias. Ecuacion reducida

Anélogamente a como se ha hecho con las homografias sobre la recta proyec-
tiva real (pag. 41 y 43), vamos a obtener una clasificacién de las homografias
en el plano, ateniéndonos a sus elementos dobles, los cuales tomados como
parte de un sistema de referencia nos permitiran dar unas ecuaciones reduci-
das de las mismas, ttiles a la hora de la resolucién analitica de problemas y
cuestiones sobre ellas. Asi mismo y simultdneamente analizaremos cuales de

@)Lo subrayado son condiciones necesarias impuestas por otras condiciones en dicho caso.
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ellas o conjuntos de ellas forman grupo respecto al producto (composicién de
homografias).

I. Homografia con tres tinicos puntos dobles.

Corresponde al caso en que las tres raices del polinomio caracteristico son
reales y distintas.

Obtenemos tres puntos dobles y tres rectas dobles formando un tridngulo.
Si tomamos los puntos dobles como vértices de un triangulo de referencia de
un sistema de coordenadas proyectivas, la ecuacion de la homografia toma la
forma:

&\
e}
>
—
@)
)
8
en)
e}

>~
&
—
I
(@}
>~
[\
(@}
)
—_
=

8

. xr .
e 0 0 A 2 22 e \(0,1,0)

II. Homografia con un solo punto doble y una sola recta doble no incidentes.

Corresponde al caso en que el polinomio caracteristico tiene una sola raiz
simple real y dos imaginarias conjugadas. La homografia recibe el nombre de
torsidn proyectiva, el punto doble, centro y la recta doble, eje.

Tomando el punto doble como punto (1,0, 0) y la recta doble como la 2° = 0,
la ecuacion de la homografia resulta ser:

n | _ 11 1
Al oz = 0 a7 a3 x
z'? 0 a? a3 z?

ITI. Homogratia con dos puntos dobles y dos rectas dobles.

Corresponde al caso en que el polinomio caracteristico tiene una raiz simple
y una raiz doble, para las cuales el rango de A — A\I es 2.

Las rectas dobles son: la que une los puntos dobles, mas otra recta que pasa
por el punto doble correspondiente a la raiz doble. Tomando los puntos dobles
como puntos (0,0,1) y (1,0,0) del sistema de coordenadas y las rectas doble

como las rectas 22 = 0 y ! = 0, la homografia se expresa por:

0 AMoa) 0 20
A 33/1 = 0 /\1 0 513‘1
x'? 0 0 X x?

IV. Homografia con un solo punto doble y una sola recta doble incidentes.

Corresponde al caso en que el polinomio caracteristico tiene una raiz triple,
para la cual el rango de la matriz A — A\ es 2.
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Tomando como punto doble el (1,0,0) y la recta doble la 2% = 0, las ecua-
ciones de la homografia quedan:

2’ Aoal al 20
AM 2t = 0 A ad x!
x'? 0o 0 X\ x?

V. Homografia con un punto doble y una recta de puntos dobles que no
inciden. Homologia.

Corresponde al caso en que el polinomio caracteristico tiene una raiz simple
y una raiz doble para la cual el rango de la matriz A — A\I es 1.

La homografia recibe el nombre en este caso de homologia, el punto corres-
pondiente a la raiz simple se le llama centro de homologia y a la recta de puntos
dobles se le llama eje de homologia.

Tomando como coordenadas del centro (1,0,0) y el eje de homologia como

la recta 2% = 0, las ecuaciones quedan entonces:

x'0 A 0 0 20
A a:’l = 0 )\2 0 331
x'? 0 0 X x?

El Teorema de Desargues (pag. 27) da lugar a un homografia de este tipo.

Se llama razén de homologia a la razén doble del centro, un punto del eje
y un par de puntos homoélogos de la recta (doble) determinada por aquellos.
Sea C' el centro y P un punto del eje que tomaremos como base del sistema de
coordenadas sobre la recta que los contiene, entonces

| |
(CAXX') = a0 a0 _ —xl(20) _ Apztz? A ,
2 0] |20 0 20(—at)  Xoxlzl Ao ’
xt 1 o't 1
y la ecuacion de la homologia puede escribirse entonces como sigue:
0 k 0 0 Y
AM 2t =101 0 !
x'? 0 0 1 x?

La homologia se dice involutiva cuando el producto por si misma es la
identidad; se tiene en este caso que

E 0 0 E 0 0 K2 0 0
0 1 0 0 1 0 | = 0O 1 0],
0 0 1 0 0 1 0 0 1

por lo que la razén de homologia es £ = £1. Si k£ = 1 la homologia es la
identidad y si k = —1 la cuaterna (CAX X’) = —1, es arménica y la homologia
se denomina también armoénica.

Realmente, “toda homografia involutiva (que no sea la identidad) es una
homologia armonica’”.

Demostraremos este hecho por dos vias distintas. Soélo tenemos que de-
mostrar que se trata de una homologia:

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



64 Proyectividades entre espacios proyectivos reales bidimensionales

Primera demostracién: Sea o una homografia involutiva; tomemos cuatro
puntos P, P, Q, Q' tales que no haya tres alineados y que verifiquen
o(P) =P, o(P") = P, a(Q) =0Q, a(Q) = Q.
Sea O el punto de interseccion de las rectas PP’y QQ’, y ¢ la recta que une
los dos restantes puntos diagonales del cuadrivértice PQP’'Q’. Existe entonces
una Unica homologia armoénica 7 con centro en O y eje ¢; ademas, por la
Proposicion 2.36.,
r(P) =P, w(P)=P @=0, 1Q)=Q
Entonces o7 deja los cuatro vértice fijos y, por tanto, o7 = I. Ya que 7 es
involutiva, 7 = 7!, asf o7 = I implica que o = 7.

Segunda demostracién, usando coordenadas: Si o es una homografia invo-
lutiva de ecuaciones A X’ = AX, se verifica A2X = \X, esto es
J

AX =XA'X = (A - AA_) =0=A=)\A" :>A—:p,

donde AJ representa el adjunto de a] en la matriz A. aj
Para que o sea homologia el rango de la matriz
0 0 0
ag N A 1a1 a%
ag a; — A as
a? a? a3 — \
debe ser menor que 2 para un cierto valor de A, o sea, debe ocurrir que
0 0 0 0 0 0
ap—A_ 4] _ ay ag— A _aj s
1 = 1 — 1 2 T 27T 9 ’
ag a; — XA a; ag ai a5 — A
de donde
adad — aa} A2 aia§ — adal A3
A
2 2 2 2
agat —ajag Ay _aja} —ajei  Ag
- 2 T T2~ 0 -0
ay ay ay ai
Al
Condiciones que manifiestamente se verifican tomando A = —p = ——.
a’

J

Una homologia queda determinada en cualquiera de los casos siguientes:

a) Conocido el eje, el centro y un par de puntos homoélogos (alineados con
el centro).

b) Conocido el centro, el eje y un par de rectas homdlogas (concurrentes
con el eje).

c) Conocidos dos tridngulos tales que los pares de vértices homdlogos estén
en rectas concurrentes.

d) Conocidos dos tridngulos tales que los puntos de intersecciéon de lados
homoélogos estén alineados.

VI. Homografia con un punto doble y una recta de puntos dobles que
inciden. Homologia especial.

Corresponde al caso en que el polinomio caracteristico tiene una raiz triple
A1, para la cual el rango A — A\ es igual a 1. En este caso el centro de
homologia esta en el eje y se conoce como homologia especial.
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3.3. Homografias especiales 65

Tomando el centro como el punto (1,0,0) y el eje como la recta 22 = 0, las
ecuaciones de la homologia especial son

x° A0 ad 0
AM 2t = 0 A ad x!
JJ/2 0 0 )\1 332

Las homologias con el mismo centro y eje forman grupo.

VII. Identidad.

Corresponde al caso en que el polinomio caracteristico tiene una raiz triple
A1, para la cual el rango de la matriz A — A1 es cero. Sus ecuaciones son

20 1 0 0 20
A 2 =101 0 x!
x'? 0 0 1 x2

Las homografias con un mismo tridngulo doble forman un subgrupo del
grupo lineal proyectivo PGL(2, IR).

3.3. Homografias especiales

Afinidades o transformaciones afines

3.13. Definicién.- Sean 7 y n' dos planos proyectivos en los cuales se dis-
tinguen las rectas impropias. Se llama afinidad a toda homografia
o:m — 7' que aplica la recta impropia en la recta impropia.

3.14. Nota.- En caso de que m = 7, una afinidad es una homografia con
la recta impropia doble. Teniendo presente que rectas paralelas son
aquellas que tienen un punto impropio comun, la siguiente proposiciéon
evidente, se puede tomar como definiciéon alternativa de afinidad.

3.15. Proposicién.- Una afinidad entre planos es una homografia que trans-
forma rectas paralelas en rectas paralelas. [-]

Las ecuaciones de la afinidad, si la recta % = 0 se transforma en la recta
2’ = 0, se escriben
)\3’}/0 — xO
Azt = alz® + alxt + ala?
Az'? = a3x® + afxl + ada?.
O bien en coordenadas no homogéneas o afines,
' =a} +ajx + ady
y' = af +ajr + a3y.
O en forma matricial

(v )=Cad i) (o))
y' a% Qs Yy a(Q) '
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De estas ecuaciones surge que el conjunto de las transformaciones afines de
un plano en si mismo forman grupo. Es el grupo afin, subgrupo del grupo lineal
proyectivo.

3.16. Proposicion.- Una afinidad entre planos queda determinada por tres
pares de puntos homologos propios, no alineados en ninguno de los dos
planos.

Demostracion.- Los coeficientes de la afinidad en coordenadas no homogé-
neas quedan determinados por las seis ecuaciones que expresan los tres pares
de puntos homoélogos, cuya matriz de coeficientes tiene rango seis, debido a las
condiciones impuestas a los puntos dados. [-]

O bien, podemos dar una demostracién grafica o sintética como sigue:

SiA B,CyA,B’, C'"son los puntos homologos dados, trazando por C'y C’
las paralelas a AB y A’B’, y por Ay A’ las paralelas a BC'y B'C’ se tendrdn
los puntos D y D’ que no estan en los lados de los tridngulos formados por los
puntos dados y que seran homologos por corresponderse las rectas paralelas.

Por tanto, se tienen ya cuatro pares de puntos homélogos y la homografia
queda determinada.

O bien en el plano afin euclideo ampliado:

D C
D,
| (0]
Bl
A’
A B

3.17. Proposicion.- Una homogratia es una afinidad si y sélo si conserva la
razon simple.
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Demostracion.- En efecto, si k es la razon simple de tres puntos alineados

Al (xla y1)7 A2(x2a y2)a Ag(ﬂ]g, y3)7 esto es

k:(AlAzAg):xg_xl :yg—y17

L2 —T1 Y3 — Y1
la razon simple de los puntos homologos A (x},y]), AL (2, y5), As(zh, y5), es

vy —ay _ap(wy —an) —ax(ys —y1) _ ark(we —an) —azk(ye —y1) _

wh— 2 al(xe —x1)+tad(ye —y1)  al(wo — 1) +ak(ys — 1)

Reciprocamente, sea A un punto impropio de 7, supongamos que su homo-
logo A’ no es impropio; sea £ una recta en 7 que tiene la direccién determinada
por A, y en ella sean B y C dos puntos cuyos homélogos sean puntos propios
(que estardn en una recta que pasa por A’), se tiene asi que

(ABC) =1 y (A'B'C") #1,
luego no se conserva la razén simple y se llega a una contradiccién al suponer
que A’ no es impropio. Con lo que la imagen de la recta impropia en 7 es la
recta impropia en 7’: se trata de una afinidad. [-]

Semejanza. Ecuaciones

Consideremos a partir de aqui el plano proyectivo deducido del plano afin
real euclideo ampliado.

3.18. Definicion.- Se llama semejanza entre dos planos proyectivos a toda
afinidad que conserva los angulos.

3.19. Nota.- Dos triangulos homologos tendran sus angulos iguales y, por
tanto, seran semejantes en el sentido de la geometria elemental.

3.20. Proposicion.- Si una homografia transforma rectas perpendiculares
en rectas perpendiculares es una semejanza.

Demostracion.- Puesto que dos rectas perpendiculares a una tercera son
paralelas entre si, se deduce que si se conserva la perpendicularidad también se
conserva el paralelismo, es decir, la homografia es una afinidad.

Veamos que se conservan los angulos.

Supongamos que los planos son superpuestos. Sea a una recta doble, a =
a’, y en ella dos puntos homdlogos distintos A y A’. La homografia dada
subordina sobre los haces de rectas de base los puntos A y A’ una perspectividad
(proyectividad con la recta que une los puntos base doble). Para determinar
el eje de perspectividad, sean p y g dos rectas perpendiculares del primer haz,
sus homologas p’ y ¢’ también son perpendiculares. Distinguiremos ahora dos
casos:
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b Q b

p’/IND

» Si p y p’ son paralelas, también lo seréan q y ¢, y el eje de perspectividad
serd la recta impropia, con lo cual a cada recta por A le corresponde la paralela
por A’ y, en consecuencia, los dngulos correspondientes son iguales.

= Si p y p’ no son paralelas, tampoco lo serdn ¢ y ¢’. Sean P y () los puntos
respectivos de intersecciéon de ambas rectas.

El cuadrilatero AQA’ P estd inscrito en una circunferencia de diametro PQ).
El eje de perspectividad P(Q es perpendicular a AA’, puesto que tiene que pasar
por el punto de interseccién de las perpendiculares b y b’ a AA" por Ay A,
respectivamente.

En consecuencia, P(Q es perpendicular a AA’ en el punto medio del segmento
AA’ (en una circunferencia, una cuerda queda dividida en dos partes iguales
por el didmetro perpendicular a ella).

Luego si £ es una recta del haz A que forma un angulo « con p, su homédloga

¢’ formara también un dngulo a con p’; pues si L = £N ¢ es el punto del eje de
perspectividad (didmetro PQ), entonces /PAL = /PA'L. []

Para determinar las ecuaciones de una semejanza, tengamos presente que
por tratarse de una afinidad, sus ecuaciones seran
A0 = 20
At = afa® + ajx! + adz?
A% = al2® + afz! + a3z

Dada una recta de direccién mq = g, su direccién perpendicular serd mo =

—7- A estas rectas les corresponden dos rectas perpendiculares, cuyos puntos
impropios son

(0,aia + azb,ata + a3b) y (0, —aib + aza, —a3b + a3a),
por consiguiente, se ha de verificar: ata + alb = \(—a?b + a3a), a3a + a3b =
Maib — ada).

O sea (al —Aa3)a+ (a3 +Xa?)b=0 (a2 + Xad)a + (a2 — Aal)b = 0.
Ecuaciones que deben satisfacerse para todo a y b, luego
al = a3, a3 = —\a?, a? = —\aj, az = \ai,

de donde surge que A = +1.
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Tenemos asi que la matriz de una semejanza es de uno de los dos tipos:

1 0O O 1 0 0
@ al dl ad al dl
2 1 1 2 1 1
apg —ag aj apg Gy —aj

De estas expresiones matriciales de las semejanzas se sigue que el conjunto
de las semejanzas sobre un mismo plano constituyen un subgrupo del grupo
afin.

3.21. Proposicién.- Una semejanza conserva la razén de distancias entre
pares de puntos homologos.

Demostracién.- Sean X e Y dos puntos de coordenadas afines (x1,x3) e
(y1,y2) v sus puntos homélogos X'(x,z}) e Y/ (v}, %), se tiene

XV =\ /(yh — 2h) + (4 — 24)? =

- \/ 31 — 1) +ag(y2 — 362))2 + (af(y1 — z1) + ad(y2 — m2))2 _

=l — @) ((@)? + (ah)?) + (2 — 22)* (a})? + (a})?) =

= W¢ (a})?

Con lo que X 'Y’ \/

)2 = k = constante. ]

3.22. Deﬁnicién.— Se llama razén de semejanza a la constante cociente de
distancias entre dos pares de puntos homadlogos.

Igualdad o movimiento

Si en las ecuaciones de la semejanza en coordenadas cartesianas
v = a} +alz + aly
y' = a2 —alx +aly
ponemos cos f = al/k: sen ) = —a2/k donde k es la razén de semejanza, las
ecuaciones quedan asi
1’ = k(zcosf — ysend) + a}
y' = k(xsend + ycos0) + a?.
Cuando la semejanza es entre los puntos de un mismo plano y se emplea el
mismo sistema de coordenadas, si k = 1 la transformacién anterior da lugar a

una igualdad o movimiento, ya que los angulos y los segmentos son iguales.
Asi las ecuaciones anteriores representan:

I. Sia}=a3=0,un giro alrededor del origen de amplitud 6:
2’ =xcosh — ysenf
y' = xsenf + ycosb.

II. Cuando este giro es de 180°, la simetria respecto al origen:
o=z, Y =—y.
II1. Si # = 0, una traslacién: ' =x+a} Yy =y+di

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



70 Proyectividades entre espacios proyectivos reales bidimensionales

Haremos ahora un descripcién sucinta de los diferentes movimientos aqui
estudiados.

De las ecuaciones de una traslacion, resulta evidente que el conjunto de las
traslaciones forman grupo.

Observando las ecuaciones de una traslacién y las de un giro de centro el
origen, se deduce facilmente que las ecuaciones de un giro de centro en el punto

de coordenadas (a,b) y amplitud 6 son:
/

' = (x—a)cosh — (y —b)senb + a
Yy = (x—a)senf+ (y — b)cos + b.

3.23. Proposicion.- Un giro queda determinado por dos pares de puntos ho-

mdélogos P, P' y Q, Q) tales que los segmentos P(Q) y P’'()’ sean iguales
pero no paralelos.

Demostracion.- Basta considerar el punto de encuentro de las mediatrices
de los segmentos PP’ y QQ'. Los tridngulos PAQ y P'AQ’ son iguales por
tener los tres lados iguales y, por tanto, se pueden superponer girando alrededor
de A un éngulo # = /PAP' = /QAQ’.

Si los segmentos PQ y P'Q’
son iguales y paralelos, en la
construccion anterior las media-
trices son paralelas y por tanto
su punto de encuentro es im-
propio, con lo que no existe el
giro; en este caso los segmentos
pueden llevarse a coincidir con
una traslacién. De aqui que a ve-
ces se consideren las traslaciones
como giros de centro impropio.

[-]
3.24. Proposicion.- La condiciéon necesaria y suficiente para que las ecua-
ciones
r_ 1 1 1
T =a1x + axy + ag
/
y = afe+ ady + of
representen un giro es que se cumpla ai = a3,as = —a?, (a})?*+(a3)? =
1
lya; #1.

Demostracién.- Dichas ecuaciones deben ser las de una semejanza de razén
k = 1, de donde resultan las tres primeras relaciones. Si estas tres primeras
relaciones se cumplen, el angulo de giro 6 estd determinado por cualquiera
de las condiciones ai = cosf,a; = —senfl. Ademss, igualando los términos
independientes de las ecuaciones de un giro de centro cualquiera con los de las
ecuaciones de la transformaciéon dada y teniendo en cuenta las relaciones entre

senf, cosf,al y a}, resulta:
a

%)a—aQb
+ (1 _al)
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3.3. Homografias especiales 71

estas ecuaciones permiten encontrar las coordenadas (a,b) del centro del giro
siempre y cuando el determinante del sistema sea distinto de cero, o sea (1 —

ai)? + (a3)? = 2(1 — al) # 0, es decir al # 1.

Si se cumplen las tres condiciones ai = a3,a} = —a? y (a1)? + (a})? =1
pero ai = 1, resulta entonces que a3 = 1,a; = 0 y a?® = 0; con lo que la
transformacién se reduce a

' =1+ ag Y =y+aj
es decir, se trata de una traslacién. (-]

3.25. Proposicién.- El producto de una traslacion por un giro es otro giro
de la misma amplitud.

Demostracion.- Consideremos la traslaciéon 7 y el giro o de ecuaciones
S {x’:x—l—m o= {x’:(x—p)COSH—(y—q)seHQ—l—p
B y =y+n y' = (z—p)sent + (y — q)cost +q.
Las ecuaciones de la transformacién producto o7 son
' =(x+m—p)cost — (y+n—q)send +p
v =(x+m—p)send + (y+n—q)cosf +q.

Comparando con las ecuaciones de la Proposicién 3.24., resulta al = cos 6,

a} = —senf y a3 = cosf, y por tanto se cumplen las condiciones de dicha
proposicién para que se trate de un giro, ademas el angulo de giro es el mismo
0 del giro o. [-]

El centro (a,b) del giro producto se puede hallar resolviendo las ecuaciones
que a tal fin aparecen en la demostracion de la Proposicién 3.24., aunque
también podemos emplear el siguiente método grafico:

. Sea C' el centro del giro o de am-
A plitud 0, Cy = 7(C),Co = 771(C) y

C1 = o(C1). Entonces

| (oT)(Ca) =C (o7)(C) = CYy.

| Por tanto, el segmento CyC se trans-

forma en el segmento CC? y el cen-

| tro A del giro producto o7 se halla,

% segun la Proposicion 3.23., interse-

1 cando las mediatrices de los segmen-

tos CoC'y C'C1.

s
s
s
’
s
s
s

3.26. Proposicion.- FEl producto de dos giros es un giro de amplitud igual
a la suma de las amplitudes de los factores. Si los dos giros tienen la
misma amplitud y sentido opuesto, el producto es una traslacién (o
giro de centro impropio).

Demostracién.- Sea el giro o1 de centro C1(p1,¢1) y amplitud 6; y el giro
oo de centro Co(p2,q2) v amphtud 62, de ecuaciones (i = 1,2

= ! —(a:—pz)cosﬁz—(y—qz)sen91+pi
0O; = /
Yy = (z —p;)senb; + (y — q;) cos 0; + q;.
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El producto o201 tiene por ecuaciones
v/ = ((z —p1)cost; — (y — q1) sen by + p1 — pa) cos o—
((a: —p1)senby + (y — q1) cosO1 + q1 — Q2) sen 0o + po
r_
y' = ((x —p1)cosby — (y — q1) sen by + p1 — p2) sen o+
)

((z — p1)send; + (y — q1) cos b1 + ¢1 — q2) sen b2 + qo,
0 sea

x' = xcos(0y 4+ 02) —ysen(fy + 03) + ¢
y' = xsen(0y + 02) + ycos(01 + 02) + d,

que son las ecuaciones de un giro de amplitud 6 = 6, + 6-.

Para la segunda parte de la proposicién, si #; = —6, estas ecuaciones
quedan
¥ =x+c y =y+d
que representan una traslacion. [-]

El centro de rotacion del producto de dos giros se puede determinar grafica-
mente como sigue:
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Sea M = o '(Cy) y O] = 02(C}), ast
resulta que o901(Cy) = 02(C1) = Cl y
0201(M) = 03(0107 (Ca)) = 02(C2) =
Cs.

Por tanto, mediante o901 el segmento
C1 M se transforma en el segmento C1Cs.
El centro de o901 es el punto A, inter-

seccion de las mediatrices de los segmentos
C1C1 y My (segun la Proposicion 3.23.).

A/
M  Notese que si 61 = —05, las rectas C1 M
o y C1C5 son paralelas y por tanto el giro
/ 1 3

producto es una traslacién.

De todo lo expuesto sobre traslaciones y giros se deduce inmediatamente
que, respecto al producto de transformaciones:

— El conjunto de todos los giros alrededor de un punto fijo es grupo.

— El conjunto de todos los giros del plano no es grupo.

— ElI conjunto de todos los giros mas las traslaciones es grupo (grupo de
los movimientos).

Pasamos ahora a estudiar el movimiento que nos queda, es decir la simetria
respecto a un punto.

Una simetria respecto a un punto genérico A(a, b) puede obtenerse teniendo
en cuenta las ecuaciones de la simetria respecto al origen 2’ = —z,y' = —y y
las de una traslacion, o bien considerandola como un giro de amplitud 7 = 180°
alrededor de A, por lo que sus ecuaciones resultan:

¥ =—x+2a y = —y + 20.

De los resultados dados para giros, particularizados a este caso, podemos
enunciar:

— El producto de una traslaciéon por una simetria respecto a un punto
(giro de amplitud 180°) es otra simetria respecto a un punto.

— El producto de dos simetrias, cada una respecto a un punto, es una
traslacion.

En efecto, se puede considerar que la primera simetria es un giro de 180° y
la segunda un giro de —180°.

Homotecia

2" = k(xcosf — ysend) + a}
"= k(zsenf + ycosf) + a?,
tomamos k #1,0 =0y ao = a2 = 0, tenemos la homotecia de centro el origen

y de razén k, cuyas ecuamones son
2 = kx y = ky.

Cuando en las ecuaciones de la semejanza {

Si el centro de homotecia es el punto A(a,b) y si P(x,y) y P'(«’,y) son
puntos homodlogos, como debe verificarse
' —a Yy —b

_ — L
r—a y—2>b ’
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se deduce que las ecuaciones de la homotecia de centro A(a,b) y razén k, son

¥ =k(x—a)+a y' = k(y —b) + b.
La inversa de estaltransformacién es: )
x:E(x’—a)—l—a y:E(y’—b)—l—b;

con lo que “la inversa de una homotecia es otra homotecia de igual centro y
cuya razon es la inversa de la de la homotecia dada”.

3.27. Proposicién.- La condicion necesaria y suficiente para que las ecua-

ciones

/
v’ = ajz + ady + a}
y' = air + a3y + ag

representen una homotecia es que se cumplan las relaciones ai =

0,a? =0,ai{ = a3 y ai # 1.

Demostraciéon.- Comparando esta ecuaciones con las de la homotecia de

centro A(a,b) y razén k resulta que debe tenerse al = 0,a3 =0y ai = da3.

El valor a] = a3 serd la razén de homotecia y las coordenadas del centro
se obtienen igualando los términos independientes de ambas ecuaciones que,
poniendo k = a}, resulta el sistema

(1—k)a = a} (1—k)b=a?,
que permitira calcular (a,b) si k = af # 1.

Si se verifica al = 0,a? = 0,a} = a3 y ademds al = 1, la transformacién
del enunciado es una traslacion. [-]

3.28. Proposicion.- FEl producto de dos homotecias es otra homotecia cuya
razon es igual al producto de las razones y cuyo centro esta alineado
con los centros de las dos homotecias dadas.

Demostracién.- Para simplificar la demostracién, consideremos una homote-
cia 1 con centro en el origen, con lo que sus ecuaciones son
= kix v = kiy.
Si tomamos la segunda homotecia 7, con centro en el eje O X, sus ecuaciones

SO1
/

' = ko(x — az) + ag y' = koy.

Las ecuaciones de la transformacién producto 7,7, serdn entonces
x' = kikox + as(1 — ko) y' = kikay,
que comparadas con las ecuaciones de una homotecia de razén k y centro
A(a,b), resulta
k = kiko —kb+b=0 — koas + as = —ka + a.

Por lo que si k1ks # 1, resulta que el producto 7217 es una homotecia de
razén k = ki1ko y abscisa del centro a = as(1 — ko) /(1 — k1k2).

Cuando ki1ko = 1, las ecuaciones de 1m21m; quedan reducidas a

/ /
' =x+az(l —ky) y =y
que son las ecuaciones de una traslacién, que puede ser considerada como una
homotecia de razoén 1 y centro impropio. [-]
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Simetria axial

En las otras ecuaciones de la semejanza, o sea en las
x' = k(xcosf + ysend) + a}
y' = k(zsenf — ycosf) + a3
si ponemos k = 1, = 0, a} = a2 = 0 se obtiene la simetria axial respecto al
eje OX
=z y = —y.
Para determinar las ecuaciones de la simetria axial respecto a una recta r
arbitraria supongamos que ésta esté dada por su ecuacion normal, es decir

rcosa+ysena —p =0,

siendo p la distancia de la recta al ori-
gen de coordenadas y a el angulo que
forma la normal a la recta con el eje
OX. La distancia de un punto P(z,y)
a la recta r es d = x cosa+ ysen a — p,
y por tanto la distancia de P a su
simétrico P’ respecto de r es igual al
doble de d. Asi, las coordenadas de
P’'(2',y") son, teniendo en cuenta que
OA=0A"+ A’Ay AP = AB + BP,

x =1x' + 2dcosa y =1y + 2dsena
Sustituyendo d por su valor, teniendo en cuenta las relaciones trigonomé-

tricas 2cos? @ —1 = 1 — 2sen? o = cos 2a, 2sen o cos o = sen 2 'y reordenando

términos, resultan como ecuaciones de la simetria axial de eje r las siguientes:

2’ = —xcos2a — ysen 2a + 2p cos «

y' = —xsen 2« + ycos 2a + 2psen a,

vH

]
@)

de donde se tienen, en particular, las ecuaciones de la simetria axial respecto
al eje OX antes consideradas, poniendo p =0y a = 7/2.

3.29. Proposicién.- FEl producto de dos simetrias axiales respecto a dos
rectas no paralelas es un giro con centro en su punto de interseccion y
amplitud igual al doble del angulo entre las dos rectas.

El producto de dos simetrias axiales de ejes paralelos es una trasla-
cién de vector director normal a los ejes y modulo igual al doble de la
distancia entre los mismos.

Demostraciéon.- Para establecer el primer caso, tomemos un sistema de
coordenadas de tal forma que el eje OX sea el eje de la primera simetria y el
origen de coordenadas sea el punto de interseccién de los dos ejes de simetria,
siendo 6 el dangulo entre éstos; entonces las ecuaciones de la primera simetria
01 son

=z y = —y.

Y las ecuaciones de la segunda simetria o, se obtienen de las ecuaciones gene-
rales de la simetria axial, poniendo p =0y a = 7/2 + 6, resultando:

2’ = —xcos?2 (g +0> — ysen 2 (g +0>
y = —xsen?2 <g +9) + 1y cos 2 <g +0) .
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Por tanto, las ecuaciones de la transformacion producto o901 son

2’ = xcos 20 — ysen 26

/

y' = xsen 260 + y cos 20,
que representan las ecuaciones de un giro de centro el origen y amplitud 26.

En caso de que los ejes de simetria sean paralelos, tomando uno de ellos
como eje OX y el otro a una distancia p, ambas simetrias tienen por ecuaciones,
respectivamente,

g = ¥ =ux o = { ¥ =u
' y =~y ’ y = —y+2p,
por lo que las ecuaciones de la transformacion o201 son, en este caso,
=z y =y +2p,
que son las ecuaciones de una traslacién de vector director perpendicular a los
ejes y modulo igual al doble de la distancia entre ellos. [-]

De todo lo expuesto relativo a semejanzas de razén k = 1, es decir de trans-
formaciones que conservan las longitudes de segmentos homodlogos, se deduce
que el conjunto generado por las traslaciones, los giros y las simetrias axiales
constituyen grupo, denominado grupo de isometrias del plano; dos figuras que se
transforman mediante una isometria se suele decir que son congruentes, aunque
este término se reserva por algunos autores solo para aquellas isometrias que
conservan la orientacion de las figuras.

El Programa de Erlangen

El concepto de geometria como estudio de invariantes relativo a ciertas
transformaciones ha motivado la clasificacion que vamos a tratar a continua-
cién.

Dos figuras situadas en el mismo plano son congruentes si y solo si es posi-
ble hacer que una figura coincida con la otra por medio de traslaciones, giros
y simetrias respecto a una recta, es decir si una figura se lleva sobre la otra
mediante una isometria, transformacién que conserva las distancias entre pares
de puntos homodlogos. El estudio de las propiedades de las figuras de un plano
euclideo que son invariantes respecto al grupo de isometrias corresponde a lo
que se denomina geometria métrica euclidea plana. Propiedades tales como:
longitud, area, congruencia, punto medio, paralelismo, perpendicularidad, co-
linealidad de puntos, concurrencia de rectas, estan entre los invariantes y son
propiedades estudiadas en la geometria métrica euclidea.

El estudio de las propiedades de figuras que permanecen invariantes respecto
a las semejanzas del plano euclideo, es decir transformaciones compuestas por
traslaciones, giros, simetrias respecto a rectas y homotecias corresponde a la
geometria de semejanzas o equiforme; geometrl’a que estudia las propiedades que
son invariantes por el grupo de semejanzas (pag. 69). Respecto a este grupo
de transformaciones, propiedades tales como longitud, area y congruencia no
son ya invariantes y por tanto no son estudiadas por la geometria equiforme;
pero punto medio, paralehsmo perpendicularidad, colineaciéon de puntos y con-
currencia de rectas si siguen siendo propiedades invariantes y consecuentemente
son objeto de estudio en esta geometria.
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La geometria proyectiva plana (pag. 20) es el estudio de aquellas propiedades
de las figuras de un plano proyectivo que permanecen invariantes cuando dichas
figuras son sometidas a transformaciones proyectivas (o sea, transformaciones
producto de perspectividades (pag. 45)), el conjunto de las cuales constituye
(pag. 19) un grupo (grupo proyectivo). De las propiedades mencionadas anteri-
ormente, sélo la colinealidad de puntos y la concurrencia de rectas permanecen
invariantes.

El conjunto de todas las transformaciones proyectivas del plano proyec-
tivo que convierten una cierta recta en si misma (considerémosla como recta
impropia o recta del infinito) constituye un grupo de transformaciones deno-
minado grupo afin (pag. 66). El estudio de las propiedades de las figuras que
son invariantes por el grupo afin de transformaciones se conoce con el nombre
de geometria afin plana. Son invariantes para esta geometria el paralelismo, la
colineacién de puntos y la concurrencia de rectas.

Todas las geometrias descritas anteriormente son geometrias planas, pero
pueden hacerse estudios similares en el espacio tridimensional o en espacios
de dimension superior. Asi mismo, en todas las geometrias precedentes se han
considerado conjuntos sobre los que se aplican las transformaciones de un cierto
grupo de transformaciones formados por puntos, pero se pueden considerar
conjuntos cuyos elementos sean rectas, circunferencias, etc.

Consideraciones como las anteriores llevaron a Felix Klein, en 1872, a pre-
sentar una definicién sorprendente, altamente fructifera y muy general de una
geometria, definicién que abrié nuevos campos a la investigacion geométrica e
introdujo armonia y elegancia en el caos existente entonces en la informacion
geométrica. Como este concepto de geometria fue desarrollado por Klein en su
discurso inaugural de aceptacién de una Céatedra de la Universidad de Erlan-
gen, dicho concepto y sus implicaciones han recibido el nombre de Programa de
Erlangen de Klein. Tal definicion es la siguiente:

3.30. Definicion.- Una geometria es el estudio de aquellas propiedades de
un conjunto M que permanecen invariantes cuando los elementos de
M se someten a transformaciones de cierto grupo de transformaciones
G. Tal geometria la representaremos por I'(M, G).

Por consiguiente al construir una geometria puede elegirse un conjunto y
grupo de transformaciones actuando sobre los elementos del conjunto elegido.
En particular, fijado el conjunto, podrian estudiarse las geometrias caracteri-
zadas por varios subgrupos propios del grupo de transformaciones de una geo-
metria dada, obteniéndose de este modo unas geometrias que comprenden a
otras. Por ejemplo, como el grupo de las transformaciones de la geometria
métrica euclidea plana es un subgrupo del grupo de las transformaciones de
la geometria equiforme, se desprende que las definiciones y teoremas que se
verifican en esta ultima deben cumplirse también en la primera. En la misma
forma, como el grupo de transformaciones de la geometria afin es un subgrupo
del grupo de las transformaciones correspondientes a la geometria proyectiva,
se deduce que una definicién o teorema que se verifique en la geometria proyec-
tiva tiene que verificarse también en la geometria afin. Agregando la recta
del infinito a los planos de la geometria métrica euclidea y de la geometria
equiforme (considerando que esta recta adicional se transforma en si misma
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en dichas geometrias), resulta que las diversas geometrias consideradas en este
parrafo, pueden disponerse en el siguiente orden
métrica euclidea, equiforme, afin, proyectiva,

donde el grupo de transformaciones de una cualquiera de ellas es un sub-
grupo de transformaciones de otra cualquiera de las siguientes geometrias de la
sucesion; todo teorema de una de ellas es valido en las geometrias anteriores en
la sucesion, asi de las geometrias citadas, la geometria métrica es la mas rica
en teoremas.

Otra de las muchas geometrias que pueden encajarse en esta codificacién
es la geometria hiperbdlica o de Lobachevski, para la cual damos un modelo a
continuacion:

El conjunto de las transformaciones proyectivas de un plano proyectivo en
si mismo, que convierten una circunferencia dada C en si misma y al interior
de C en si mismo, constituye un grupo de transformaciones G. Sean P y @)
los extremos de las cuerdas determinadas por dos pares de puntos A y B del
interior de C, estando estos puntos en el orden P, A, B, (). Se define la distancia
proyectiva desde A hasta B por d(A, B) = In(ABPQ); se verifica entonces que
d es invariante respecto a las transformaciones proyectivas de G. Sea A un
punto fijo interior a C y B un punto que se mueve sobre una cuerda fija que
pasa por A hacia la circunferencia como posicién limite, entonces la distancia
proyectiva tiende a oo.

Sean a y b dos cuerdas que se cortan dentro de la circunferencia C y sean
p v q las tangentes (imaginarias) trazadas desde el punto de interseccién de a

b a C, si definimos el angulo proyectivo formado por las cuerdas a y b como
(1/27) In(abpq), dicho dngulo queda también invariante por transformaciones
proyectivas de G.

Tenemos asi un modelo para la geometria hiperbélica I'(M, G), siendo M
el conjunto de los puntos interiores de la circunferencia C mas los puntos de
la circunferencia como puntos impropios, las rectas son las cuerdas de C, las
distancias y los angulos son las distancias y los angulos proyectivos. El grupo
de transformaciones es el grupo de las transformaciones proyectivas G, consi-
derado arriba, cuyos elementos, por lo dicho anteriormente, son isometrias. Asi
['(M, G) es la geometria métrica lobachevskiana (o hiperbdlica) plana

Otro ejemplo de geometria surge al considerar una transformacién en el
plano en que las nuevas coordenadas sean funciones racionales de las antiguas
y estas ultimas sean funciones racionales de las primeras. Se tiene asi un grupo
de transformaciones mas general que las proyectivas ya que éstas estan descritas
por funciones racionales de grado 1:

o ar + by + ¢ ,  dr+ey+f

mx +ny +p J ma:+ny+p'
Con lo que resulta una geometria plana mucho mas general, llamada en un
principio geometria algebraica plana, si bien esta terminologia se utiliza ac-
tualmente para una geometria que no se ajusta al modelo kleiniano, ya que no
toda transformacién racional admite inversa, es decir aparecen puntos singu-
lares en estas transformaciones.

También la topologia puede considerarse como una geometria I'(M, G) en
el sentido del Programa de Erlangen de Klein, donde ahora M es una espa-
cio abstracto a cuyos elementos llamamos puntos, junto con un conjunto de
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relaciones en las que intervienen dichos puntos al que llamamos estructura del
espacio (en este caso estructura topoldgica), y el grupo de transformaciones G
es aqui el conjunto de los homeomorfismos de M en si mismo. Las propiedades
del espacio M que permanecen invariantes por todos los homeomorfismos del
espacio se denominan propiedades topolégicas y la topologia es el estudio de
las propiedades topologicas. En el caso particular del plano tenemos asi un
ejemplo ain mas general que la geometria proyectiva definida por un grupo
de transformaciones. Las transformaciones del plano en si mismo estan dadas
ahora por las ecuaciones
"= f(z,y) y = g(z,y),

donde las aplicaciones f y g son homeomorfismos; el conjunto de estas trans-
formaciones forman un grupo. El estudio de las propiedades de las figuras del
plano que permanecen invariantes ante las transformaciones de este grupo de
transformaciones se conoce como topologia del plano. Su grupo de transforma-
ciones abarca todos los grupos de transformaciones mencionados previamente
y todo teorema de la topologia plana se verifica en las demés geometrias.

Como para estudiar una geometria desde el punto de vista del Programa de
Erlangen es necesario dar un conjunto y un grupo de transformaciones sobre
él, es imprescindible dar una equivalencia de geometrias:

3.31. Definicién.- Dos geometrias 'y (M1, G1) y I'o(Ms, Gy) se dice que
son equivalentes si existe una biyecciéon ¢: My — My tal que o €
Gi1— ¢pooop~! € Gy sea una biyeccién.

Un ejemplo de geometrias equivalentes lo proporciona el principio de du-
alidad de la geometria proyectiva plana. La geometria proyectiva del plano
considerada como conjunto de puntos es equivalente a la geometria proyectiva
del plano considerado como conjunto de rectas. Asi para cada teorema de una
de las dos geometrias equivalentes, existe un teorema correspondiente en la
otra y esta correspondencia puede conducir al descubrimiento de teoremas en
una geometria si se conocen en otra equivalente, asi como permitirnos acudir a
aquellas de las geometrias donde el teorema tenga mas facil demostracion.

Hemos de decir finalmente que, durante casi cincuenta anos, la sintesis y
codificaciones de las geometrias de Klein se mantuvieron esencialmente validas.
Sin embargo, en 1906, Maurice Fréchet inauguré el estudio de los espacios ab-
stractos, y aparecieron algunos estudios muy generales que los matematicos
consideraron que debian incluirse dentro de la geometria, pero los cuales no
encajaban necesariamente en la clasificacién kleiniana. Asi un espacio es un
conjunto, a cuyos elementos se les denominan corrientemente puntos, con una
coleccion de relaciones (denominadas estructura del espacio) entre dichos pun-
tos que no tiene por qué relacionarse con la estructura de los invariantes de
un grupo de transformaciones; teniéndose como ejemplos de estos estudios a la
geometria algebraica y a la geometria de variedades diferenciables.
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3.4. Correlaciones

3.32. Definicién.- Se llama correlacion entre dos planos m y ' a toda apli-
cacion biyectiva de los puntos de m sobre las rectas de w’, tal que a
puntos contenidos en una recta corresponden rectas que pasan por un
punto y reciprocamente.

Es consecuencia del teorema fundamental (Apéndice B) que una correlacién

o:m — 7 transforma las coordenadas (z°,2!,2%) de un punto de 7 en las

rden g, U7, U una r s in uaciones:
coordenadas (u(, u},us) de una recta de 7', se las ecuaciones

/ 0
Ug app Aop1r Aaop2 X
/ 1
A Uq = aip ai1 Qaig T ]az-j| 7é 0.
/ 2
Uy Q20 QG211 Q22 x

o bien, en notacién abreviada, A\U" = AX, |A| # 0.

La recta UX = 0 se transforma en el punto AU = 0, que tiene por
coordenadas A\ 'A~1U = X' , por lo que la ecuacién de la correlacion entre las
rectas de 7w y los puntos de 7’ tienen por ecuacién \U = tAX , es decir

U Qoo Q10 Qa20 20
_ Al
A U1 = apr ai1 G921 T |0,z'j| 75 0.
12
U2 Qo2 Q12 Aa22 x

Homografia asociada a una correlacion. Polaridad

Supongamos ahora que los dos planos 7 y 7’ coinciden y que estdn referidos
al mismo sistema de coordenadas.
3.33. Definicion.- Se llama homografia asociada a una correlacion al cuadrado
de dicha correlacion.

3.34. Definicion.- Se llama polaridad a una correlacion de homografia aso-
ciada la identidad, es decir, a una correlacion involutiva.

Ecuacién de la polaridad.- La ecuacién matricial de la correlacién que envia
el punto X en la recta U es A\U = AX; la imagen de la recta U debe ser

el punto X de partida, es decir uU = tAX , con lo que vAX = tAXx , v la
ecuacién de la homografia asociada es v.X = A~! PAX. Ast 'A = VA, entonces
Al = \tA\ = 13| A| y como |A| # 0, resulta que v = 1, por tanto la matriz

asociada a una polaridad es simétrica: A = "A, es decir las ecuaciones de la
polaridad son:

0
U app Aop1 Aaop2 x
_ 1
A (51 = apr ai11 Qi2 i ‘CLZ'j| ;é 0.
2
U2 ap2 G12 a2 X

3.35. Definicion.- FEn una polaridad, si r es la recta homdloga de un punto
P, se dice que r es la polar de P, y que P es el polo de r. Dos puntos se
dicen que son conjugados respecto a una polaridad cuando uno de ellos
esta en la polar del otro. Dos rectas son conjugadas en una polaridad
cuando una de ellas pasa por el polo de la otra.
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Obtengamos ahora la expresién analitica de la condiciéon de conjugacion de
dos puntos y de dos rectas:

Supongamos que Y y Z son dos puntos conjugados respecto a una polaridad
de matriz asociada A. Sean V y W la rectas homodlogas respectivas, entonces,
como el punto Y estd en la recta W,

AW =AY W=A4Z Wy=0=%Uy=0=Y%YA4z=0
o en funcién de las componentes, la condicién de que Y y Z sean conjugados

eS:
2

Z aijyizi =0.

1,J=0

3.36. Definicion.- Un punto se dice que es autoconjugado si esta en su polar.

El lugar geométrico de los puntos autoconjugados se denomina cénica pun-
tual y tiene por ecuacion:
2
E aj;z'x? = 0.

1,J=0

Analogamente, teniendo en cuenta las ecuaciones que dan el polo de una
recta:

ZUO AOO AOl A02 uo
>\ le1 — AlO All A12 Uy 7
5132 AQO A21 A22 Uo

donde A" es el menor complementario relativo a la entrada en la matriz que
sus indices indican, se llega a obtener que la condicién para que las rectas de

coeficientes (vg, v1,v2) ¥ (wp, w1, ws) sean conjugadas es:
2

Z Aij’Ui’wj' = 0.

1,J=0

3.37. Definicion.- Una recta se dice que es autoconjugada si pasa por su
polo.

El lugar geométrico de las rectas autoconjugadas, que recibe el nombre de
cOnica tangencial, tiene por ecuaciéon:
2

Z Aijuiuj = 0.

i,J=0

Algunas propiedades.-

» 1) Las polares de los puntos de una recta pasan por el polo de la recta.
En efecto,
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() esta en la polar de P = Q
= t(AP)Q =0= P
= tPtAQ =0=
= PAQ =0=

. YAP)X =0
= (AQ)P=0=
= P esta en la polar de Q). ¢
(AQ)X =
» 2) La recta que une dos puntos autoconjugados no puede ser autoconju-

gada.

En efecto, si fuera asi a estos puntos le corresponderia como polar la recta
que los une, con lo que la polaridad no seria biyectiva.

= 3) Toda recta autoconjugada contiene justamente un punto autoconju-
gado.

En efecto, como ya contiene a su polo, se sigue de 2) que no puede contener
a otro punto autoconjugado.

» 4) Una polaridad determina sobre cada recta de su plano que no sea
autoconjugada una involucion de puntos conjugados.

Primera demostracién. Sea r la recta y R su polo (R ¢ r); si P es un punto
de r, su recta conjugada p corta a r en P’ = pNr. La correspondencia P +— P’
es una involucién sobre r; en efecto, se trata de la proyectividad composicion
de la proyectividad (ver Proposicién 3.8.) entre los puntos de la recta r y sus
polares (haz de rectas que pasan por su polo R), con la proyectividad entre
las rectas de este haz y los puntos que resultan al cortarlo por la recta r.
Esta proyectividad es una involucién, pues a P’ le corresponde el punto P,
interseccién de su polar p’, que pasa por Ry P, con r; es decir, P =p Nr.

Segunda demostracion. Sea X = AgP + A1) un punto de la recta PQ y
X" = A\)P+ \|Q el punto conjugado sobre dicha recta PQ, se verifica entonces
la condicién de conjugacion:

'XTAX =0,
P+ MQ)AMNP + MQ) =0,
(A6 P + M QAP + MQ) =0,
Ao, PAP + XA TPAQ + N0 'QAP + M\, 'QAQ =0,
(*PAP)XN, + (PAQ)(N)A1 + N, Xo) + ('QAQ)M N, =0,

que es la ecuaciéon de una involucién sobre la recta P(), pues no se puede
verificar que

(‘PAQ)? - ("PAP)('QAQ) =0,

ya que entonces sobre la recta P(Q habria un solo punto autoconjugado, con lo
que dicha recta seria autoconjugada.

» 5) Si una polaridad tiene un punto P autoconjugado, existe otro auto-
conjugado sobre toda recta, que no sea su polar, que pasa por P.
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Por 3), el inico punto autoconjugado sobre una recta autoconjugada p es
su polo P. Por dualidad, la Unica recta autoconjugada a través del punto
autoconjugado P es su polar p. De 4) se sigue que sobre toda recta a través de
P, excepto p, la polaridad induce una involucion de puntos conjugados, la cual
tiene al punto P como doble y por consiguiente debe tener un segundo punto
doble, que es de hecho autoconjugado en la polaridad.

Esto nos permite, a semejanza de lo que se ha hecho con las involuciones
sobre un espacio proyectivo unidimensional, clasificar las polaridades (correla-
ciones involutivas) en dos tipos: polaridades hiperbdlicas, si tienen puntos auto-
conjugados y polaridades elipticas, si carecen de ellos.

Enunciamos ahora las propiedades duales de las anteriormente dadas:

» 1) Los polos de las rectas de un haz estan sobre la polar de su vértice.

» 2') El punto de interseccién de dos rectas autoconjugadas no puede ser
autoconjugado.

» 3’) Por todo punto autoconjugado pasa justamente una recta autoconju-
gada.

» 4’) Una polaridad determina sobre cada punto de su plano que no sea
autoconjugado una involucion de rectas conjugadas.

» 5’) Si una polaridad tiene una recta p autoconjugada, existe otra auto-
conjugada que pasa por todo punto de p, que no sea su polo.
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4.1. Secciones conicas

Definiciones informales

Comenzamos dando, sin mucho rigor, varias definiciones de coénicas y la
relacién entre ellas. Un cono circular es una superficie generada por una recta
que se mueve de modo que siempre corte a una circunferencia dada y pase por
un punto fijo, que no esté en el plano de la circunferencia. La recta engen-
dradora se denomina generatriz del cono, la circunferencia dada directriz y el
punto fijo se llama vértice, el cual divide a cada generatriz en dos semirrectas
y al cono en dos hojas.

Las curvas llamadas elipse, hipérbola y parabola, reciben su nombre debido
a Apolonio, quién las estudié como ciertas secciones planas de conos circulares.
Es por lo que se le da el nombre de secciones cénicas o simplemente cénicas.
Si el plano que corta al cono no pasa por su vértice se obtiene una cénica
propiamente dicha o no degenerada: una elipse (incluyendo la circunferencia
como caso especial) es una cénica cuyo plano de seccién corta a todas las
generatrices de una hoja del cono, una hipérbola es una cénica cuyo plano de
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seccion corta a ambas hojas del cono y una parabola es una cénica cuyo plano
de seccidon es paralelo a una y sélo a una generatriz del cono.

Si el plano secante pasa por el vértice, las secciones resultantes (denomi-
nadas ahora conicas degeneradas) son rectas: distintas, confundidas o imagi-
narias (con un punto real).

Es un hecho notable que toda conica es siempre una seccién de conos cir-
culares rectos (esto es, conos circulares tales que la recta que une el vértice
con el centro de la 01rcunferen01a directriz es perpendicular al plano de ésta);
realmente todas pueden hallarse como secciones de un cono circular dado. Uti-
lizando este hecho se tienen los siguientes resultados (ver pag. 91) que pueden
ser tomados como definiciones:

Una elipse es el lugar geométrico de los puntos de un plano tales que la
suma de sus distancias a dos puntos fijos del plano es constante.

Una hipérbola es el lugar geométrico de los puntos de un plano tales que la
diferencia de sus distancias a dos puntos fijos del plano es constante.

Una parabola es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan
de un punto fijo y de una recta fija situados en el plano.

Pasemos ahora a enunciar unas ca-
racterizaciones puramente proyectivas
Q de las conicas, las cuales también pode-
mos tomar como definiciones:
Definiciéon de Charles—Steiner: Una
conica no degenerada es el lugar geo-
métrico de los puntos del plano de in-
terseccion de las rectas homoélogas de
dos haces proyectivos no perspectivos,
es decir, en los que la recta que une los
vértices de los haces no se corresponde
A por dicha proyectividad.

Finalmente, también se define una cénica no degenerada (ver pdg. 81) como
el lugar geométrico de los puntos autoconjugados en una polaridad hiperbdlica
(o sea, una correlacién involutiva con puntos autoconjugados).

Todas estas definiciones equivalentes de cénica no degenerada que hemos
citado, las relacionaremos a lo largo de este tema (pdg. 99, 91, 96). Ahora va-
mos a obtener sus ecuaciones analiticas partiendo de su definicién como lugar
geométrico y citar algunas de sus propiedades métricas. En ”Construccién de
cénicas” (http://webpages.ull.es/users/amontes/geogebra/master/conicas.html)
se pueden encontrar numerosos métodos para construir cénicas en el plano
euclideo.

Elipse

4.1. Definicion.- Se llama elipse al lugar geométrico de los puntos del plano
cuya suma de distancias a otros dos fijos, llamados focos, es constante.

Si adoptamos como eje de abscisas la recta que pasa por los focos F' y F' y

por eje de ordenadas la perpendicular en el punto medio O del segmento F’'F
y si ponemos F’'(—c,0) y F(c,0) las coordenadas de los focos, (z,y) las de un
punto P que describe el lugar geométrico y 2a la suma de distancias constante
(2a > 2c¢), se tiene

PF'=\/(x+c2+y> y PF=\/(x—0c?+¢?
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de donde se deduce la ecuaciéon del lugar geométrico:
V{E+e)?+y2+/(z - +y? =2a
NY

B

P

B}

De la que se obtiene después de eliminar radicales y sustituir a? — ¢ = b2, la
ecuacién de la elipse:

2 2
S
a b2

La curva es simétrica respecto a los ejes coordenados (denominados, por
ello, ejes de la elipse) y al origen de coordenadas (centro de la elipse). Queda
encerrada en el rectangulo de lados 2a y 2b.

A los puntos de interseccién con los ejes OX y OY (x = +a e y = +b) se
les denominan vértices y al punto O centro.

Ecuaciones paramétricas de la elipse.- De la ecuacion implicita de la elipse

obtenida, teniendo en cuenta la identidad cos? ¢ + sen? p = 1, se deduce (0 <
p < 2m)

T = aCos p, y = bsenp

Y, poniendo t = tag £ (—oo < t < 00), tenemos las ecuaciones paramétricas
racionales:

1—¢ _ g, 2
Y= e

e

Hipérbola

4.2. Definicién.- Se llama hipérbola al lugar geométrico de los puntos del
plano cuya diferencia de distancias a otros dos fijos F' y F', llamados
focos, es constante.
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Adoptando el mismo sistema de
ejes y la misma notacion que para
la elipse, la ecuacion del lugar geo-
métrico se escribe

Viz+e) +9° = V(z=c)* +y*=2a,

siendo ahora 2a < 2c¢, de la que al
quitar radicales y poner ¢? — a? = b2,
resulta la ecuacion de la hipérbola

2 2
e
a? b2

De esta ecuacion se deduce que la curva es simétrica respecto a los ejes
coordenados (ejes de la hipérbola) y al origen de coordenadas; y que tiene por
asintotas (tangentes en los puntos impropios), las rectas

b
Y= - e Yy=——2x
a

A los puntos de interseccién de la curva con el eje OX, A’(—a,0), A(a,0)
se les llama vértices; y al punto O centro.

Si a = b, la hipérbola se llama equildtera, en este caso su ecuacién se escribe

22— y? = o2

y las asintotas son las rectas perpendiculares y = x e y = —x.
Y

A

Adoptando como nuevos ejes coordenados
las asintotas, para lo cual es necesario hacer
un giro de +7r/4 :

_le/—l—y/ __:E/—l—y/ T;

- \/5 ) y - \/i ) .

que al sustituir en 22 — y? = a2, resulta
2
a
!/
ry =k k=—
Y 2

como ecuacion de una hipérbola equilatera
referida a las asintotas.

Ecuaciones paramétricas de la hipérbola.- Teniendo en cuenta la ecuacién

de la hipérbola, referida a sus ejes, y la identidad cosh?6 — senh?0 = 1, se
deduce (—oo0 < 6 < 00):

x = acosh 6, y = bsenh 6

Y poniendo ¢ = tagh 4 (—1 < ¢ < 1) tenemos (*) las ecuaciones paramétri-
cas racionales:

RESs 2
o YT e

T
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Parabola

4.3. Definicion.- Se llama pardbola al lugar geométrico de los puntos del
plano que equidistan de un punto fijo F', llamado foco, y de una recta
fija d, denominada directriz.

Para obtener su ecuacién tomaremos

Y como eje de abscisas la perpendicular a
p la directriz que pasa por el foco, y por

eje de ordenadas la mediatriz al segmento

IF, cuya longitud designamos por p. Asi

las coordenadas del foco son (p/2,0) y si

P(x,y) designa un punto genérico del lu-
x_ gar, éste queda definido por la condicién

(N !

Elevando al cuadrado y simplificando se
llega a la siguiente ecuacion de la parabola

y? = 2px

Esta ecuacion muestra que el eje OX es eje de simetria y se le denomina
eje de la parabola.

Ecuacién polar de las cénicas

Vamos ahora a obtener una ecuacién comun para la elipse, hipérbola y
parabola, utilizando coordenadas polares en el plano. Para ello recordemos
previamente la ecuacion de la recta y la distancia de un punto a una recta en
este sistema de coordenadas.

Ecuacién de la recta en coordenadas polares, siendo d la distancia al origen,
a es el angulo que forma la normal a ella con el eje polar y (p, 0) las coordenadas
de un punto genérico:

1

pcos(f —a) =d, o bien Acosf + Bsenf = —.

p
0 _ o—0 0 ,—0
() senh § = % cosh 6 = ere
o _ ,—0 20 _ 1 2071 1

taghg= & — ¢ ¢ cothf = <~ (92 0)

69 + 6—9 629 + 1 629 -1
senh(a + () = senh a cosh 3 + senh 3 cosh «
cosh(a + ) = cosh o cosh 3 + senh asenh 3

1+ tagh® 0 2 tagh? 0
+ tag senh 20 = a8

cosh20 = ————— —
1 — tagh® 6 1 — tagh® 6
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Distancia ¢ de un punto P(pg, ) a una recta pcos(d — a) —d = 0:
¢ = (po — p)cos(fy — ) = pgcos(By — a) — pcos(By — ) = pg cos(fg — o) — d,
basta entonces sustituir las coordenadas (pg, 0y) de P en la ecuacién de la recta
pcos(0 —a)—d=0.

P (P0,6)

(p.8)

Pasemos ya a obtener dicha ecuacién conjunta de las cénicas no degenera-
das. Comencemos con la elipse:

Si tomamos el foco F' como origen de coordenadas polares y la recta F'A
como eje polar, se tienen las siguientes relaciones entre las coordenadas carte-
sianas (x,y) y las coordenadas polares (p,6) de un punto P de la elipse:

x—c=pcosb

a2
2 2_ 2 x?
=\/(z—c)? + (a®—c?)(1 a2)_
‘ cx cx
= |\Q— — :a——’
a a

puesc<ay |z|]<a
Eliminando z entre estas dos relaciones x —c = pcosf y p = a—cx / a, para

lo cual basta sumarlas, después de multiplicar la primera por c / a, se tiene
2 2
c c b
p(1—|——0089> =a4— — = —
a a a

y haciendo b? / a=p, cC / a = e, resulta la ecuacion polar

P
1+ ecosf
Para la hipérbola se tiene andlogamente, x — c = —pcos#,p = —a + cx / a;
de donde, de igual forma que antes, se deduce la misma ecuacion.
Finalmente, en la parabola resulta, x — p/2 = —pcosb,p = x + p/2; y

restando una de otra se vuelve a encontrar la ecuacién polar anterior para el
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valor particular e = 1.
La razon e = c/a recibe el nombre de excentricidad. Como en la elipse ¢ < a,

la excentricidad toma en esta curva un valor e < 1; para la hipérbola es e > 1;
y para la pardbola e = 1. Si en la ecuaciéon de la elipse ponemos a = b, resulta

c? =b%>—a? =0y, por tanto, e = c / a = 0. La circunferencia aparece asi como
una elipse de excentricidad nula.

4.4. Proposicién.- Una cénica no degenerada (no circunferencia) se puede
considerar como el lugar geométrico de los puntos cuya razon de dis-
tancias a un punto fijo llamado foco y a una recta fija llamada directriz
es constante.

Demostracién.- Si en la ecuacién polar de una cénica ponemos p = eq, dicha

ecuacion puede ponerse de la forma
p

—pcosf + q
donde el numerador expresa la distancia de un punto fijo a un punto de la cénica
y el denominador la distancia del punto de la curva a la recta —pcosf+q = 0.
De donde el resultado enunciado. [-]

€,

Relacion entre cénicas como lugares geométricos y secciones cénicas

La caracterizacion conjunta de elipse, hipérbola y parabola que acabamos
de obtener, nos permite enlazar éstas, definidas como lugares geométricos en el
plano, con las secciones cénicas que hemos mencionado al inicio de este tema.
Tal conexién se aprecia facilmente en la figura siguiente, que se refiere a la
elipse, aunque el razonamiento es valido para los demas casos.

F

La esfera inscrita es tangente al cono a lo largo de una circunferencia C y al
plano secante 7 en el punto F'. El punto P designa un punto cualquiera de la
seccién, y vamos a ver que I’ es un foco y la recta £, interseccién del plano 7’
que contiene a la circunferencia citada C con el plano secante 7, una directriz.
Para ello designemos por @ el punto en el que la paralela por P al eje del cono
(perpendicular al plano n’) corta a 7, y sea E el punto en donde la generatriz
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del cono que pasa por P encuentra a la circunferencia C. Representemos por
D el pie de la perpendicular trazada por P a la recta ¢; PE y PF son dos

tangentes a la misma esfera desde P y tendran la misma longitud, PE = PF.
En los triangulos rectangulos PQFE y PQD, se tiene respectivamente

. . PF PE
PQ = PFEsenp, PQ = PDsena, con loque sena

PD PD senf’
como « y 3 son constantes para un cono y plano secante dados, el cociente de
distancias de un punto P de la seccién conica a un punto fijo F' (foco) y a una

recta ¢ (directriz) es constante (PF = ePD).

Segun la posicion del plano de corte respecto a las generatrices del cono,
tenemos los siguientes casos:

a) Si el plano 7 es paralelo a una sola generatriz del cono, entonces a = 3
y e = 1. Se trata pues de una pardbola (PF = PD).

b) Si el plano 7 corta a todas las generatrices de una hoja del cono, entonces
a < [Bye<l1. Se trata de una elipse,
PF1:PE1, PF2:PE2, luego PF1+PF2:PEl-l-PEQ:ElEg:CtB.
c) Siel plano 7 corta a ambas hojas del cono, entonces @ > 3y e > 1. Se
trata de una hipérbola,
PF1:PE1, PFQZPEQ, luego PFl—PFQ:PEl—PEQZElEQZCtG.
Como consecuencia de todo lo expuesto, podemos enunciar la siguiente
proposicién que en 1822 demostré Germinal Dardelin (1794-1847) y que enlaza
las conicas como secciones cénicas introducidas por Apolonio y como lugares
geométricos, introducidas en el siglo XVII:

4.5. Proposicion.- Si dos esferas estan inscritas en un cono circular de tal
manera que son tangentes a un plano dado cortando al cono en una
seccion conica, los puntos de contacto de las esferas con el plano son
los focos de la seccion conica y las intersecciones del plano secante con
los planos que contienen a las circunferencias, a lo largo de las cuales
las esferas tocan al cono, son las directrices de la conica. [-]
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4.2. Cobnicas en general

Las ecuaciones obtenidas en la seccién anterior para la elipse, hipérbola y
parabola, pasadas a coordenadas homogéneas resultan ser un polinomio ho-
mogéneo de segundo grado en las variables 0, !, 2. Si se cambia de sistema
de referencia dichas ecuaciones siguen siendo polinomios homogéneos de se-
gundo grado. Esto nos da pie para dar la siguiente definiciéon general de conica
en el plano proyectivo real:

4.6. Definicion.- Se llama cénica al lugar geométrico de los puntos reales o
imaginarios cuyas coordenadas homogéneas, con respecto a un sistema
de referencia proyectivo, satisfacen a una ecuacion de segundo grado
(forma cuadratica ternaria) del tipo

0 .1 ,.2V) —
f((@°, 2t 2%)) =

ago(2°)?+ar1(2)? +age(2?)? +2a01 22 +2ap2222 +2a 122t 22 =0.

Damos, a continuacién una serie de expresiones de este polinomio que uti-
lizaremos en lo sucesivo:

2
(2% 2, 2?)) = Z ai;r'a? = 0. aij = Gji
i,j=0
Sacando factor comun las variables %, 2!, 22 y poniendo
fzo = agoz? + ap1x! + apea?
for = ap12° + ap12t + a22?
foz = ap22? + a2z + aga?,
resulta la siguiente expresion de la ecuacién de la cénica:
leofxo + xlfazl + $2f:c2 = 0.
También podemos expresar la ecuacion de la cénica en forma matricial como
sigue:

Jzo apo Aol ap2 Y
(%22?) | fa =0, (%2'2®) | aor a11 aio ! | =0,
fgz:2 ape 12 G992 132

o abreviadamente
X AX =0,

donde A es una matriz simétrica de coeficientes reales (denominada matriz de
la forma cuadratica f o matriz asociada a la ecuacién de la cénica) y X denota
una matriz columna formada por las coordenadas de los puntos de la cénica.

Si tenemos un cénica de ecuacién X AX = 0, “después de un cambio de
coordenadas homogéneas Y = MX (M matriz regular; es decir, de deter-
minante no nulo) la nueva ecuacion de la cénica sigue siendo un polinomio
de segundo grado homogéneo”. En efecto, sustituyendo en la ecuacion de la
coOnica, las antiguas coordenadas en funcién de las nuevas resulta

YAX = YM'YVAMTY) = Yt AM Y =0,
que si denotamos por B = tM_lAM_l, resulta que ‘B = B; y si (B;;) son sus
componentes y (y°,y1,4?) las coordenadas respecto al nuevo sistema, se tiene
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como nueva ecuacion de la cénica el polinomio homogéneo de segundo grado:

2
;o
E bijy'y’ =0 bij = bjs.
1,j=0
Ademads, “el rango de la matriz A asociada a una conica se conserva por

un cambio de coordenadas proyectivas (es decir, es un invariante proyectivo)”.
En efecto, por la propia definicién del rango de una matriz en términos de la

aplicacién lineal en IR? que define, respecto a unas bases fijadas, y puesto que
la dimensién del espacio imagen de dicha aplicacién lineal no depende de las
bases elegidas, resulta que

rango B = rango(tM_lAM_l) = rango A.
Este hecho nos permite hacer la siguiente distincion entre las conicas:

4.7. Definicion.- Diremos que una conica es degenerada si el determinante
de su matriz asociada es nulo; en caso contrario, diremos que la conica
es no degenerada.

4.8. Definicién.- Un punto P(p°, pt,p?) que estd en la cénica de ecuacion

t .
f(2% 2!, 2?)) = "X AX = 0, para el que se verifica fyo = fpr = fp2 =
0, se dice que es singular.

Las tinicas conicas que tienen puntos singulares son las degeneradas, ya que
es cuando el sistema de ecuaciones
faz0 CLO()CUO + CL015L“1 + CL02332 =0
for = ap12® + apat + a122? =0
fr2 = agaz? 4+ araz! + agez? =0
tiene solucion no trivial.

Interseccion de una recta con una cénica. Tangentes a una conica

Para hallar los puntos de intersecciéon de la cénica X AX =0 con la recta
que pasa por los puntos P(p°, pt, p?) v Q(¢°, ¢*, ¢*), de ecuaciones paramétricas
2 =p" + A", =pi A, 2 =p" + AP

tenemos que resolver la ecuacién en A

YP+AQ)AP +2Q) = PAP + \'PPAQ + \'QAP + \2'QAQ =0,
que en virtud de la simetria de A (*A = A), se tiene 'PAQ = (*PAQ) = QAP
y nos queda la ecuacién

A2%QAQ +20'PAQ + tPAP =0, (4-1)

que es una ecuacion de segundo gradoen Ay si A = (tPAQ)2 —( tPAP)(tQAQ)
es su discriminante, se tiene que:

1. Si tPAQ =0, 'PPAP =0 y tQAQ = 0; es decir, si los coeficientes de la
ecuacion (4-1) son todos nulos, ésta se satisface para todo A, en conse-
cuencia todos los puntos de la recta P(Q) estan en la coénica; es decir, la
recta forma parte de la conica.
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2. Si los tres coeficientes tPAQ, tpap y QAQ no son todos nulos, la
ecuacion (4-1) tiene entonces dos raices que pueden ser reales y dlstmtas
si A > 0; reales y confundidas, si A = 0; o imaginarias conjugadas, si
A < 0. O sea:

(a) Si A > 0, la cénica y la recta tienen dos puntos (reales y distintos)
en comun. Se dice entonces que la recta y la cénica son secantes.

(b) Si A =0, la recta y la cénica tienen en comtun un tnico punto real
(doble). Se dice que la recta es tangente a la cénica.

(c) Si A <0, la ecuacién (4-1) tiene dos raices imaginarias conjugadas
y por consiguiente la recta y la cénica no tienen puntos comunes
(reales). Se dice que la recta es exterior a la conica.

= Si el punto P pertenece a la coénica, se tiene '‘PAP = 0. Para que la recta
PQ sea tangente en el punto P el discriminante de la ecuacion (4-1) ha de ser
nulo, lo que implica que sea tPAQ = 0. Reemplazando en esta condicién las
coordenadas (¢°,q',q?) de Q por las (2%, z!,22) de un punto genérico de la
recta, resulta la ecuacién de la recta tangente a la cénica en el punto P:

fpo 20 +fp1 ! —f—fp2 x? = 0

siempre que no sea fy,o = f,1 = f,2 = 0 (es decir, que P no sea singular), ya
que entonces todos los puntos del plano satisfacerian dicha ecuacién.
La anulacion del coeficiente tPAQ puede ocurrir también cuando la recta

P(@) esta contenida en la conica, por lo que dicha ecuacion puede representar
una recta que pasa por P y sus puntos estan en la conica.

Como conclusion podemos enunciar:

4.9. Proposicién.- Una recta y una cénica pueden tener comunes dos pun-
tos, uno soélo o ninguno, o la recta forma parte de la conica. [-]

= Supongamos ahora que P es un punto no perteneciente a la conica; para
que la recta P(Q corte a la cénica en dos puntos confundidos se necesita que la
ecuaciéon (4-1) tenga una raiz doble, o sea que su discriminante sea nulo:
(‘PAQ)” — ("PAP)('QAQ) =0,
pero como la recta P() también se puede determinar por el punto P y cualquier
otro de ella, resulta que

(*PAX)?2 — ('PAP) (X AX) =0

representa el par de tangentes a la conica desde el punto P.

» “Si P es un punto singular y el punto () es otro punto cualquiera de la
conica, la recta determinada por ellos esta enteramente contenida en la conica”.
En efecto, los tres coeficientes de la ecuacién (4-1) son en este caso nulos.

= “Si Py () son ambos singulares, la recta P() tiene todos sus puntos
singulares”. En efecto, si el sistema de ecuaciones lineales que da los puntos
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singulares de una cénica (pag.94) tiene dos soluciones, también sera verificado
por una combinacién lineal de dichas soluciones.
Realmente, la conica consiste en dicha recta (doble) de puntos singulares.

Polaridad respecto a una cénica. Ecuacion tangencial de una cénica

Hemos visto ya (pag 81) que los puntos autoconjugados en una polaridad
satisfacen a una ecuaciéon de segundo grado homogénea, es decir que el lugar
geométrico descrito por ellos es una cénica en el sentido de la Definicion 4.6.
A continuacién veremos como una cénica permite definir una polaridad en el
plano, cuyos puntos autoconjugados forman la conica dada (si ésta es real y no
degenerada).

Comenzamos dando una definiciéon puramente algebraica:

4.10. Definicién.- Si f((a: ol x?)) = ’XAX = 0 es la ecuacién de una
cénica 'y P(pY,pt,p*) un punto del plano, a la recta de ecuacién

fpoiL‘O + fplxl + fp2x2 = 0,

se le denomina recta polar de P, respecto a la cénica.
Se llama polo de una recta respecto a la conica, a un punto cuya recta
polar es la recta dada.

Si la conica es no degenerada, todo punto tiene una tnica recta polar. Pues,
la unicidad es evidente, al ser |A| # 0; y sélo dejaria de existir dicha polar si
fpo = fpr = fp2 = 0, es decir si P es un punto singular, de los cuales carece
una coénica no degenerada.

Si la cénica es degenerada, para puntos singulares la polar no esté definida
y la polar de cualquier otro punto del plano pasa por los puntos singulares de la
cénica, ya que si sustituimos las coordenadas de un punto Q(q°, ¢*, ¢?) singular
en la ecuacién de la polar de P, la verifica:

fpoqo + fp1q1 + fp2q2 = fqopo + fq1p1 + fq2p2 = 0.

Consecuencia inmediata de estas definiciones y de la simetria de la matriz
asociada a la cdnica, se tiene:

4.11. Proposicién.- Las polares de los puntos de una recta pasan por el
polo de esta recta.

Demostracién.- La polar de un punto P(p°, p', p?) es fpox+ fal+ fj2a? =
0, que en virtud de la simetria de los coeficientes de la conica, también se puede
escribir de la forma f,op® + f,ip! + fr2p? = 0; lo que quiere decir que P esté
en la polar de cualquier punto de su recta polar. [-]

De la expresién, que hemos deducido anteriormente, para la ecuacion de la
recta tangente a la cénica en uno de sus puntos, se sigue que se trata de la
polar de dicho punto. De hecho se tiene el siguiente resultado:

4.12. Proposicion.- Si un punto pertenece a su polar es un punto de la

conica y, reciprocamente, todo punto de la cénica pertenece a su polar.
[]

Damos ahora una interpretacién geométrica de recta polar, mediante el
siguiente resultado:
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4.13. Proposicion.- Los puntos conjugados armonicos de un punto P res-
pecto a los pares de puntos en que las rectas que pasan por él cortan
a una conica dada, estan sobre la recta polar de P.

Demostraciéon.- Sea una recta r que pasa por P y que corta a la conica en
los puntos E vy F, y sea () el punto conjugado armonico de P respecto a F' y
F'. Tomemos sobre la recta r un sistema de coordenadas homogéneas respecto
al cual P(1,0),Q(0,1), E(1,\), F(1,\"), siendo X', \” las raices de la ecuacién
(4-1) que da los puntos E y F, respectivamente, de intersecciéon de r con la
conica; se tiene entonces

‘1 1 ‘0 1

0 N 1\ N

PQEF)=—-1= : = =—_1=XN+)XN=0

(PQEF) 11 0 1 N1 i ’
0 N\ 1 N

lo cual quiere decir que el coeficiente de A\ en dicha ecuacién (4-1) es nulo, es

decir, tPAQ = 0, o lo que es lo mismo

fpoqo + fplql + fp2q2 = 0.
con lo que () esta en la polar de P. [-]

Observemos que si adoptamos
como definicién de recta polar el lu-
gar geométrico de los puntos con-
jugados armoénicos de P respecto a
aquellos en que cualquier recta que
pase por €l corta a la conica, podria
no formar toda la recta polar, pues
puede haber rectas que pasan por P
que no cortan a la coénica y sin em-
bargo cortan siempre a la recta polar.

Las polares de los puntos T4, 15 de
interseccion de la polar de P con la
cOnica, siempre que existan, son las
tangentes a la conica en dichos pun-
tos y tienen que pasar por P, por la
Proposicion 4.11.

Asi, la polar de un punto queda determinada por los puntos de interseccion
con la cénica de las tangentes a ella desde dicho punto.

Daremos ahora una construcciéon geométrica de la polar de un punto res-
pecto a una cénica dada; para ello haremos uso de la Proposicion 2.36., de la
pagina 51, relativa a la construccién del cuarto armonico:
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Por un punto dado P se trazan dos rec-
tas, que intersecan a la cénica en dos pares
de puntos A, B y C, D, respectivamente.
La polar de P pasa por los dos puntos dia-
gonales R y @ del cuadrivértice ABCD.
En efecto, aplicando la Proposicién 2.36.
al cuadrivértice DRC(), se tiene que P y
S estan separados armoénicamente de A y
B,y también Py T de Dy C; luego Sy T
estan en la polar de P, que es la diagonal
QR.

Observemos que para cada punto diagonal de ABC' D su polar es la diagonal
que no pasa por él. Esto nos da pie para dar la siguiente definicién, que
utilizaremos posteriormente en la clasificaciéon de cénicas.

4.14. Definicién.- Un triangulo se llama autopolar respecto a una conica si
cada lado es la polar del vértice opuesto.

La correspondencia que hemos definido entre puntos y sus polares nos per-
mite definir una polaridad asociada a cada cdnica, cuando ésta es no dege-

. . . ot .
nerada, es decir, cuando la matriz asociada a su ecuaciéon XAX = 0 tiene
determinante no nulo (|A| # 0).

0 .1

Los coeficientes (ug, u1, uz) de la recta polar de un punto (z°, xt, 2?), vienen
dados por las relaciones Aug = fyo, Aui = fy1, Aus = f,2, es decir:

)\'U/() = aoofﬁo + a01:c1 + &02.93‘2

AUy = aleo + anxl + CL12$2

)\'U/Q = CLOQJTO + CL12£IZ’1 + CLQQIQ
Se trata de una correspondencia biyectiva entre los puntos y rectas del
plano cuya matriz asociada es simétrica, por tanto se trata de una polaridad,

denominada polaridad asociada a la cénica de ecuacion "X AX = 0; la inversa

viene dada por las ecuaciones, que nos da las coordenadas (z°, !, 22) del polo

de la recta de coeficientes (uo, Uy, u2)
0 = AOOu + AOlul + A02u2
p U= A%yg + Aty + A%y
pr AOQu + 1412u1 + A22u2
donde p = \|A| y AY es el adjunto del elemento a;; en la matriz A.

4.15. Definicién.- Dos puntos son conjugados respecto a una conica (res-
pecto a la polaridad asociada a la cénica) si cada uno esta en la polar
del otro.

4.16. Definicién.- Un punto se dice que es autoconjugado respecto a una
conica si esta en su polar.

Es consecuencia de la Proposicion 4.12. o de la condicién analitica de puntos
autoconjugados, que el lugar geométrico de los puntos autoconjugados en la
polaridad asociada a una cénica es la propia cénica.
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Para las cénicas no degeneradas existe una correspondencia biyectiva entre
sus puntos y las polares en ellos, que son las tangentes. Por tanto, podemos
dar la siguiente definicion:

4.17. Definicion.- Se denomina cénica tangencial en el plano considerado
como conjunto de rectas al lugar geométrico de todas las rectas tan-
gentes a una cénica (puntual) no degenerada.

Las definiciones duales de las ultimamente dadas son:

4.18. Definicién.- Dos rectas son conjugadas respecto a una conica (respecto
a la polaridad asociada a la cénica) si cada una pasa por en el polo de
la otra.

4.19. Definicion.- Una recta se dice que es autoconjugada respecto a una
conica si contiene a su polo.

Asi mismo, podemos afirmar que el lugar geométrico de las rectas autocon-

. . . / . ./ t
jugadas en la polaridad asociada a una cénica de ecuacion XAX = 0 es la
coOnica tangencial:

2
Z Aijuiuj = AOOU% —|—A11u% —|—A22u§ +2A% ugug +2A4%%ugus + 24 20 us = 0.
i,5=0

Para mas propiedades de una polaridad asociada a una coénica ver las
paginas 81 y 83.

Conicas en el sentido de Steiner

Vamos ahora a comparar las conicas definidas analiticamente, como con-
junto de puntos que anulan a un polinomio de segundo grado, con la definiciéon
de Steiner de cénica:

4.20. Definicién [Steiner].- FEl lugar geométrico de los puntos de inter-
seccion de las rectas homologas de dos haces proyectivos en el plano se
denomina conica.

Si los haces son perspectivos, es decir si la recta que une los puntos base
de ambos haces se corresponde en la proyectividad (Proposicion 2.31*.), dicho
lugar geométrico se compone del eje de perspectividad mas la recta que une
los puntos base, pues al corresponderse en la proyectividad, todos sus puntos
pueden considerarse como puntos de interseccion de rectas homodlogas.

Siendo los haces perspectivos o no, si tomamos los puntos base de ambos
como los puntos (0,0,1) y (0,1,0) que forman parte de un sistema de referencia

en el plano y si la ecuacién de la proyectividad, que a una recta 2! + Az = 0
del primer haz le corresponde una recta 2 4+ N z" = 0 del segundo, se expresa
por la ecuacion

mAN +nX+p\N +q =0,

resulta que, eliminando A y A entre estas tres ecuaciones, se tiene

xt 2?2 x! x?

m———n——p—+q =0,
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por lo que el lugar geométrico de los puntos de interseccion de rectas homoélogas
viene dado por aquellos cuyas coordenadas satisfacen a un polinomio homogé-

neo de segundo grado:

matz? — nalzt — pa¥z? + qal2® = 0,

que corresponde con la definicién de conica dada en la Definicién 4.6.
Si los haces son perspectivos, a la recta z° = 0 le corresponde ella misma,
con lo que la ecuacion de la proyectividad queda de la forma
nA+p\ +q¢=0.
De donde se obtiene que el lugar geométrico de los puntos de interseccion de
rectas homélogas es el eje de perspectividad na! + px? — ¢z° = 0, junto con la
recta 2° = 0 que une los puntos base de los haces.

2
En cuanto al reciproco, es decir, si una cénica de ecuacién Z a;;jz'x? =0,
i,j=0
se puede obtener como el lugar geométrico de los puntos de interseccién de
rectas homologas de una cierta proyectividad entre haces, no es siempre cierto,
puesto que esta ecuacién analitica comprende conicas sin puntos, cénicas de un
solo punto y cénicas con una sola recta, las cuales no pueden definirse como
puntos de interseccion de haces proyectivos. No obstante, tenemos el siguiente
resultado:

4.21. Proposicion.- Si una conica real definida analiticamente en el plano
proyectivo tiene tres puntos no alineados y no contiene a ninguna recta
de las que pasan por estos puntos, es una conica en el sentido de Steiner.

Demostracion.- Tomemos tres puntos de la cénica como base de un sistema
de referencia del plano (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1); respecto a este sistema, la
ecuacion de la céonica queda

amxoxl + a02x0m2 + a12x1x2 = 0.

Los coeficientes ag1, age y a12 deben ser no nulos por las hipdtesis impuestas.
Proyectando un punto cualquiera de la cénica X (£, ¢&1,£2) desde los puntos
(1,0,0) y (0,1,0), se obtienen respectivamente las rectas

£2I1—£1$2:0 52330_503;,2:()7
que poniendo A = £1/€2 y X = €9/€2, (ya que &2 # 0, salvo en el caso que X
coincida con los puntos base de los haces, (1,0,0) y (0,1,0)) resultan las rectas
z' — Az =0 20 — Nz? =0.
Y como el punto X (€0, &1, £2) estd en la cénica,
a016°¢" + ag2€"€” + a1267¢% = 0,

a01)\)\’ + aog)\/ + a12A =0,

O Sea

que es la ecuacién de la proyectividad biyectiva (aj2ap2 # 0) entre los haces
que desde los puntos (1,0,0) y (0,1,0) proyectan los puntos de la cénica dada.

En esta proyectividad, a la recta 22 = 0 del primer haz, que pasa por
(0,1,0), le corresponde la recta tangente ag12’ + a;22? = 0 a la cénica en
el punto (0,1,0). Y la recta 22 = 0, considerada como del segundo haz, es

la imagen de la recta tangente agiz! + agez? = 0 a la cénica en el punto
(1,0,0). Quedando asi completados los casos excluidos en la demostracion

correspondientes a los puntos de la cénica con £2 = 0.
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4.22. Nota.- En el caso en que la ecuacién analitica de la conica sea el pro-
ducto de dos rectas distintas, también seria una coénica en el sentido
de Steiner, para lo cual basta definir la proyectividad como la pers-
pectividad que tiene los puntos base en una de las rectas y eje de
perspectividad la otra recta.

4.23. Nota.- De la demostracion de proposicion anterior se sigue que para
todo par de puntos de una cénica sirven de base de haces proyectivos
para engendrar la conica.

4.24. Ejercicio.- La tangente a una cénica no degenerada en uno cualquiera
de los puntos base de dos haces proyectivos que la generen es la recta
que pasa por dicho punto base y por el centro de perspectividad de
ambos haces (concepto dual del eje de perspectividad, ver pag. 46).

El centro de perspectividad de los haces proyectivos que generan la
conica es el polo de la recta que une los puntos base de dichos haces.

El concepto de conica tangencial en el sentido de Steiner se expresa de la
forma siguiente:

4.25. Definicién [Steiner].- Se Ilama cénica tangencial al conjunto de rec-
tas que unen puntos homologos de dos rectas proyectivas.

Si las rectas son perspectivas, es decir, si el punto O de intersecciéon de
ambas rectas se corresponde en la proyectividad, dicho conjunto de rectas se
compone del haz de rectas de base en el centro de perspectividad y el haz de
rectas con base en el punto O de intersecciéon de ambas rectas.

4.26. Ejercicio.- En una cénica tangencial no degenerada el eje de perspec-
tividad (ver pag. 46) de las rectas proyectivas que la generan es la polar
del punto de interseccién de dichas rectas.

Una aplicacién inmediata del concepto de cénica desde el punto de Steiner
es el siguiente resultado relativo al exdgono mistico de Pascal, ver también el
Apéndice A, pagina 178.

4.27. Proposicién [Teorema de Pascal].- Dado un exdgono inscrito en
una conica los tres pares de lados opuestos se cortan en puntos de una
misma recta, llamada recta de Pascal.

Demostracion.- Sea el exdgono ABC D EF inscrito en una cénica. Conside-
remos los haces proyectivos que desde A y C proyectan los puntos de la coénica.
Cortemos el haz de base A por la recta ED y el de base C por la recta EF. Se
tiene asi una proyectividad o: ED — EF' en la que el punto E se corresponde
con si mismo: se trata de una perspectividad. Otros pares de puntos homodlogos
en esta perspectividad son P +— Q, M — F, D +— N. Las rectas que unen pun-
tos homologos se cortan en el centro de perspectividad R = MF N DN N PQ.
Luego los puntos P, () y R estan alineados. [-]
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B C
El resultado dual se enuncia asi:

4.28. Proposicién [Teorema de Brianchon].- Dado un exdgono circuns-
crito a una conica, los tres pares de vértices opuestos determinan rectas
que pasan por un mismo punto, llamado punto de Brianchon. [-]

4.3. Clasificacion de las conicas

Clasificacion proyectiva de las conicas
El rango de la matriz asociada A = (a;;) a la ecuacién de una cénica

X AX = 0 es un invariante proyectivo (ver pag. 94), es por lo que el nimero
de puntos singulares de una coénica no depende del sistema particular de coor-
denadas proyectivas que se tome. De acuerdo con esto, vamos a clasificar las
conicas con arreglo al nimero de puntos singulares y a su disposiciéon. Recorde-
mos que el sistema que da los puntos singulares es:

CLOQSCO + CLlel + CL()QZE2 =0
amxo + 0,11561 + algxz =0
CL()QSI?O + CL12£131 + CL22$2 =0

1. Si rango A = 3, el sistema no admite mas que la solucién (0,0,0), que
no representa ningin punto. Una cénica no degenerada no tiene puntos
singulares.

2. Si rango A = 2, hay un solo punto cuyas coordenadas homogéneas sat-
isfacen al sistema. Una recta que no pase por el punto singular tendra
dos puntos comunes con la cénica o ninguno, pues si tuviera uno sélo la
conica degeneraria en una recta doble con lo que el rango A = 1. Asi
la conica y la recta tiene dos puntos comunes o ningunos; y la cénica se
descompone en las rectas definidas por dichos puntos y el punto singular
o so6lo consta del punto singular.

3. Si rango A = 1, las ecuaciones son dependientes por lo que los puntos
singulares son todos los de la recta determinada por una de las ecuaciones
que no sea idénticamente nula, a la cual se reduce la conica.
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En resumen, segin que el rango A sea 3, 2 6 1 la cénica es no degenerada,
degenerada en dos rectas con un punto comun singular, o degenerada en una
recta de puntos singulares.

Ecuaciones reducidas de las conicas en el plano proyectivo real

Pretendemos ahora encontrar ecuaciones reducidas de las conicas haciendo
cambios de coordenadas proyectivas adecuados, ello nos permitira precisar mas
sobre la clasificacion proyectiva.

Sea C una cénica dada, Py un punto cualquiera del plano no perteneciente
a la cénica y po su polar respecto a la cénica. Ahora tenemos dos opciones:

A) dPy €po y P1¢C B) po C C.

En el caso A), sea p; la polar de P; respecto a la cénica C. Consideremos
el punto P, = pg N p1, que no esta alineado con Py y P; (pues PhedCy P &
C). Estos tres puntos {Fy, P1, P»} constituyen, en consecuencia, un sistema de
referencia proyectivo en el plano.

Dentro de la opcién A) se presentan dos posibilidades:

Al) Py ¢C AQ) P, eC
En el caso A1), los tres puntos Py, P, P, forman un tridangulo autopolar
(cada vértice es el polo del lado opuesto).
En el caso Ay), P es un punto singular: la polar de P, queda indeterminada,
pues ella debe contener a Py y a P; (que no son puntos de C) y ademds pasar
por P (al estar en la cénica).

P, D, P,

’
7

Para estudiar la opcién B), observemos que todos los puntos de py son
singulares, pues la polar de uno cualquiera de sus puntos debe ser ella misma
y ademads pasar por Py (Py ¢ C); por tanto, queda indeterminada.

Eligiendo dos puntos distintos en pg, sean P;, P>, obtenemos un sistema de
referencia { Py, P1, P>}, que no forma un tridngulo autopolar.

p()

Tomando los puntos { Py, P1, P>} como un nuevo sistema de referencia, para
cualquiera de los tres casos, se obtiene una ecuacion reducida de la cénica, que
se denomina forma normal o diagonal, que en los casos resenados queda como
sigue:

A1) Tomando Py(1,0,0) y su polar pg = z° = 0, entonces ag; = 0y agz = 0.
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Tomando P;(0,1,0) y su polar p; = 2! =0 (Py € py1), resulta agy =0y
a9 = 0.
De todo ello resulta que P, = pg Np; (0,0, 1), su polar serd x2 = 0, luego
aogzOyau:O.
La ecuacion de la cénica queda:

CLOO(IO)2 + a11($1)2 + CL22(132>2 =0,

donde todos los coeficientes agg, a11 v aso son distintos de cero, pues la
conica no tiene puntos singulares.

Ay) Tomamos como en el caso A;): Py(1,0,0), su polar pg = z° = 0;
P1(0,1,0), su polar p; = 2 = 0; y P»(0,0,1), cuya polar no esté de-
finida. De las dos primeras se sigue que ag; = 0,a12 = 0y agz = 0, y de
la ultima fpg 2V + fp%xl + fpg 2% = 0 ha de ser idénticamente nula, luego
apz — 0,@12 =0 Yy G99 = 0.

En consecuencia, la ecuacion de la conica en este particular sistema de
coordenadas, toma la forma siguiente:
CLO()(ZUO)2 + all(x1)2 = 0.
B) Tomando Py(1,0,0) y su polar z° = 0; P1(0,1,0) y P»(0,0,1) cuyas

polares estan indeterminadas, resulta: ag; = 0,a92 = 0,a11 = 0,a12 =0
y a9 = 0. Con lo que la ecuacion de la conica queda:
0\2
aoo(ZI] ) = 0.

En resumen, tenemos:

4.29. Proposicion.- La ecuacion de una conica no degenerada, respecto

a un sistema de referencia proyectivo, cuyos puntos base forman un
triangulo autopolar, se reduce a la forma normal o diagonal
0)2 142 22
ap(z”)” + ar(x)* + az(z*)” = 0.
Si la coénica es degenerada, se puede reducir a una de las formas
siguientes
02 12 ( 0)2
ap(x”)* +ai(z")*=0 o (") = 0.
[-]

Si hacemos cambios de referencias respecto a los cuales la matriz asociada
a una conica es diagonal, el nimero de términos no nulos en éstas es el mismo
(por ser el rango de la matriz asociada a una cénica un invariante por trans-
formaciones proyectivas — pdg. 94 —). Y se verifica ademas:

4.30. Proposicién [Ley de inercia de formas cuadréaticas].- Sim es el

nimero de términos positivos (igual o mayor que el nimero de términos
negativos), entonces la dimension del mayor subespacio proyectivo que
no tiene puntos comunes con la cénica es m — 1.

Demostracion.- De acuerdo con las ecuaciones diagonales de las cénicas
dadas por la proposicién anterior, se presentan los siguientes casos:

)

Cénicas no degeneradas
CL()(CEO)2 + a1($1)2 + CL2($2)2 =0 (ao >0, a1 >0, ag > O)

Todos los coeficientes positivos: m = 3.
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Se trata de una conica sin puntos reales (imaginaria), por lo que F = P»(IR)
no tiene puntos comunes con la cénica y dimF =2 =m — 1.

ao(z”)? + a1 (z')? — ax(2?)?* =0 (ap >0, a; >0, ag > 0)

Dos coeficientes positivos y uno negativo: m = 2.

Larecta F = {(z%, 2!, 2%) /2% = 0} es un subespacio de dimensién 1 = m—1,
que no tiene puntos comunes con la cénica. Y como la cédnica tiene puntos
del plano, por ejemplo (y/az,0,,/ap), no existen subespacios proyectivos de
dimension dos, que carezcan de puntos comunes con la cénica.

II) Conicas degeneradas con matriz asociada de rango dos.
ap(2?)? 4+ a1 (zh)? =0 (ap >0, a; > 0)
Todos los coeficientes positivos: m = 2.
La recta F = {(2°, 21, 22)/2? = 0} no interseca a la cénica y dimF = 1 =
m — 1; con lo que no hay subespacios de dimension dos sin puntos comunes con
la conica, pues el punto (0,0, 1) pertenece a ésta.

ao(z%)? —ay(zh)? =0 (ap > 0, a3 > 0)
Un coeficiente positivo y otro negativo: m = 1.
El punto F = {(2°, 2%, 2?)/2° = 0, 2! = 0} no estd en la cénica y dim F =
0 = m — 1. Ademds, como la recta £ = {(2°,z',2?)/\/apz" = \/a;2?} forma
parte de la cénica, cualquier otra recta (subespacio de dimensién 1) tiene al
menos un punto comin con la cénica (dos rectas en el plano proyectivo tienen
siempre un punto comun).

IIT) Cobnicas degeneradas con matriz asociada de rango uno.

()2 = 0. S6lo un coeficiente positivo: m = 1

Como en el caso anterior, el mayor subespacio que no tiene puntos comunes
con la cénica es de dimension cero: existen puntos no pertenecientes a la conica,
por ejemplo el (1,0,0); y, como la recta 2% = 0 estd en la cénica, toda otra
recta (subespacio de dimensiéon uno) tiene puntos comunes con la cénica. [

Ahora podemos, de acuerdo a las ecuaciones reducidas, precisar mas sobre
la clasificacién proyectiva de las conicas:

= Coénicas no degeneradas (sin puntos singulares):

1. Si los coeficientes ag, a1, a2 son del mismo signo, la cénica es imagi-
naria, sélo el (0,0,0) satisface a la ecuacién

ao(2°)? + a1 (x1)? + az(2?)? = 0.

2. Si hay uno de signo contrario a los otros dos, reordenando los indices
si es necesario, se puede poner su ecuacién diagonal de la forma:

ao(2%)? + a1 (21)? — az(2?)? = 0,

con agp,a; y as positivos, que engloba las elipses, hipérbolas y para-
bolas.

= Coénicas degeneradas, con un punto singular:
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3. Dos rectas imaginarias que se cortan en un punto real (singular).

aog(2%)? + a1 (21)? = 0,

con ag > 0,a; > 0.
4. Dos rectas reales distintas, con un punto singular.

ag(z%)? — ay(z1)? =0,

con ag > 0,a; > 0.

= (Coénica con una recta de puntos singulares:

5.

(292 =0

Método de formacion de cuadrados de Gauss

Hay otros procedimientos para llegar a la ecuacion diagonal de una cénica
y uno de ellos es el que se conoce con el método de formacién de cuadrados de
Gauss, que expondremos a continuacién.

2
Sea C una cénica de ecuacién f((z, z!,2?)) = g a;jx'x? = 0 referida a
1,5=0

un cierto sistema de coordenadas homogéneas (x°, x!, 2?). Distinguiremos dos

Ccasos:

A)  Supongamos que alguno de los coeficientes a;; sea distinto de cero.
Podemos suponer, cambiando si es necesario el orden de los puntos base, que

es agg # 0.
Los términos que tienen z° son:

a a
aoo ((:130)2 + 2:130(2331 + E:ﬂ)) =

aoo aoo
2 2
0 apr ap2 o apr 1q ap2 o
= apo <x —l—(—.r —I——x) — T+ T
aoo aoo oo aoo

Haciendo el cambio de coordenadas

a a
pyo =29 + aﬂxl + a—023:2

00 00
oyt = 2! (4-2)
py? =’

la ecuacion de la conica toma la expresién:
aoo(y”)* + h(y',y*) = 0,
siendo h un polinomio homogéneo de segundo grado en las variables y!, 2.

2

Procediendo de forma anéloga con la ecuacién h((y!,y?)) = Z bijy'y’ =
t,j=1

0, se llega a obtener la expresion diagonal buscada para la ecuacién de la cénica.
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La transformacién final es el producto de transformaciones del tipo (4-2),
que tienen determinante no nulo. Por tanto la transformacion producto tiene
determinante no nulo.

B)  Si todos los coeficientes a;; fuesen nulos, habria algin a;; # 0, para
t # 7. Podemos suponer que sea ag;. Entonces empezaremos con el cambio de
coordenadas

pa0 = 40 — ¢!
pr! =y’ +y!
pr® = y*

con lo que estariamos en el caso anterior.

4.31. Nota.- Existen otros métodos basado en teoria de matrices que per-
miten pasar de una matriz simétrica, como es el caso de la asociada
a la ecuacion de una cénica, a otra con sélo términos en la diagonal
principal. Uno de ellos es el que se conoce como el método de transfor-
maciones elementales sobre una matriz, que consisten en:

1) Intercambiar filas o columnas.

2) Multiplicar los elementos de una fila o columna por una constante
no nula.

3) Sumar a una fila o columna otra fila o columna, respectivamente,
previamente multiplicada por una constante.

Mediante este método se trata de anular los elementos situados
encima y debajo de la diagonal principal de una matriz A asociada
a una cénica. Hay s6lo que tener en cuenta que por ser una matriz
simétrica, las transformaciones elementales que reducen a cero los el-
ementos situados debajo de la diagonal principal son las mismas que
sobre las columnas, reducen a cero los elementos situados encima de
dicha diagonal.

Si sélo interesa la matriz diagonal resultante, la manera mas rapida
de obtenerla es hacer las transformaciones elementales convenientes
(haciéndolas primero sobre las filas y luego sobre las columnas). Si
ademads interesa conocer la matriz de cambio de referencia, ésta se
obtiene simplemente aplicando las transformaciones elementales hechas
a las columnas, sobre la matriz unidad, obteniéndose asi la matriz de
paso que expresa las coordenadas antiguas en funcion de las nuevas.

Clasificacion afin de las cdnicas

Situémonos ahora en el plano proyectivo deducido del plano afin real am-

pliado con los puntos impropios. Si hallamos la interseccién de una cénica de
2

,22)) = g a;jz'x’ = 0 con la recta impropia 2 = 0, se
t,7=0

ecuaciéon f((x°, 2!

tiene 1)2 212 1,2
a11(z")” 4+ a2 (z°)* + 2a122" ° = 0;
resolviendo esta ecuacién, después de dividir por (z1)?, resulta que la cénica

tiene dos puntos impropios y, expresados en la forma (0,1,m), m = son

xl’
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solucion de la ecuaciéon ,
a22711 + 2&12771 + ailp — O,
esto es

2
—a12 + /a2y — ajraz

as2

m =

Dichos puntos seran reales (distintos o coincidentes) o imaginarios, segin que

la expresion ajjass — a3, = A% sea negativa, nula o positiva. También puede

ocurrir que dicha ecuacion sea satisfecha por todo m, en este caso la interseccién
de la cénica con la recta impropia es toda ésta.

Cuando la cénica es exterior a la recta impropia, por ser imaginarios sus
puntos de interseccién con ella (A% > 0), se dice que es de género elipse; cuando
la corta en dos puntos distintos (A% < 0), se dice que es de género hipérbola; y

si es tangente, por coincidir los dos puntos de interseccién (A% = 0), diremos
que es de género parabola.
2
Cuando la ecuacién Z aijxia:j = 0 no se satisface por las coordenadas
i,j=0
de cualquier punto real, diremos que define una cénica imaginaria. Si cortamos
una cénica imaginaria con la recta z° = 0, los puntos de interseccién han de
ser imaginarios, luego A% > 0, por lo que sélo existen conicas imaginarias de
genero elipse. Ademas debe ocurrir que las tangentes trazadas a una conica
imaginaria desde puntos de la recta impropia han de ser 1mag1nar1as por lo
que si trazamos las tangentes desde el punto impropio del eje z!, por ejemplo,
sus ecuaciones tangenciales son
AOO’LL2 + QAOQUOUQ + A22 = 0.

Y para que sean imaginarias tiene que ocurrir que (A92)2 — AP0 A22 < (, pero
como

AOO A02

A02 422 | T ai1|A| > 0;

tenemos asi la condicién para que una cénica sea imaginaria (ver también el
Ejercicio 129):

A% >0 all\A\ > 0.

En resumen, tenemos la clasificacion de las cénicas en el plano afin que
aparece en el cuadro de la pagina 113.

Ecuaciones reducidas de las conicas en el plano afin real

Pretendemos ahora encontrar ecuaciones reducidas de las cénicas haciendo
cambios de coordenadas en plano afin ampliado, ello nos permitira precisar mas
sobre la clasificacion afin.

Un camino para clasificar las conicas desde el punto de vista proyectivo es
encontrar la forma normal o diagonal a que puede reducirse su ecuacién me-
diante transformaciones proyectivas u homograficas. Si en vez de considerar
el grupo lineal proyectivo PGL(2, IR), se considera un subgrupo G del mismo,
se presenta el problema de ver las formas normales a las que puede reducirse
las ecuaciones de las conicas mediante transformaciones de G. Ello equivale a
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clasificar las cénicas respecto del subgrupo G, pues dos conicas seran equiva-
lentes respecto de GG si y sélo si pueden reducirse a la misma forma normal o
diagonal.

Un caso particular, de gran interés y del cual nos ocupamos en este parrafo,
resulta al considerar G como el grupo de transformaciones afines o afinidades.

Recordemos que una afinidad (pag. 65) es una homografia que conserva la

recta impropia, 2 = 0. Sus ecuaciones, por consiguiente, son de la forma
py’ = a’
oyt = apz® + atx! + alx? ]oz;] # 0.
py? = a%xo + a%ml + a§x2
2
Dada una cénica C de ecuacién f((2°, 21, 2?)) = Z ai;r'x? = 0. Mediante
i,j=0
una transformacién afin conveniente (facil de hallar, mediante el método de
formacion de cuadrados o el de transformaciones elementales, por ejemplo),

esta ecuacion puede llevarse a una de las formas siguientes:
A) ar(y')? + az(y?)? =bo(y?)* + 2b1y y* + 2b2y°y? a1 #0 as #0

B) a1 (y')? =bo(y")? + 2b'y°y" + 202y y? a1 #0
C) 0="bo(y°)? + 201y yt + 2byy 2.
de donde

b 2 b 2 b2 b2
A) (y — —lyo> + as <y2 — —2y0> (b + 2 ) (y°)?
ao a ao
b 2
B) (y - —y

b2
O) = (bo + a_1> (y°)? + 2bay"y?

C) 0=bo(y°)? + 2b1y%y! + 2b2y%y>.
Que podemos poner en una sola férmula conjunta (h = 0,1, 2):

h b, 2 hp2
Zai(yz_jyo> = co(y”)* +2y° (Z blg)aco_b0+za_z
! i=1 "

=1 i=h+1
Hagamos ahora las siguientes transformaciones no singulares:

0_,0

pz- =Y
i bi g i .

pzt = ——1y +y 1<i<h

a;
pzt =y h4+1<:<2

Con lo que la ecuaciéon de la cénica queda reducida a la forma:

h
Zaz 24220 <Z bz> a; # 0
=1

i=h+1

De donde surgen los tres casos:

I. ¢=0, b =0 (Z:h+1,,2)
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h
Z ai(2)? =0
i=1

II. ¢y # 0 (podemos suponer que ¢y > 0), b; =0 (i=h+1,...,2)

zai(zi)2 _ 60(20)2

=1

III. Algun b; diferente de cero, podemos suponer que by, 1 # 0. Consideremos
el cambio de coordenadas dado por la afinidad

pt? = 20
ptt = 2* 1<i<h
2
pth—i-lz%)zo_i_ Z b, 2
_ . i=h+1
ptt = 2" h+2<i<2

con lo que la ecuacién de la cénica queda:

h
D ai(th)? = 200"
=1

Segtn los distintos valores de h tenemos los siguientes tipos de conicas:

1. (I;) Para h =1, a1(2')? = 0. Podemos suponer que a; > 0. Con lo que
tenemos, haciendo el cambio,

px’ = 2° px' = /a2t px? = 2% -

(z1)?2 =0 Recta doble

2. (I;) Para h = 2 y ay,ay del mismo signo (a; > 0y ay > 0). Tenemos,
haciendo el cambio,

pz’ = 2° pxl = /a2 px? = \Jag2? :

(z1)? + (22)2 =0 Rectas imaginarias que con un punto real

3. (I3) Para h = 2 y ay,as de signo contrario (a; > 0y as < 0). Tenemos,
haciendo el cambio,

pz? = 2V prt = \Ja; 2! pr? = \/—agz?

(1) — (%2 =0 Rectas secantes

4. (II) Para h =0, (292 =0 Recta impropia doble
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5. (I13) Para h = 1. Si a; > 0, tenemos, haciendo el cambio,
pr? = /2" px! = Ja 2t px? =22

(x1)? = (29)2 Rectas paralelas

6. (II3) Para h = 1. Si a; < 0, tenemos, haciendo el cambio,

px? = \/co2° prt = v/—a 2! pr? =22

(21)? = —(2°)? | Un punto impropio. Rectas imaginarias paralelas

7. (I11,) Para h =2. Sia; <0y ay <0, tenemos, haciendo el cambio,

px? = \/%zo px! = /—ai 2! px? = /—ag2? -

(21)? + (22)? = —(29)? Elipse imaginaria

8. (II;) Parah =2. Sia; >0y ax <0 (o0oa; <0yay > 0), tenemos,
haciendo el cambio,

pr® = \/co2° pxl = /a2t px? = \/—ax2?
(pz° = \/co2" pxl = \Jazz?! pr? = /—a1z*):

Hipérbola

9. (IIs) Para h = 2. Si a; >0y az > 0, tenemos, haciendo el cambio,

pz® = \/co2° px! = Ja 2} px? = \Jazz? -

(x1)? + (22)? = (29)? Elipse

10. (I11;) Para h = 0, 202! =0 Una recta propia y la recta im-

propia

11. (II115) Para h =1, si a3 > 0, hacemos el cambio,
px? = 2° px! = Ja 2} pxe =2z
y si a1 < 0, hacemos el cambio

px? = 2V prt = v/—a 2! pr? = —22 resulta:

(x1)? = 22922 Parabola

Resumiendo lo expuesto tenemos los cuadros siguientes:

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



112

Conicas

ECUACION REDUCIDA DE LAS CONICAS EN EL PLANO AFIN

(Segun la naturaleza de los puntos impropios)

Rango de Rango
o Puntos de A 3 9 1
11 12) . .
aiz a22 1ImMpropios >
. . 2 2 _ 1
Imaginarios = +y 4 y? = -
(A% > 0) g2 2 =1
2
Reales 222 =11 2242 =0 soskokok
(A% < 0)
2 _ 1
1 Punto doble 22— 2y — x 20
(AOO = ()) 22 = _1
Toda la recta Hodokok z=0 tokok ok
0
Recta doble ootk koK ?
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Rango de Punt Rango
Untos de A 3 2 1
ail ai12 . .
(alz azz) 1IMpropios -
o ELIPSE REAL RECTAS
Imaginarios
O IMAG. oKk ok
(A% > () (a11]A] > 0) | IMAGINARIAS
2
Reales )
HIPERBOLA DOS RECTAS HofokoK
(A% < 0)
RECTAS
Punto doble , RECTA
1 PARABOLA PARALELAS
(A% = 0) REALES O IMAG)  DOBLE
UNA RECTA
Toda la recta Hokokk ok Kok
(RECTA IMPR.)
0
(RECTA
Recta doble orotok korokk IMPROPIA
DOBLE)

4.4. Elementos afines y métricos de una cénica

Centro, diametros, asintotas y ejes

Sea una cénica no degenerada en el plano afin amplicado con la recta im-
propia de ecuacién f((x°, 2!, 2?)) = X AX = 0.

4.32. Definicién.- Se llama centro al polo de la recta impropia, cuando es
propio.

Esta definicion esta justificada por el hecho de este punto separa armonica-
mente a cualquier punto de la recta impropia de los dos de interseccion de una
recta que pasa por él con la conica (es centro de simetria).

Para determinar el centro C, observemos que la ecuacién de su polar f.ox®+
fazt + f22? = 0, es la recta impropia si y sélo si f.1 = f.2 = 0, ya que esta
condicién implica que f.o # 0; pues si foo = 0, como |A| # 0, se tendra
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(¢, c?) = (0,0,0). Con lo que obtendremos las coordenadas del centro C

resolviendo el sistema:

amxo + CL11$1 + CL12332 =0

aOQZL'O + algxl + a22$2 =0
que admite la solucién (A%, A% A%2). Se sigue que las parabolas no tienen
centro.

4.33. Definicion.- Se llama didmetro a la polar de un punto impropio cuando
no es tangente a la coénica.
Se llama asintota a la polar de un punto impropio cuando es una tan-
gente propia.

El didmetro correspondiente al punto (0,1,m) es f,» + mf,2 = 0, por lo
que pasa por el centro de la conica, al anular éste a f,1 y a f,2. La ecuacion
anterior desarrollada queda

(CLOl + maOQ)ZEO + (CLH + malg)a:l + (CL12 + mCLQQ)QSZ =0
que representa una asintota o un diametro segin que contenga o no a su polo,
es decir segiin que la expresion

(CL11 + ma12)1 + (Cl12 + mazz)m =ai + 2&12771 + a22m2
sea nula o distinta de cero. Por lo que las asintotas son las rectas que pasan por
el centro y tienen punto del mﬁmto (0,1,m), siendo m dado por la ecuacién

aggm + 2a19m + a11 = 0.

4.34. Definicién.- Se dice que dos diametros son conjugados respecto de la
conica cuando cada uno contiene al polo del otro.

Los polos de dos diametros conjugados son pues los puntos impropios de
dichos diametros.

Si la polar del punto impropio (0,1,m) pasa por otro punto impropio
(0,1,m’), se tendra

ai1 + aia(m + m’) + agemm’ = 0,

que es la ecuacién de una involucién, denominada involucién de didametros
conjugados. En el caso de la elipse, es eliptica y en él de la hipérbola, es
hiperbdlica y las rectas dobles son las asintotas.

Si nos situamos ahora en el plano euclideo, podemos dar la siguiente

4.35. Definicion.- Los rayos rectangulares de la involucion de didmetros
conjugados se llaman ejes.

Ellos son ejes de simetria ortogonal de la cénica; su ecuacion se obtiene, para

. . 1 :
el caso de ejes coordenados ortogonales, poniendo m’ = —— en la ecuacién de
m

la involucion anterior, resultando la ecuacion

ajam? + (@11 — az2)m — a2 =0,
que nos da la direccion de los ejes, los cuales quedan completamente determi-
nados por la condicién de pasar por el centro.

Cuando la cénica sea de género parabola no existe involucion de didmetros
conjugados, ya que todos son paralelos, al no tener centro propio, y por tanto
falla el razonamiento anterior; pero uno de estos didmetros debe ser el eje,
y a causa de la simetria ortogonal que determina, el punto del infinito de
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cualquier recta perpendicular a él, y el punto donde le corte esta recta estaran
armonicamente separados por el par de puntos de interseccién de dicha recta
con la coénica; por tanto, considerando la direccién (0, a1z, ase), perpendicular
a la de los didmetros, (0, as2, —a12), su polar sera el eje buscado. La ecuacién
del eje de la parabola es pues

ai2fzr + agafre = 0.
Finalmente definimos los vértices como los puntos de interseccion de los ejes
con la conica.
En el parrafo §4.5. estudiaremos las ecuaciones de las cénicas en el plano
euclideo referidas a sus ejes.

Focos

Utilizando el hecho (pag. 83) de que la polaridad asociada a una cénica
no degenerada induce sobre todo punto del plano, no perteneciente a ella, una
involucién de rectas conjugadas, damos la siguiente definicion:

4.36. Definiciéon.- Los focos de una conica son los puntos en los cuales la
involucion de rectas conjugadas es tal que a cada recta le corresponde
la recta perpendicular (involucién rectangular)

La ecuacién de tal involucién debe ser entonces mm’ + 1 = 0 y en ella las
rectas dobles (autoconjugadas) son las tangentes a la cénica; que tienen, en
consecuencia, pendientes ¢ y —i.

Procedemos ahora a determinar las coordenadas de los focos de una cénica.
Para ello utilizaremos la ecuacion tangencial de la conica

Aooug + Allu% + A22u§ + 24 upu; + 24%ugus + 242 uqus = 0.

Una recta que pase por el foco F(al, a?) tiene por ecuacién

2 — o =m(zt — o)

y sus coordenadas tangenciales son (a2 —mal, m, —1), las cuales, si la recta es

tangente a la cénica deben satisfacer la ecuacion de la misma, de modo que al
sustituir resultara

AP (a? —ma' 2+ A mA+ A2 24 m(a? —mal) —24%% (a® —ma') —242m =0
y, siendo estas tangentes de pendientes ¢ y —2, habra de ser esta ecuacién

equivalente a m? + 1 = 0, lo cual exige que el coeficiente de m? sea igual al del
término independiente, y el de m debe ser nulo; asi las coordenadas del foco
F(al,a?), vienen dadas por el sistema de ecuaciones

A0 ()2 4 AT — 240101 = A00(02)2 4 A22 — 240242
A00,102 - A01L2 4021 L 412 _
o sea, que las ecuaciones que determinan los focos son:
AOO((a1)2 . (a2)2) _ 2A01a1 + 2A02a2 + All . A22 =0
A0, 102 02,1 _ 4012 4 412 _

Veamos ahora que este concepto de foco de una cénica coincide con el que
hemos visto al introducir las cénicas como lugares geométricos en el plano
euclideo (§ 4.1.)

Sea F' un punto tal que la involucién de rectas conjugadas que la cénica
induce sobre él es rectangular; entonces las pendientes de las tangentes a la
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cénica desde F'(al,a?) satisfacen m? + 1 = 0, asf su ecuacién conjunta

2 2 2
(> aya'a)” = (Y aya'ad) (Y aya'a) =0,

i,J=0 i,j=0 i,j=0
debe coincidir con el producto de las rectas
r? —a? +i(zt —at) =0, z? — o —i(at —al) =0,
0 sea con
(z! —at)? + (2% — a®)? = 0.
Luego,
2 2 2
(z' —a")? + (2% — a*)® = p(( Z aijalx])Q —( Z aijatal)( Z aijz'z’)).

i,j=0 i,j=0 i,j=0
En particular, para los puntos X de contacto de las tangentes con la cénica,

se tiene )

2
o 2
(z' — a2 + (2% —a?) =p Z aijo’z? | = p(faox® + fora' + farz?)”
i,j=0
Relacién que en coordenadas no homogéneas, puede expresarse de la forma
siguiente
(x —a')? 4+ (y — a?)? = plaz + by + ¢)?,
de donde la razén de distancias de un punto de la cénica al punto F'y de dicho
punto de la conica a la recta ax + by + ¢ = 0 es constante. Asi, F' es el foco de
la coénica y la recta ax + by + ¢ = 0, la directriz.
4.37. Nota.- Del desarrollo de lo anteriormente expuesto se observa que la
polar del foco de una cénica es la directriz correspondiente a dicho
foco.

4.38. Ejemplo.- En la pardbola x* + 2xy +y? — 4x = 0, cuya ecuacion tan-
gencial es ugui —uguz —u3 = 0, las ecuaciones que dan las coordenadas
del foco son

—al—a?+1=0, al —a? =0,
cuya solucion es (1/2,1/2). Y la ecuacion de la directriz, polar de este
punto respecto de la pardbola, es x —y + 1 = 0.

4.5. Ecuacion reducida de las conicas no degeneradas en
el plano euclideo

Obtendremos unas ultimas ecuaciones reducidas de las cénicas; ahora en el
plano euclideo, en el que consideramos sistemas de coordenadas homogéneas.

Invariantes de la ecuacion de una conica

Dada la ecuacién de una cénica f((20,zt,2?)) = X AX = 0 en el plano
euclideo, tratamos de encontrar una forma mas sencilla mediante transforma-
ciones isométricas. Para ello, veamos primero qué cantidades relativas a los
coeficientes en una ecuacién de una cénica son invariantes por isometrias. Es-
tas cantidades invariantes, denominados invariantes métricos, vienen dadas en
el siguiente resultado:
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4.39. Proposicion.- FEn toda coénica 'XAX = 0 son invariantes métricos

|A\,AOO: ai; a2

y ai1 + ago.
a2 G229

Es decir, que después de un cambio de coordenadas del tipo X = DY,
donde

1 0 0 1 0 0
D = di cosa senca 0 D = di cosa sen« ,
do —sena cos« do sena —cosa

la ecuacion de la cénica queda
X AX = YDY)A(DY) = 'Y'DADY = 'Y BY =0,
donde B = *DAD, y debe verificarse que |A| = |B|, A% = B% y a1; + ag =
b11 + baa.
Demostracién.- 1)  Como |B| = |'DAD| = |'D||A||D| = |D?|4| =
(£1)%|4] = |A4]|, queda probado que el determinante de la matriz asociada
a una conica |A| es un invariante métrico.

I1) Para ver que A% es invariante debemos calcular B%; teniendo presente
que

1 d1 d2 apg ap1 ap2 1 0 0
t
B="DAD =| Ocosa —sen« || ap1 a11 a12 || di cosa sena |,
Osena cos o ap2 12 A2 d2 — SeNn & COS &

se sigue que

COS & — Sen « 00 COS & Sen o« 00 00
B% = A = |BY| = |A"Y].
Sen « COS v —Senoa  Cos o ‘ | ‘ ‘

IIT) Finalmente

0
bllz(CLOl COS(X—ap2 Sen &, a1 COSx—ai2 sen o, a1z COS &dX—ago SE1 Oé) COS & =
—sen «
= (a11 cosa — ajzsena) cos a — (a1 COS @ — a9y SeN () sen o =
_ 2 2
= Q171 COS™ &@x — 2&12 Sen o cos & + ag9 sen” q.
0
boo = (a01 sen a—+agpa COS (v, A11 S€N x+ai12 COS (v, 12 SEN (X + G292 COS a) seno | =
COS

= (a11sena + ajg cos ) cos & + (a2 sen a + agg COS () COS v =

— aq1 sen? a + 2aq9 sen a cos a + asy cos? a.

Luego: byy + bao = aq1(sen? a + cos? o) + asga(sen? a + cos? a) = ayy + age. [

Calculo de los coeficientes de la ecuacion reducida de una cdnica en
el plano euclideo
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Los invariantes obtenidos, permiten calcular directamente los coeficientes
de la ecuacién reducida de una coénica. En efecto, dada una cénica de ecuacién
ago(y°)* + a11(y")? + a22(¥°)? + 2a01y°y" + 2a02y°y” + 2a12y'y* = 0,
consideremos los siguientes casos:

a) Sila cénica tiene centro propio (elipse o hipérbola), esto es, si A% #£ 0,
y adoptamos como nuevos ejes los de la conica, la ecuacién de este tomara la
forma

oy (zh)? + az(2?)? + ap(2?)? = 0.

Pero a4+ as = a11 + ase v ajas = A%, se deduce que a; v as son las raices
de la ecuacién

a? — (CL11 + CL22)Oé + A% = 0.

Por otra parte,
o7y 0 0

A A
0 o 0 :OéoOélOé2:|A|:>OéOI ’ | :1’40!),
0 0 a1
con lo que tenemos la ecuacion reducida
4]
a1 (561>2 + a2($2)2 + m(%of =0

b) Cuando la cénica es una parabola su ecuacién reducida, referida al eje
y a la tangente en el vértice, es de la forma
B(x*)? + 2ax%z' = 0.
Comparando los invariantes de esta ecuacién con la ecuacién general dada,
resulta

0 o O Al
B = ai1 + a2 a 0 0 :—QZQI‘A‘ia:i e
0 0 a1l + age

el signo de « (1) depende de la eleccién del sentido positivo sobre el eje Ox!.
Queda por tanto

|A‘ 0.1
a1l + a 222 o ——— 2%t =0
(an 22) (@) a1 + as9

4.6. Haces de conicas. Determinacion de conicas

La ecuacién general de una coénica encierra seis coeficientes; mas, como se
puede dividir por uno cualquiera de ellos no nulo, con cinco relaciones entre
ellos bastan para determinarlos. En el caso de que estas relaciones den lugar
a cinco ecuaciones lineales independientes la conica queda determinada. Al-
gunos ejemplos de condiciones geométricas que dan lugar a ecuaciones lineales
o cuadraticas entre los coeficientes son los siguientes:

1) La condicién de ser conjugados dos puntos o la de pertenecer un punto
a la conica equivalen a una ecuacién lineal entre los coeficientes.

(1) El radicando es siempre positivo pues, al ser en una pardbola A% = 0, se tiene que
a12 = Aa11 y agz = Aaie; por tanto, |A| = —a11(—Xao1 + ao2)? y a11 +aze = a1 (1 + A?).

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



4.6. Haces de cdénicas. Determinacion de conicas 119

2) Dar un punto y su polar o un punto de la cénica con su tangente o el
conocimiento de una involucién de puntos conjugados equivalen a dos relaciones
lineales; pues basta expresar que el punto dado es conjugado de dos de su polar.

3) Si se conoce un tridngulo autopolar equivale a tres relaciones lineales;
pues basta expresar que cada vértice es conjugado con los otros dos.

4)  El conocimiento de una involuciéon de puntos y el haz de sus polares
equivale a cuatro relaciones lineales entre los coeficientes.

5) La condicién de ser conjugadas dos rectas (pag. 99) o la de ser tangente
una recta o la condiciéon de ser parabola equivalen a una relacion cuadratica
entre los coeficientes.

Combinando condiciones de este tipo de modo que resulten cinco rela-
ciones entre los coeficientes podremos determinar la ecuacién de la cénica. Un
camino que nos permite, en muchos casos, determinar con rapidez y elegancia
la ecuacion de una cénica lo proporciona la teoria de haces y series de cénicas
que vamos a desarrollar a continuacién.

4.40. Definicién.- Dadas dos cénicas C1 y Co de ecuaciones fi((z%, z!, 2%)) =

tXAlX =0y fo((2% 21, 2%)) = tXAQX = 0, respectivamente, lla-
maremos haz de cénicas al conjunto o familia de las conicas cuyos pun-
tos satisfacen a la ecuac1on

Oéfl((fﬁ ! fl?))+ﬁf2(($ zt,a?)) =
:ozXAlXJrﬁXAz =0, (o, B) # (0,0).

De la definicién se sigue que las cénicas C; y Cs son de la familia, pues basta
darle a los parametros o y (3 los valores 0,1 y 1,0, respectivamente.

Poniendo A = = («a # 0) la ecuacién del haz de cénicas se escribe
o)

Y AX + A A,X =

y conviniendo que para A = oo resulta la conica tx Ay X = 0, se establece una
aplicacion biyectiva de IR y las cénicas del haz.

Establezcamos ahora unas proposiciones, con técnicas puramente algebraicas,
que utilizaremos para hacer posteriormente un estudio sobre los tipos de haces
de coénicas.

4.41. Proposicién.- Un punto (real o imaginario) de interseccion de dos
conicas es comin a todas las conicas del haz que ellas dos determinan.

Demostracion.- Sea P € C; NCs, por tanto tPAlP =0y tPAzP = 0, luego

'PPAP+APAP=0 VAER
con lo que el punto P pertenece a todas las conicas del haz determinando por
Cl y CQ. ]

4.42. Definicién.- Los puntos de interseccion de las conicas del haz se de-
nominan puntos base o fijos del haz.

4.43. Proposicion.- Por un punto no basico de un haz de conicas pasa una
y solo una conica del haz.
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Demostracién.- Sea P un punto no bésico, entonces tPAlP #0o0 tPAQP +
0. Asi la ecuacién
'PAP+A\'PAP =0

admite una solucién inica, a la cual corresponde una y sélo una cénica del haz
que pasa por el punto P. []

4.44. Proposicion.- Un haz de coénicas contiene como maximo tres conicas
degeneradas, a menos que esté compuesto por conicas todas degenera-
das.

Demostracién.- Teniendo en cuenta que el haz de cénicas viene dado por la
ecuacion

X (A; + A42)X =0

y que la condicién para obtener una cénica degenerada es que |A; + AAs| =0,
debemos resolver, para hallar las cénicas degeneradas, la ecuacién en A

|A1 + AAa| = | A2 A + a)\® + A + |A1| =0,
la cual proporciona, al resolverla, tres raices a lo méas, salvo que todos los
coeficientes sean nulos y entonces, |A; + AAz| = 0, cualquiera que sea A, por lo
que todas las conicas del haz serian degeneradas. Haces degenerados son, por
ejemplo, a(z!)? + B3(2?)?2 =0 y az'la? + B2Vz! = 0. ol

4.45. Proposiciéon.- FEn todo haz de conicas no degenerado existen cuatro
puntos fijos distintos o confundidos.

Demostracion.- Sea C; una cénica no degenerada del haz. Por la proposicién
anterior, a este haz pertenece por lo menos una cénica C que se reduce a dos
rectas distintas o confundidas; ahora bien, como toda recta corta a una cénica
no degenerada en dos puntos, distintos o confundidos, se deduce que C y C;
tienen cuatro puntos comunes, distintos o confundidos.

Tipos de haces de coénicas

De la tultima proposicién se desprende la siguiente clasificacién, segun la
configuracion que adopten los puntos fijos, y supuesto que las cénicas del haz
no sean todas degeneradas:

I) Los cuatro puntos fijos son distintos.

Las cénicas del haz se cortan en cuatro puntos; entonces tenemos tres
conicas degeneradas en pares de rectas, determinadas por los tres pares de
rectas que pasan por los cuatro puntos.

Si tomamos dos de estas conicas como cénicas fundamentales del haz: r =
0,s=0; p=20,qg =0, el haz de cénicas que pasa por los puntos comunes sera

r-s+Ap-q=0.

IT) Dos puntos fijos son distintos y otros dos estan confundidos.

Solo hay dos cénicas degeneradas: una formada por la tangente a las conicas
no degeneradas del haz y por la recta que pasa por los otros tres puntos distin-
tos; y otra conica formada por las rectas que unen el punto de tangencia con
los otros dos puntos de interseccién. El haz de conicas toma la forma

r-s+Ap-t=0.

En este caso, decimos que las cénicas del haz son simplemente tangentes.

IIT) Los puntos fijos estan confundidos por pares.
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El haz contiene dos cénicas degeneradas: una constituida por la recta doble
que une los dos puntos, y otra formada por el par de tangentes a las cénicas
no degeneradas del haz en los dos puntos fijos distintos; luego la ecuacién del
haz es

tl °t2—|—>\p2 = 0.

Se dice que las cénicas del haz son bitangentes.

IV)  Tres puntos fijos estan confundidos y el cuarto es distinto.

En este caso el haz no contiene méas que una cénica degenerada constituida
por la recta que une dos puntos distintos y la tangente a las cénicas en los
puntos confundidos. Si f = 0 es una cénica del haz, podemos escribir como
ecuacion del haz

f+Ar-t=0.

Las cénicas del haz, en este caso, se dice que son osculatrices.

V) Los cuatro puntos fijos estdan confundidos en uno.

El haz sélo contiene una cénica degenerada formada por la recta doble
tangente en el unico punto fijo a las cénicas propias del haz. Si f = 0 es la
ecuacion de otra cénica del mismo, la ecuacién del haz es

f+ M2 =0.
Decimos ahora que las cénicas son hiperosculatrices.
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Tipos de haces tangenciales o series de cénicas

De forma dual a como hemos hecho el estudio de los haces de cénicas pode-
mos hacer el de series de cdnicas, esto es, de los haces de cénicas cuando estas
vienen dadas en forma tangencial; asi distinguiremos los casos siguientes:

I) Las conicas son tangentes a cuatro rectas.

Hay tres cénicas degeneradas en los pares de puntos (P, @), (R, S), (T, U).
Si P = 0 es la ecuacién de uno de los puntos, y asi sucesivamente para los
demas, la ecuacién del haz sera de la forma

P-Q+AR-S=0.

P
f 1V V

IT) Las cénicas son tangentes en un punto a una recta y tangentes a otras
dos rectas distintas.

En este caso hay s6lo dos cénicas degeneradas en los puntos (P, Q) y (R, S);
y la serie toma la forma
P-Q+)AR-S=0.

IIT) Las conicas son bitangentes.

Si P =0, = 0 son los puntos de contacto y R = 0 es el interseccién de las
tangentes, la ecuacién del haz tangencial toma la forma

P-Q+\R*=0.
IV) Las conicas son osculatrices.
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Sea P = 0 la ecuacion del punto de contacto y @Q = 0 el punto de interseccién
de las tangentes comunes. Dada una coénica no degenerada de ecuaciéon f = 0,
la ecuacion del haz tangencial es
f+AP-Q=0.

V) Las cénicas son hiperosculatrices.

La tnica cénica degenerada es el punto de contacto P = 0, doble, y el haz
tangencial es de la forma, dada una conica no degenerada tangente en P:

f+AP?=0.
4.46. Ejemplo.- Determinar el lugar geométrico de los centros de las conicas

tangentes a las rectas
x =0, y =0, r+y—1=0, 20 —y+3=0.

La ecuacion de la serie de conicas
by inscritas en el cuadrilatero de la

(-2/3,5/3)

figura es
UO(2U1 - 5UQ - 3’LLO)—
(0,1) Aug + ug) (3uy — 2ug) = 0.

Si consideramos una coénica de
la familia correspondiente al para-
metro A, las coordenadas del centro
son (A%, A0 A02),

O sea, (—6+4X,2—3X, =5+ 2));

T es decir:
2 — 3\ -5+ 2\

(-3/2,0) (0,0) Ty YT Toran
Que eliminando el parametro A resulta la ecuacién, en coordenadas carte-

sianas, de los centros:
8r — 10y — 11 = 0.

4.47. Ejemplo.- FEcuacion de la conica tangente a las rectas
xr—1=0; z—-2=0;, y—1=0; 20—y=0; y—3=0.

Puntos de interseccion de las cuatro primeras rectas y ecuacién pliickerianas

o tangenciales de estos puntos:
P(l,)=u+v+1=0; (2
P;(2,4)=2u+4v+1=0; Py(1

Conicas inscritas al cuadrilatero Py Py P3Py:
(u+v+1)2u+4v+1)+A2u+v+1)(u+2v+1) =0.
Por ser tangente a la recta y — 3 = 0 de coordenadas tangenciales (0, —1/3),
resulta A = 1; luego:
4u? +1luv 4+ 602 +6u+8v+2=0 6 162% +4y?> — 8zy — 32z — 4y + 25 = 0.
4.48. Ejemplo.- Hipérbola que tienen por asintotas las rectas 2z —y+1 =0
yr—2y+2=0, y que pasa por el punto (1,1).

)=2u+v+1=0;
,2)=u+20v+1=0.

Haz de conicas bitangentes en los puntos impropios de las rectas dadas, en
coordenadas afines:

2z —y+1)(z—2y+2)+A=0.
Por pasar por (1,1), A = —2; luego : 222 + 2y? — bzy + 5z — 4y = 0.
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TEMA V

Cuadricas

En este tema haremos un estudio de las cuadricas en el espacio ordinario,
utilizando técnicas relativas a geometria proyectiva en el espacio proyectivo
P;5(IR) y haciendo uso frecuentemente de los conocimientos adquiridos en el
tema anterior relativo al estudio de conicas. Las definiciones relativas a trans-
formaciones en el espacio las sobrentenderemos, ya que se pueden considerar
como restricciones de definiciones dadas en espacios de dimensién n o como
generalizacién de las dadas en el plano.

5.1. Lugares geométricos en el espacio . . . . . . . ... ... ... 125
5.2. Generacién de cuddricas . . . . . . .. ... 129
5.3. Cuddricas en general . . . . . .. ... ... ... ....... 133
5.4. Clasificacién de las cuadricas . . . . . . . . . . ... ... ... 142
5.5. Elementos afines y métricos de las cuadricas . . . . .. .. .. 151

5.1. Lugares geométricos en el espacio

Un conjunto de puntos del espacio se dice que constituye un lugar geométrico
respecto a una cierta propiedad P, cuando todo punto del conjunto posee esta
propiedad y, reciprocamente, todo punto del espacio que cumpla la propiedad
P pertenece a dicho conjunto.

Se obtiene la ecuacién del lugar expresando la propiedad P mediante una
relacién entre las coordenadas de cada punto del lugar, que representa una
condicion necesaria y suficiente para la existencia del mismo. Es importante
resenar que una elecciéon adecuada del sistema de coordenadas permite una
simplificacion en los calculos necesarios para llegar a la ecuacién del lugar.

A veces ocurre que el punto P que forma parte del lugar, se describe me-
diante un proceso que implica ciertos elementos variables. Cuando estos ele-
mentos dependen de un parametro A, podria resultar que las coordenadas del
punto P vengan dadas en funcion de dicho pardmetro; teniéndose asi unas
ecuaciones paramétricas del lugar. Eliminando tal parametro, obtendriamos
las ecuaciones cartesianas o implicitas del lugar.

Si la propiedad P de un punto P(x,y, z) se traduce por una condicién sim-
ple, el lugar de los puntos que poseen esta propiedad vendra determinado por
una sola ecuacién entre las coordenadas x,y y z; resulta, en general, una super-
ficie. Si P se expresa por dos condiciones sunples el lugar vendra determinado
por dos ecuaciones, y sera, en general, una curva.

Algunas veces se puede obtener una representacién geométrica de una su-
perficie usando lo que se denominan curvas de nivel, en el plano XOY, es decir
curvas de ecuacién f(x,y) = c. Este es, por eJemplo el método empleado
en la construccion de mapas topograficos, umendo mediante curvas los puntos
de igual altura respecto al nivel del mar. La interseccién de la superficie con

125 Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



126 Cuadricas

el plano horizontal z = h, es la curva en la superficie representada por las

ecuaciones
flx,y)=nh z = h.

Las curvas f(x,y) = h son lineas en el plano XOY que representan las
proyecciones sobre el mismo de las curvas de nivel. Los puntos de la superficie
se obtienen elevando los de esta curva a una cota h; a cada valor de h le
corresponde asi en el espacio una curva variable y el lugar de los puntos de esta
curva al variar h engendran la superficie.

Otra representacion geométrica de una superficie como lugar de los puntos
de una curva variable puede también darse de la manera siguiente:

Supongamos dada una curva en el espacio expresando las coordenadas de
sus puntos mediante funciones, con ciertas condiciones de regularidad, de una
variable, es decir

r = z(u), y =y(u), z = 2(u).
Al variar el parametro u se van obteniendo los distintos puntos de la curva; para
expresar que esta curva es variable se puede introducir un segundo parametro
v; esto es, considerando las ecuaciones
x:x(u,v), y:y(u7v)7 Z:Z(U,U)-

Para cada par de valores u,v se obtienen las coordenadas x,y, 2z de un punto
P de la superficie; y para cada valor constante de uno de los parametros se
obtiene una curva. La superficie puede entonces considerarse como el lugar
geométrico de los puntos de esta curva variable.

Cuando se considera una superficie engendrada por una curva variable, a
ésta se le denomina generatriz; y si la condicién de engendrar una superficie se
expresa indicando que se apoya en otra curva fija, a ésta se le denomina directriz
(pudiendo ser varias). Si las generatrices son rectas la superficie se denomina
reglada.

A estos métodos de generar superficies nos remitiremos a continuacion para
generar superficies tomando cénicas como curvas directrices, generatrices o de
nivel, y obtener asi ciertas superficies cuya ecuacién implicita es un polinomio
de segundo grado en las variables z,y y z, a las que denominaremos cuddricas.

Al igual que hicimos en el estudio de las conicas, empezamos describiendo
algunas cuadricas particulares, lo cual nos servird posteriormente para com-
prender mejor los términos y propiedades que daremos para cuadricas en ge-
neral.

Dos casos particulares de superficies generadas por curvas, y que utilizare-
mos para obtener las ecuaciones de algunas cuadricas, son las superficies de
revoluciéon y las de traslacion que pasamos a estudiar.

Superficies de revolucion

5.1. Definicion.- A la superficie engendrada por circunferencias « (genera-
trices) cuyos centros estan en una recta fija e (eje de revolucion) que
es perpendicular a los planos que las contienen y de radios variables de
tal forma que cada una de ellas interseca a una curva fija 0 (directriz),
se denomina superficie de revolucién.

Otra interpretaciéon geométrica de una superficie de revolucién surge al con-
siderar como generatriz la curva que se obtiene al cortar la superficie por un
plano que pase por el eje de revolucion; entonces la superficie es engendrada
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por los puntos de dicha curva cuando el plano que la contiene gira alrededor
del eje de revolucién.

Si el eje viene determinado por uno de sus puntos Py(zo, Yo, 20) ¥ por su
direccién v = (a,b,c), considerando un plano 7 perpendicular a dicho eje,
cualquier circunferencia de las que engendran la superficie puede considerarse
como la interseccion de una esfera C de centro en Py con un plano 7, paralelo
a m; las ecuaciones de dichas circunferencias seran por tanto

(z—20)’ +(W—w)’+(z—20)° =X ax+by+cz=p.

Cuando se pone una condicién a las circunferencias v, esta se expresa por
una relacion de la forma
A 1) =0;

y la ecuacién del lugar se obtiene eliminando A y p entre las tres ecuaciones
precedentes, resultando como ecuacion de la superficie de revolucion
f((x = 20)* + (y — 90)* + (2 — 20)%, az + by +cz) = 0.

En particular, si tomamos como eje de revolucion el eje OZ y como directriz

una curva situada en el plano YOZ de ecuacion
xr =0 F(y,z) = 0.

Las circunferencias que generan la superficie tienen por ecuaciones, tomando

Py como origen de coordenadas,
oy 422 =\ 2=/ o equivalentemente 2%+ y? =v z = U,

que se apoyan en la curva x = 0, F(y,z) = 0. Con lo que se tiene la relacién
F(y/v,pu) = 0 entre los pardmetros v y p. Asi, la ecuacién de la superficie de

revolucién es
F(va?+y?z) =0.

Una situacién aun mas particular se presenta cuando la curva directriz
viene dada por ecuaciones de la forma x = 0, z = f(y). Se tiene entonces

que la ecuacién de la superficie de revolucion, que se obtiene al girar esta curva
alrededor del eje OZ es

2= (V22 +y?).

5.2. Ejemplo.- Al girar la recta x = mz + a, y = nz + b alrededor del eje
0OZ, engendra una superficie de revolucion, denominada hiperboloide
de una hoja o reglado.
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Su ecuaciéon resulta de eliminar A y p entre las ecuaciones
z=A P+ 22 =p r=mz+a y=mnz+b,
resultando: f(A, p) = (mA+a)* + (mA +b)* + A2 — =0 con lo que
22 4+ 9y = (mz+a)® + (nz + b)%

Superficies de traslacion

5.3. Definicién.- Se denomina superficie de traslacién de directriz C y ge-
neratriz C*, al lugar geométrico de los puntos de las curvas que se
obtienen al trasladar la generatriz C* paralelamente a si misma, de tal
forma que un punto My fijo de ella recorra la directriz.

Supuestas dadas las ecuaciones de las curvas C y C* en forma paramétrica
como sigue

x=x(u), y=yu), z=z(u); z* =x*(v), y* = y*(v), 25 = z*(v),.
vamos a obtener las coordenadas de un punto genérico P(X,Y,Z) de dicha
superficie de traslacién en funciéon de los parametros u y v.

OP =OM + MP =OM + MyP, =

=OM + OP) — OM, =

= (x(u),y(u),z(u))+
+(2*(v), y* (v), 2*(v)) = (20, Y0, 20)-

X = X(u,v) = z(u) + x*(v) — 2o
Y =Y (u,v) = y(u) +y*(v) — yo
Z = Z(u,v) = z(u) + z*(v) — 2o
Si entre estas ecuaciones se eliminan los
parametros u y v, se obtiene la ecuacion
implicita F'(X,Y,Z) = 0 de la superficie
de traslacion.
5.4. Ejemplo.- Superficie de traslacion de generatriz la recta 3(x — 2) =
y/4 = —z y directriz la circunferencia z = 0, z? + y?> — 4 = 0.

*

Las ecuaciones paramétricas de la directriz C y la generatriz C* son

Z

C=x=2cosu,y=2senu,z =10
C'=z=vy=12(v-2),z = -3(v—-2)
Con lo que el punto My, comin a am-
Y bas tiene de coordenadas (2,0,0); y las
ecuaciones paramétricas de la superficie

seran
X =2cosu+ v — 2,

Y =2senu+ 12(v — 2),
Z =-3(v—2).
Eliminando u y v, resulta la ecuacién de la superficie cilindrica (cilindro
eliptico)
TN\ 2
(Xx+35) +(r+az2 =4
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Expondremos a continuaciéon una serie de ejemplos de lugares geométricos
en el espacio, de los cuales obtenemos sus ecuaciones analiticas, resaltando el he-
cho de que todos ellos pueden deducirse de meras consideraciones geométricas,
basadas en los conocimientos de conicas ya adquiridos en el primer parrafo del
capitulo anterior.

5.5. Ejemplo.- Lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a
dos puntos fijos es constante.

Si tomamos ejes coordenados de tal forma que los puntos fijos sean (—a, 0, 0)
y (a,0,0) y si 2k es la constante (2k > 2a), la ecuacién del lugar es
V(e —a)?2 +y2+ 22+ /(x4 a)? +y2 + 22 =2k
De la cual se deduce, elevando al cuadrado dos veces sucesivas y cuidando
siempre que los sumando con raices estén en el mismo miembro de la ecuacion,
resulta

(k* — a®)2® + k*y? + k2% = k2 (k* — a?).

Se trata de una superficie que al cortarla por planos que pasen por los
puntos fijos (eje OX) se obtienen elipses de mismo eje mayor y focos. A la
superficie obtenida se le da el nombre de elipsoide de revolucién.

5.6. Ejemplo.- Lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias
a dos puntos fijos es constante.

Como en el ejemplo anterior, siendo ahora 2k < 2a, la ecuacién

Ve —a)2+1y2 422 — /(x4 a)?+y2 + 22 = 2k.
se transforma en
(a2 . kZ)QIZ‘Z . k2y2 . k‘2Z2 — ]{32(&2 . ]CQ),
que es la ecuacion de una superficie denominada hiperboloide de dos hojas de
revolucién (los planos que pasan por los dos puntos fijos cortan a la superficie
segun hipérbolas de mismo eje focal y foco).

5.7. Ejemplo.- Lugar geométrico de los puntos cuyo cuadrado de distancias
al eje OZ es k veces la distancia al plano XOY .

Tales puntos deben verificar
22 + 9% = k2.
Los planos que pasan por el eje OZ cortan a esta superficie segtin parabolas con
el mismo eje y foco, por lo que a tal superficie se le da el nombre de paraboloide
de revolucion.

5.2. Generacion de cuadricas

Vamos a partir de ahora a considerar situaciones particulares de generacion
de superficies tomando como directrices y generatrices conicas, para obtener asi,
como lugares geométricos en el espacio, superficies a las que se les denominan
cuadricas. Posteriormente haremos un estudio algebraico de las mismas, estu-
diando el polinomio homogéneo de segundo grado en cuatro variables (forma
cuadratica cuaternaria) que constituye su ecuacion.
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Elipsoide

Consideremos en el plano XOZ una elipse directriz AC A’C’ de semiejes a
y c¢. Su ecuacion sera

2 22
Sea en el plano YOZ otra elipse
directriz BCB'C’ de semiejes b y c,
y de ecuaciones

----- 2 2
Y z
El plano z = hj, cortarda a la

primera ehpse en los puntos Ay,
reales o imaginarios, y a la Segunda
elipse en los puntos By, B], siendo

—_— b
OlAlleng@_h%, O1B1 =y1 = —y/c? — hi.
¢ c

La elipse de ejes A} Ay y B1Bj, apoyada en las dos directrices y situadas en
el plano z = hq, se proyecta sobre el plano XOY en otra de iguales semiejes
T1,Y1 Y ecuaciones

2 2
x—2+y—2:1, z=0.
L1 Y1

Al variar el plano z = h, varian los semiejes O1A; y O1B;1 y con ello la elipse
generatriz engendra una superficie llamada elipsoide. La familia de estas elipses
es
2 2
&z Y
+ =1 z = h.
G(2—h?)  L(2-n?)

Sustituyendo h por z en la primera ecuacién, multiplicando por (¢? — h?)/c? y
pasando al primer miembro el sumando de la variable z, resulta

$2 y2 22

Sttt =1

Todo punto de la elipse generatriz satisface esta ecuacién; y, reciprocamente,
toda solucion de esta ecuacién pertenece a una elipse generatriz y sera por tanto
de la superficie.

Hiperboloide de una hoja

Tomemos en el plano YOZ una hipérbola directriz BDB’D’
2 2
Y z

Y en el plano XOZ otra hipérbola dlrectriz ACA'C’ de ecuaciones
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2 2
1 Y

Sean Bi,Bi y A, A}, los puntos de inter-

seccion del plano z = h con estas hipérbolas;
sustituyendo z = h en las ecuaciones anteriores,
se deduce
2 9 h?. ,
O1B; =y; =(1+ C—Q)b
2 h?
014, = :U% = (1 + C—2)a2

Tomando como generatriz de la superficie la elipse
de semiejes 1, y1,

5(32 —I— y
a?(1+15)  p2(14 h2)

2

=1, z=h,

que al variar h, engendra una superficie que recibe el nombre de hiperboloide

de una hoja.

Para obtener su ecuacion implicita, basta sustituir z por A en la primera de
las dos tultimas ecuaciones, después de lo cual resulta la ecuacién reducida:

T Y z
2ty 27!

2 2 2

Lo mismo que en el elipsoide existe una correspondencia biunivoca entre los
puntos de la superficie y las soluciones de esta ecuacion.

Hiperboloide de dos hojas

Tomemos como directrices dos hipérbolas en los planos XOZ y YOZ de

ecuaciones respectivas
A

z

x? 2?2
_ﬁ + C_2 - 17 Yy = 07
2 2
Y z
_b_2 + 0_2 = 1, xr = O,
y como generatriz la elipse
T y?
3 —|— 5 = 1, Z = h > C,
Ly Y1
siendo 2
2_ 2 2
OlAl =T =a (0—22 1),
2 h
OlBl = y% = b2(c—2 — 1)

los semiejes de dicha elipse variable.
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Al variar h de ¢ a oo se mueve y deforma la elipse directriz conservandose el
plano que la contiene paralelo al XOY, y engendrando una hoja de la superficie,
llamada hiperboloide de dos hojas, cuya ecuacion, resultante de eliminar A entre

2 2
z:hylaecuacién—2—|—y—2:1,es
1 Y
2?2 g2 R 52 ,
a2 b2 2
Para z = —h, se engendra otra hoja cuando —h varia de —c a —oo.

Cuando h toma valores tales que |h| < ¢, el plano z = h determina puntos
imaginarios en las hipérbolas directrices, por lo que no existe superficie en la
zona comprendida entre los planos z = +cy z = —c.

Reciprocamente todo punto que satisface a la ecuacion obtenida pertenece
a la generatriz y, por tanto, al hiperboloide engendrado.

Paraboloides

Fijamos una pardbola en el plano XOZ definida por el par de ecuaciones
2?2 = 2pz, y = 0 o, paramétricamente, por las ecuaciones x = u, y = 0, z =
u?/2p.

Otra parabola, también fija, en el plano YOZ esta definida por las ecua-
ciones ¢ = 0, y? = 2¢z o, equivalentemente, en ecuaciones paramétrica, por
r=0, y=v, z=1%/2q.

La superficie de traslacién engendrada por una parabola mévil, igual a una
de estas dos y coincidiendo con ella inicialmente, cuando se traslada, a partir

de dicha posicién inicial, y apoyando constantemente su vértice en la otra, se
llama paraboloide.

2 =2pz

Si los parametros p y ¢ tienen el mismo signo, que podemos suponer posi-
tivos, tendran las dos parabolas sus concavidades en el sentido del semieje posi-
tivo OZ y el paraboloide engendrado recibe el nombre de paraboloide eliptico; y
si los signos de p y ¢ son positivo y negativo respectivamente, las concavidades
seran opuestas y a la superficie engendrada se le llama paraboloide hiperbdlico.

Las ecuaciones respectivas, obtenidas por el procedimiento general conocido
para superficies de traslacion (pag. 128), son respectivamente (p y ¢, positivos)
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2 2 2

oy
R
P q P q

Conos y cilindros

Pondremos aqui algunos ejemplos de conos y cilindros obtenidos como su-
perficies engendradas por rectas (generatrices) que se apoyan en una cénica y
pasan por un punto fijo o son paralelas a una direccién dada.

Cono de directriz la elipse 22 /a® + y?/b?> = 1, 2 = c y generatrices rectas
que pasan por el origen y que se apoyan en esta elipse: Una recta genérica que
pasa por el origen tiene por ecuaciones x = mz, y = nz; por lo que la ecuacién
de dicho cono se obtiene eliminando m y n entre las cuatro ecuaciones dadas:

m202 n2c2 .5132 62 y2 C2 5132 y2 22

2 Pt Tt T aptapTt T | gt 27t

A continuacién figuran las ecuaciones de tres cilindros de generatrices pa-
ralelas al eje OZ, cilindro eliptico, cilindro hiperbdlico y cilindro parabdlico,
respectivamente:

5.3. Cuadricas en general

Definicion

Los primeros miembros de las ecuaciones obtenidas para los elipsoides,
hiperboloides, paraboloides, conos y cilindros, pasados a coordenadas homogé-
neas, resultan ser polinomios homogéneo de segundo grado en las cuatro varia-
bles 29, 1, 2% 23 (formas cuadriticas cuaternarias). Si se cambia de sistema de
referencia dichas ecuaciones siguen siendo polinomios homogéneos de segundo

grado. Esto justifica la siguiente definicion:

5.8. Definicion.- Se llama cuddrica al lugar geométrico en P3(IR) de los
puntos reales o imaginarios, cuyas coordenadas homogéneas, respecto
a un determinado sistema de referencia, satisfacen a una ecuacion de
segundo grado de la forma
f((a® 2t 2%,2%)) = ago(2°)? + a11(2")? + azn(2?)? + ass(z”)*+
+2a01 2%t + 2a02x0$2 + 2ap32 23+
+2a10x 22 + 20132t 23 + 20932223 = 0.

Damos a continuacion una serie de expresiones de este polinomio que uti-
lizaremos en lo sucesivo:

f((2°, 2t 2 Z ai;r'a? = 0. aij = aj;
i,7=0
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Xlal+y’ /o’ +z2°Ic=1
Elipsoide

A\

Hiperboloide de dos hojas

) 4

\
\
\
\
\
RS J
1
!
!
!
!
/ -

Xlal+y’[b*-Z/c’=0
Cono eliptico

Xla*+y’lb’=1
Cilindro eliptico

A 0 A
M <
/

L ;/xi '
4//\“ |
y'=2px Xla’-ylb*=1
Cilindro parabdlico Cilindro hiperbdlico

Xlal+y’/b’-Z/c’=1

Hiperboloide de una hoja

XIp-ylq=2z

Xla-yIb'+7°Ic’=1 Paraboloide hiperbolico

XIp+y’lg=2z

Paraboloide eliptico

-

e k
(y+ax)(y+bx)=0

Planos secantes
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Sacando factor comtn las variables 20, z!, 22, 23 se obtiene

SUO(CL()()CIJO + amxl + CLOQSC2 + CL03£I}3) + xl(amxo + CL11£131 + a12x2 + CL13.§U3)+
1% (agax® + a1ox! + ag0x? + ag3w?) + 13 (ag3x® + arzzl + axzx? + azzx®) =0,
si ponemos
C— qaig? - 2 3 1 =0,1,2,3
]Ljacl - ap; L + al.zx + a2;T + C}gﬂL’ (Z — Yy, 1L, 4 )
resulta la siguiente expresiéon de la ecuacién de la cuddrica:
0 1 2 3
X fpo +x for +x7fr2 +a°frs = 0.
También podemos expresar la ecuacion de la cuadrica en forma matricial
asi:

0
f 20 app Aol Ap2 Aaops x

1
1 ap1 ai1 Aaiz2 ais 4y

(221 2%2%) o =0, (2 z'2%2%) 2 | =0,

f x2 ap2 G122 QAa22 a23 x

3
f x3 ap3 A13 0A23 433 4y

o abreviadamente

' AX =0,

donde A es una matriz simétrica, A = tA, de coeficientes reales (denominada
matriz de la forma cuadratica f o matriz asociada a la ecuacién de la cuddrica)
y X denota una matriz columna formada por las coordenadas de los puntos de
la cuadrica.

Si tenemos un cuddrica de ecuacién X AX = 0, “después de un cambio de
coordenadas proyectivas Y = M X (M matriz regular; es decir, de determinante
no nulo) la nueva ecuacion de la cuadrica sigue siendo un polinomio de segundo
grado homogéneo de matriz asociada simétrica y de determinante del mismo
signo”. En efecto, sustituyendo en la ecuaciéon de la cuadrica, las antiguas
coordenadas en funcion de las nuevas resulta

YAX = W 'MAM YY) = Y ("Mt AM Y)Y =0,
que si denotamos por B = tM_lAM_l, resulta que ‘B = B y signo|A| =
signo|B|; y si (B;;) son sus componentes y (y°, 3%, y?, %) las coordenadas res-

pecto al nuevo sistema, se tiene como nueva ecuacion de la cuédrica el polinomio
homogéneo de segundo grado:

3
D bty = bij = bji.

1,J=0

Ademads, “el rango de la matriz A asociada a una cuddrica se conserva por
un cambio de coordenadas proyectivas (es decir, es un invariante proyectivo)”
. En efecto, por la propia definiciéon de rango de una matriz en términos de la
aplicacién lineal en IR* que define, respecto a unas bases fijadas, y puesto que
la dimensién del espacio imagen de dicha aplicacién lineal no depende de las
bases elegidas, resulta que

rango B = rango(tM_lAM_l) = rango A.
Este hecho nos permite hacer la siguiente distincion entre las cuadricas:

5.9. Definicion.- Diremos que una cuadrica es degenerada si el determi-
nante de su matriz asociada es nulo; en caso contrario, diremos que
la cuadrica es no degenerada.
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5.10. Definicién.- Un punto P(p",p*,p? p?) perteneciente a una cuddrica

de ecuacién f((z%, xt, 22, 23)) = 'XAX = 0 para el que se verifica

Jpo = fpr = fp2 = [ps = 0, se dice que es singular, en caso contrario, se
dice que el punto es ordinario.

Las unicas cuadricas que tienen puntos singulares son las degeneradas, ya
que es cuando el sistema de ecuaciones

Jzo = aool‘ + CL0151? + a02l‘ + apzz® =0
for = CL0133 + a11$ + a12513 + aizz® =0
Jo2 = aozilf + CL12SC + CL225€ + agzz® =0
fos = agax® + aroxt + asex? + azzx® =0

tiene solucién no trivial.

Interseccion de una recta con una cuadrica. Plano tangente a una
cuadrica

Para hallar los puntos de interseccién de la cuddrica X AX = 0 con la

recta que pasa por los puntos P(p°, pt, p?,p®) v Q(q°, ¢}, ¢, ¢*), de ecuaciones
parametrlcas

C=p"+ A, a2t =pl A, P =p+ A% =P+,
tenemos que resolver la ecuacion en A

YP 4+ AQ)A(P + \Q) = PAP + \'PAQ + A QAP 22040 =

que en virtud de la simetria de A ( A = A), se tiene PAQ = (tPAQ) = QAP
y nos queda la ecuacién

A2'QAQ +2A'PAQ + 'PAP =0, (5-1)

que es una ecuacion de segundo grado en Ay si A = (tPAQ)2 —( tPAP)(tQAQ)
es su discriminante, se tiene que:

1. Si tPAQ =0, ‘PPAP =0 y tQAQ = 0; es decir, si los coeficientes de la
ecuacion (5-1) son todos nulos, ésta se satisface para todo A, en conse-
cuencia todos los puntos de la recta P(Q) estan en la cuddrica; es decir, la
recta forma parte de la cuddrica.

2. Si los tres coeficientes tPAQ, tpap y tQAQ no son todos nulos, la
ecuacion (5-1) tiene entonces dos raices que pueden ser reales y distintas,
si A > 0; reales y confundidas, si A = 0; o imaginarias conjugadas, si
A < 0. O sea:

(a) Si A > 0, la cuddrica y la recta tienen dos puntos (reales y distintos)
en comun. Se dice entonces que la recta y la cuadrica son secantes.

(b) Si A = 0, la recta y la cuddrica tienen en comtn un tnico punto
real (doble). Se dice que la recta es tangente a la cuadrica.

(c) Si A <0, la ecuacién (5-1) tiene dos raices imaginarias conjugadas
y por consiguiente la recta y la cuddrica no tienen puntos comunes
(reales). Se dice que la recta es exterior a la cuddrica.
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= Si el punto P pertenece a la cuadrica, se tiene 'PPAP =0 y la ecuacion
(5-1) admite una raiz A = 0. Para que la recta PQ sea tangente en el punto P
el segundo punto de interseccion debe coincidir con P y por tanto la segunda
raiz debe ser también nula, lo que implica que sea tPAQ = (. Reemplazando
en esta condicién las coordenadas (¢, ¢!, q¢%, ¢®) de Q por las (20, 21, 22, 23)
de un punto genérico de la recta, resulta la ecuacion del plano tangente a la
cuadrica en el punto P (que contiene a todas las tangentes en P a la cuddrica):

froa? + fpalt + fea?+ fea® =0

siempre que no sea fyo = fu1 = f2 = fz3 = 0 (es decir, que P no sea singular),
ya que entonces todos los puntos del espacio satisfacerian dicha ecuacién.
Como conclusién podemos enunciar:

5.11. Proposicion.- Una recta y una cuadrica pueden tener comunes dos
puntos, uno solo o ninguno, o la recta forma parte de la cuadrica. L[]

» “Si P es un punto singular y el punto () es otro punto cualquiera de
la cuadrica, la recta determinada por ellos esta enteramente contenida en la
cuddrica”. En efecto, los tres coeficientes de la ecuacién (5-1) son en este caso
nulos.

» “Si P y () son ambos singulares, la recta P() tiene todos sus puntos
singulares”. En efecto, si el sistema de ecuaciones lineales que da los puntos
singulares de una cuddrica (pdg.136) tiene dos soluciones, también serd verifi-
cado por una combinacién lineal de dichas soluciones.

» Supongamos ahora que P es un punto no perteneciente a la cuadrica;
para que la recta P() corte a la cuadrica en dos puntos confundidos se necesita
que la ecuacién (5-1) tenga una raiz doble, o sea que su discriminante sea nulo:

t t t
("PAQ)* — ("PAP)('QAQ) =0,
pero como la recta P() también se puede determinar por el punto P y cualquier
otro de ella, resulta que

(*PAX)?2 — (*PAP) (X AX) =0 (5-2)
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representa el conjunto de rectas tangentes a la cuddrica desde el punto P (o
cono tangente desde P). En coordenadas se expresa por

3
( Z aijpzajj) ( Z a”pzp7>( Z aiszxj) = 0.
i,j=0 i,j=0 i,j=0
Los puntos comunes de una cuadrica con el cono tangente a ella desde un
punto P estan en un plano; con lo que dicha interseccién es una conica, a lo

largo de la cual dicho cono esta circunscrito a la cuadrica.

Interseccion del plano tangente en un punto ordinario con la
cuadrica.

Tomemos un nuevo sistema de coordenadas con origen (1,0, 0,0) en el punto
de tangencia y de tal forma que el plano 23 = 0 del tetraedro de referencia sea
el plano tangente; respecto de este sistema la ecuacion de la cuadrica es:
a1 (xl)2 + a9 (332)2 +ass (373)2 +2a102 2%+ 20132 23 4+ 20955223 + 2a032°23 = 0.

Los puntos de la interseccién de la cuadrica con el plano tangente satisfacen
a las ecuaciones

CL11( ) + a9 ( ) —|—2a12:c O LC' = 0.
Se trata de una coénica degenerada (producto de rectas si la cuadrica no es
un producto de planos) cuyo género depende del signo del determinante de la
matriz asociada a la cuddrica, que es un invariante proyectivo (pag. 135). Asi
todos los puntos de una cuédrica son del mismo tipo: puntos elipticos si |A| < 0,
puntos parabdlicos si |A| = 0, puntos hiperbdlicos si |A| > 0. Ya que
0 0 0 aps
0 a1 a2 a3
0 a1 a2 a3

ap3 A13 A23 433

0 a1 aie
=—ap3| 0 a1 azn |=
aps3 13 0Aa23

> 0 punto hiperbdlico,
= (0 punto parabdlico,
< 0 punto eliptico.

ail; a2
as1 Qa2

—(aps)’?

Los puntos de un elipsoide, de un paraboloide eliptico y de un hiperboloide
de dos hoja son elipticos; los de un hiperboloide de una hoja y los de un pa-
raboloide hiperbélico son hiperbdlicos; y finalmente los de los conos y cilindros
son parabolicos.

Polaridad respecto a una cuadrica. Ecuacion tangencial de una
cuadrica

Hemos visto ya (pag. 81) que los puntos autoconjugados en una polari-
dad en el plano proyectivo P (IR) satisfacen a una ecuacién de segundo grado
homogénea, es decir que el lugar geométrico descrito por ellos es una conica
en el sentido de la Definiciéon 4.6. Si consideramos polaridades en el espacio
proyectivo P3(IR), de nuevo surge que los puntos autoconjugados satisfacen
a una polinomio de segundo grado homogéneo, ahora de cuatro variables; a
continuaciéon veremos como una cuadrica permite definir una polaridad en el
espacio, cuyos puntos autoconjugados forman la cuddrica dada (si ésta es real
y no degenerada).

Comenzamos dando una definicién puramente algebraica:
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5.12. Definicién.- Si f((2°, 2" 22 2?)) = '’ AX =0 es la ecuacién de una
cuddrica y P(p°, pt, p?,p?) un punto del espacio, al plano de ecuacién

fpoZCO + fp1$€1 -+ fp2$2 + fp3ZC3 = 0,

se le denomina plano polar de P, respecto a la cuadrica.
Se llama polo de un plano respecto a la cuadrica, a un punto cuyo
plano polar es el plano dado.

Si la cuadrica es no degenerada, todo punto tiene un unico plano polar.
Pues, la unicidad es evidente, al ser |A| # 0; y s6lo dejaria de existir dicho
plano polar si fyo = f,1 = f,2 = fps = 0, es decir si P es un punto singular, de
los cuales carece una cuadrica no degenerada.

Si la cuadrica es degenerada, para puntos singulares el plano polar no esta
definido y el plano polar de cualquier otro punto del plano pasa por los puntos
singulares de la cuddrica, ya que si sustituimos las coordenadas de un punto
Q(q°, q*, ¢%, ¢3) singular en la ecuacién del plano polar de P, la verifica:

prqO + fplql + fp2q2 + fp3q3 = fqopo + fq1p1 =+ fq2p2 + fq3p3 = 0.

Como consecuencia inmediata de estas definiciones y de la simetria de la
matriz asociada a la cuadrica, se tiene:

5.13. Proposicion.- Los planos polares de los puntos de un plano fijo m de
P;(IR) respecto a una cuddrica regular (|A| # 0) pasan por el polo P
de .

Demostracién.- El plano polar de un punto P(p°, p', p?, p?) es fpoz'+ fiz!+
222+ fs23 = 0, que en virtud de la simetria de los coeficientes de la cuddrica,
P P

también se puede escribir de la forma frop® + fpip! + fr2p? + fr3p® = 0; lo que
quiere decir que P esta en el plano polar de cualquier punto de su plano polar.

De la expresién, que hemos deducido anteriormente, para la ecuacién del
plano tangente a la cuadrica en uno de sus puntos, se sigue que se trata del
plano polar de dicho punto. De hecho se tiene el siguiente resultado:

5.14. Proposicién.- Si un punto pertenece a su plano polar es un punto de
la cuadrica y, reciprocamente, todo punto de la cuadrica pertenece a
su plano polar. [-]

Damos ahora una interpretacién geométrica del plano polar:

5.15. Proposicion.- Los puntos conjugados arménicos de un punto P res-
pecto a los pares de puntos en que las rectas que pasan por él cortan
a una cuadrica dada, estan sobre el plano polar de P.

Demostraciéon.- Sea una recta r que pasa por P y que corta a la cuéddrica
en los punto E y F, y sea @ el punto conjugado armoénico de P respecto a E'y
F'. Tomemos sobre la recta r un sistema de coordenadas homogéneas respecto
al cual P(1,0),Q(0,1), E(1,X), F(1,\"), siendo X', \” las raices de la ecuacién
(5-1) que da los puntos E y F, respectivamente, de interseccién de r con la
cuadrica; se tiene entonces
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‘1 1 ‘0 1
0 N 1 N pY
PQEF)=—-1= : = =——1= XN+ )N =0.
(PREF) 1 1 0 1 M\ +
O )\// 1 )\//

lo cual quiere decir que el coeficiente de A\ en dicha ecuacién (5-1) es nulo, es

decir, tPAQ =0, o lo que es lo mismo fp0q" + fiq' + fp2¢® + fr2¢°> =0, con lo
que @) esta en el plano polar de P. []

Observemos que si tomamos como definiciéon de plano polar el lugar geomé-
trico de los puntos conjugados armoénicos de P respecto a aquellos en que
cualquier recta que pase por él corta a la cuddrica, podria no formar todo
el plano polar, pues puede haber rectas que pasan por P que no cortan a la
cuadrica y sin embargo cortan siempre al plano polar.

No obstante, si consideramos puntos de coordenadas complejas, como las
de los puntos imaginarios de interseccién de la cuadrica con una recta exterior
a ella, el razonamiento anterior es también valido. Pues entonces, A = a + ib
y N = a—ib, y se tendrd (a + ib)/(a — ib) = —1; con lo que 2a = 0 y
N+ XN =2a=0.

Los planos polares de los puntos de interseccion del plano polar de P con la
cuadrica, siempre que existan, son los planos tangentes a la cuadrica en dichos
puntos y tienen que pasar por P, por la Proposicién 5.13. Asi, el plano polar
de un punto queda determinado por los puntos de interseccion con la cuadrica
de las tangentes a ella desde dicho punto.

5.16. Definicion.- Un tetraedro se llama autopolar respecto a una cuadrica
si cada cara es el plano polar del vértice opuesto.

La correspondencia que hemos definido entre puntos y sus planos polares
nos permite definir una polaridad asociada a cada cuddrica, cuando ésta es no

. . : ot :
degenerada, es decir, cuando la matriz asociada a su ecuacion "X AX = 0 tiene
determinante no nulo.

Los coeficientes (ug, u1,usz,us) del plano polar de un punto de coordenadas

(29, 21, 22, 23), vienen dados por las relaciones A\ug = fyo, Ay = fu1, Aug =

fz2 Auz = f.3, es decir:
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Ml = agox® + agrxt + ager? + agsx

Mt = ag12° + a1zt + a192? + a3z

M? = agex? + a102t + a99x? + assx

>\U3 = CL03£IJO + a13x1 + CL23$U2 + a3sx

Se trata de una correspondencia biyectiva entre los puntos y planos del
espacio cuya matriz asociada es simétrica, por tanto es una polaridad, denom-

w W w w

inada polaridad asociada a la cuadrica de ecuacion X AX = 0; la inversa viene
dada por las ecuaciones

pr :AOOUO+A01U1 —I—A02u2 +A03u3

prlt = A%y + Alluy + A2uy + ABus
px2 :1402u0 +A12u1 +A22u2 +A23u;),
pw3 :A03u0 _{_Alfiu1 —|—A23u2 +A33U3

donde p = A\|A| y AY es el adjunto del elemento a;; en la matriz A.

5.17. Definicién.- Dos puntos son conjugados respecto a una cuadrica (res-
pecto a la polaridad asociada a la cuddrica) si cada uno esta en el plano
polar del otro.

5.18. Definicion.- Un punto se dice que es autoconjugado respecto a una
cuadrica si esta en su plano polar.

Es consecuencia de la Proposicion 5.14. o de la condicién analitica de puntos
autoconjugados, que el lugar geométrico de los puntos autoconjugados en la
polaridad asociada a una cuadrica es la propia cuadrica.

Para las cuddricas no degeneradas existe una correspondencia biyectiva en-
tre sus puntos y los planos polares en ellos, que son los planos tangentes. Por
tanto, podemos dar la siguiente definicion:

5.19. Definicion.- Se denomina cuddrica tangencial en el espacio, conside-
rado como conjunto de planos, al lugar geométrico de todas los planos
tangentes a una cuadrica (puntual) no degenerada.

Las definiciones duales de las ultimamente dadas son:

5.20. Definicién.- Dos planos son conjugados respecto a una cuadrica (res-
pecto a la polaridad asociada a la cuddrica) si cada uno contiene al
polo del otro.

5.21. Definicion.- Un plano se dice que es autoconjugado respecto a una
cuadrica si contiene a su polo.

Asi mismo, podemos afirmar que el lugar geométrico de los planos auto-

. . . / . ./ t
conjugados en la polaridad asociada a una cuddrica de ecuacion "X AX =
0 es la cuadrica tangencial. La condicién para que un plano de coordena-
das (ug,u1,us,us) sea autoconjugado (tangente a la cuadrica) es que su polo

(pY, pt, p?, p3) pertenezca a él, o sea
wop” + urpt + usp® + ugp® =
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3 3 3 3
= UO( Z AOZ’LLZ) + uy ( Z A“uz) + U2 ( Z Amuz) + us ( Z A?”uz) =0
1=0 1=0 =0 1=0
3
Z Aijuin = 0.
i.j=0

Vamos ahora, para terminar este parrafo, a dar un par de propiedades
relativas a la polaridad determinada por una cudadrica.

5.22. Proposicion.- Una cuadrica determina sobre cada recta del espacio
no tangente una involucion de puntos conjugados, cuyos puntos dobles
son los comunes a la recta y a la cuadrica.

Demostracion.- Sea la ecuacién paramétrica de la recta determinada por

dos puntos P y Q:
X =X P+ M0Q.

Dos puntos de ella de coordenadas (A, \}) v (MG, AY) son conjugados si y
solo si

(NP +NMQIANP + Q) =0,
es decir
XA PAP + (AN + XA 'PAQ + N 'QAQ = 0,
que es la ecuacion de una involucién sobre la recta P(Q).
Los puntos dobles (autoconjugados) estédn sobre la cuddrica. []

5.23. Proposicion.- Dada una cuadrica regular, los planos polares de los
puntos de una recta se cortan en una misma recta (forman un haz de
planos).

Demostracion.- Sea P y () dos puntos de una recta dada ¢, sus planos
polares seran

mp = PAX =0 o = QAX = 0.
El plano polar de cualquier otro punto Y = AP + u@ de /¢ sera

Ty = YAX = OP 4+ pQ)AX = N'PAX + 1'QAX =0,
que es un plano del haz de planos determinado por mp y mg.

5.24. Definicion.- Se dice que dos rectas son conjugadas respecto a una
cuadrica si una de ellas contiene a los polos de los planos que pasan
por la otra.

5.4. Clasificacion de las cuadricas

Al cambiar de sistema de referencia la ecuacion de una cuadrica toma una
forma distinta, por lo que nos interesa ver el tipo de cuadricas que existen
independientemente del sistema de coordenadas que tomemos. Estudiaremos,
por ahora, aquellos tipos de cuddricas que quedan invariantes primero por
transformaciones proyectivas en general y luego por transformaciones afines.
La definicién de estas ultimas transformaciones las sobrentenderemos, teniendo
en cuenta que es una mera generalizacion de las consideradas en el plano afin.
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Clasificacion proyectiva de las cuadricas

El rango de la matriz asociada A = (a;;) a la ecuacién de una cuddrica

'YX AX = 0 es un invariante proyectivo (ver pag. 135) y es por lo que el nimero
de puntos singulares de una cuédrica no depende del sistema particular de
coordenadas proyectivas que se tome. De acuerdo con esto, vamos a clasificar
las cuadricas con arreglo al nimero de puntos singulares y a su disposicion;
clasificacion que denominaremos proyectiva. Recordemos que el sistema que

da los puntos singulares es:

aoox’ + ap1x! + apgex? + apzx
apnz’ + anzt + ajpr? + ajzw
CLOQSUO + CL12£131 + CL22£E2 + as3x
CL03£CO + CL13$U1 + CL235132 + as33x

3=0
3=0
3=0
3=0

1. Sirango A = 4, el sistema no admite més que la solucién (0,0,0,0), que

no representa ningun punto en P3(IR). Una cuddrica no degenerada no
tiene puntos singulares.

Si rango A = 3, hay un solo punto Py cuyas coordenadas homogéneas
satisfacen al sistema.

Si cortamos la cuadrica por un plano 7 que no contenga al punto singular,
la interseccién serd una cénica (*) no degenerada (basta considerar un
sistema de referencia en P3;(IR) formado por Py y tres punto conjugados
dos a dos, respecto a la cuadrica, en el plano ).

Las rectas que unen Py con los puntos de dicha cénica estan en la cuadrica.
Por lo que ésta estd formada por rectas que pasan por un punto (tnico
punto singular). Se trata de un cono.

. si rango A = 2, el sistema que da los puntos singulares se reduce a dos
ecuaciones y los puntos singulares estaran en una recta r, determinada

por ambas ecuaciones.

(*) Sean P, y R tres puntos independientes del plano que corta a la cuddrica.

Las ecuaciones paramétricas del plano seran
vt =" +ytd + Pt (i=0,1,2,3)
que sustituidas en la ecuaciéon matricial 'XYAX =0 dela cuadrica, queda
Y("MAM)Y =0,

siendo M la matriz de 4 filas y 3 columnas, formada por las coordenadas de los
puntos P,Q) y R. Se trata, por ser M AM una matriz simétrica, de la ecuacién

de una cénica.
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Si se corta la cuadrica por una recta s que no corte a r, se obtienen dos
puntos P y () de la cuadrica, que unidos a los de la recta r determinan
dos planos, en los que degenera la cuadrica, ya que las rectas que unen P
o @ con los puntos de r (singulares) estan en la cuddrica (pag. 137).

La interseccion de la recta s con la cuadrica no puede dar un inico punto,
pues entonces la cuadrica se reduciria a un plano de puntos singulares, y
se tendria rango A = 1.

4. Si rango A = 1, las ecuaciones son dependientes por lo que se reducen
a una sola que define un plano de puntos singulares, al cual se reduce la
cuadrica. Pues, no pueden haber otro punto de la cuadrica fuera de este
plano, ya que todas las rectas que pasen por él estarian en la cuddrica, al
pasar por un punto singular del plano.

En resumen, segin que el rango A sea 4, 3, 2 6 1 la cuadrica es no degene-
rada, degenera en un conjunto rectas que pasan por un punto (cono), degene-
rada en dos planos distintos que se cortan en una recta de puntos singulares, o
degenerada en un plano de puntos singulares.

A continuacién vamos a precisar un poco mas sobre la clasificacion proyec-
tiva de las cuadricas, obteniendo un total de ocho tipos, en vez de cuatro como
hemos obtenido.

Dada la ecuacién de una cuadrica respecto a un sistema de referencias
proyectivo arbitrario
3
E ajjx'z’ =0,

,J=0

por el método de formacion de cuadrados de Gauss podemos, mediante trans-
formaciones proyectivas sucesivas, llegar a una ecuaciéon reducida o diagonal
siguiente:

ap(x°)? + ay (21)? + az(z*)? + az(2®)® = 0.

Ahora bien los coeficientes a; no nulos pueden ser positivos o negativos. Se
sabe que el nimero de coeficientes no nulos es un invariante proyectivo, porque
estd relacionado con el rango de A, y debemos establecer que el niimero de
coeficientes positivos (haciendo que éste sea mayor o igual que el de términos
negativos, multiplicando por —1 si fuera necesario) es también un invariante
proyectivo; es decir, demostremos que
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5.25. Proposicion.- Sim es el niimero de términos positivos en la ecuacion
diagonal de una cuddrica (igual o mayor que el nimero de términos
negativos), entonces la dimension del mayor subespacio proyectivo que
no tiene puntos comunes con la cuadrica es m — 1.

Demostracién.- Segtn los valores de m la ecuacién diagonal de una cuadrica
se expresa de las ocho formas siguientes, donde se han puesto los términos

positivos primero (reordenando las variables si fuera necesario) y sustituido x*
i i

N (si a; > 0) o bien x* por (si a; < 0); ademéds se acompana del
a; —a;

nombre a cada uno de ellos, lo cual se justificard més tarde:

por

2)\2

D) (2924 (zh)? + (2?)?* + (2*)* =0 Cuddrica imaginaria

1) (292 + (21)? + (22)? — (2®)2 =0 Cuddrica no reglada

1) (29)? + (21)? — (2?)? — (#3)? =0 Cuédrica reglada

V) (292 + (21)? + (2?)2 =0 Cono imaginario (vértice real)

V) (29?2 + (21)? - (2?)? =0 Cono

VI) (292 + (21?2 =0 Planos imaginarios conjugados
VII) (292 - (212 =0 Planos reales distintos
VII) (2)2 =0 Plano doble

Verifiquemos la proposicion para cada uno de estos casos:

I) (m=4) Se trata de una cuddrica sin puntos reales (o imaginaria).
No hay ningtin punto de P5(IR) en la cuddrica. dim P3(IR) = m — 1.

1) (m = 3) Si se corta la cuddrica por el plano x> = 0, no hay
puntos de intersecciéon. Hay, por tanto, un subespacio de dimension 2 =m — 1
que no tiene puntos comun con la cuadrica; y como, por ejemplo, el punto
(1,0,0,1) pertenece a la cuadrica, no hay un subespacio de dimensién 3 sin
puntos comunes con ella.

1) (m =2) La recta 22 = 0, 23 = 0, subespacio de dimensién 1 =
m — 1, no tiene puntos comunes con la cuddrica. Ademds como la recta z° =
22, x! = 23 estd en la cuddrica, cualquier plano (subespacio de dimensién 2)

tiene puntos comunes con ella.

IV) (m = 3) Sélo tiene el punto (0,0,0,1). El plano 23 = 0, que no
pasa por dicho punto, no tiene puntos comunes con la cuddrica y su dimension
es 2=m — 1.

V) (m =2) La recta 2?2 = 0, 3 = 0 no tiene puntos comunes con
la cuddrica. Y la recta 2 = 22, 2! = 0 estd en la cuddrica; luego, cualquier
plano la corta.

V)  (m = 2) La recta 2 = 0, 23 = 0 no corta a la cuadrica y su
dimensién es 1 = m — 1. Y la recta 2° = 0 ! = 0 est4 en la cuddrica; luego,

cualquier plano la corta.
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VII) (m =1) El punto (1,0,0,0) (subespacio de dimensiéon 0 = m — 1)
no estd en la cuddrica. Y el plano z' = 2! forma parte de ella, por lo que,
cualquier recta corta a la cuadrica.

VIII) (m =1) El punto (1,0,0,0) no estd en la cuddrica y cualquier recta
corta al plano z° = 0 que forma parte de la cuddrica. [-]

Justificamos ahora los nombres que hemos dado a los distintos tipos de
cuadricas, en esta clasificacién proyectiva:

I) La cuddrica carece de puntos: cuadrica imaginaria.

II) No contiene a ninguna recta, pues el plano 23 = 0 no corta a la
cuadrica: cuddrica no reglada.

IIT)  Si escribimos la ecuacién de la forma

(2% — 22) (2% 4+ 22) + (2’ — 2%) (2’ + 2%) = 0,
se observa que contiene dos familias de rectas:

AMa® — 22) + p(x® —21) =0 E(x0 —22) +n(zt +23) =0
Azt +2%) + p(2® +22) =0 E(a® —2t) +n(a® +22) =0
(dos rectas de la misma familia no se cortan y dos rectas de familias distintas

se cortan siempre). Se le da el nombre de cuddrica reglada.

IV)  Como hemos visto hay un sélo punto singular, y la cuddrica esta
formada por rectas que pasan por él, que en este caso son imaginarias: cono
imaginario.

V) Como en el caso anterior, pero ahora las rectas que la generan son
reales: cono (real).

VI) Como hemos estudiado, existe una recta de puntos Singulares y la
cuadrica degenera en el producto de dos planos en este caso imaginarios con-
jugados: planos imaginarios.

VII) Como en el caso anterior, pero ahora resultan ser planos reales: dos
planos distintos.

VIII) Se trata de dos planos reales coincidentes, todos sus puntos son
singulares.

Clasificacion afin de las cuadricas

Situémonos ahora en el espacio afin (fijando en el espacio proyectivo un
plano como plano impropio). Nos interesa clasificar las cuadricas en diferentes
tipos, tales que después de una transformacién afin, la cuadrica siga siendo del
mismo tipo.

Las transformaciones (o cambios de coordenadas afines) conservan los pun-
tos impropios, luego la interseccién de una cuadrica con el plano del infinito
siempre dara el mismo tipo de cénica, independientemente del sistema de coor-
denadas afines que se tome.

3
Si cortamos la cuadrica de ecuacion Z a;;jz'x? = 0 por el plano impropio
i,j=0
zY = 0, resulta una cénica en ese plano de ecuaciones:
3

E ai;r'e? =0, 20 =0.
i,j=0
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3
En el espacio afin la ecuacion Z a;;z'x’ = 0, representa un cono con
i,j=1

vértice en el origen de coordenadas y cuyas generatrices tienen las direcciones
determinadas por los puntos de la cénica en el plano impropio anterior. Pueden
darse tres casos: que dicho cono sea real, imaginario o degenerado en producto
de planos. En el primer caso la cuadrica corta al plano impropio segiin una
conica real y no degenerada, se dice entonces que es de género hiperboloide.
Si dicho cono es imaginario, se dice que es de género elipsoide. Y, finalmente,
cuando degenera en un producto de planos, la cénica impropia es degenerada
y se dice que la cuddrica es de género paraboloide.

De acuerdo con el rango de la matriz asociada a la ecuacién de una cudadrica,
que es invariante por transformaciones afines, y tipo concreto de cénica del
infinito, se obtienen la clasificacion de las cuadricas que figura en la pagina 150.

Con el fin de precisar mas sobre la clasificacion afin de las cuadricas, de-
terminemos la ecuacién reducida de una cuadrica, utilizando sélo cambios de
coordenadas que sean transformaciones afines (es decir, que conserven el plano
impropio).

Dada una cuadrica de ecuacion

(2% 2t 22, 23 Z ai;r'a? =0,
,j=0
mediante tr%nsformaciones de coordenadas de la forma
Py =
3 i .o
pyi:Z&;x] (221’273) |aj| 7&0 (7'7] _1a273)

es posible reducir los términos que no contienen a x° a forma diagonal y obtener:
T
D aiy)? =bo(y°)?+2° (bry +bay +bsy®) <3, @i #0(@E=1,...,7),

que puede escribirse de la forma siguiente:

r 3
> (aily')? = 20y’ ) = boly”)2 +2°( Y by,
i=1 i=r+1
0)? —~ b oy 02 0 - ;
Zaz(y - —y ) =D b+ 2 (D by,
i=1 i=1 " i=r+1
T2
que poniendo ¢y = by + Z — vy haciendo el cambio de coordenadas
()i::1 30
i i bi o .
2P =yt — —y (1<i<r)
a:
2=yt Z (r+1<i<3)
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queda la ecuacién de la cuadrica de la forma siguiente:

Zaz = —1—2,2(21)2)

1=r+1

A partir de esta ecuacion distinguiremos tres casos:

) c¢=0yb;=0 (i=7r+1,...,3

—

I : a(zYH)?2=0
ILi: a1(z)?+a2(2%)?=0
I3 a1(zV)? +az(22)? +a3(23)? =0

II) cO;éOybz:O (Z:T+1,,3)

Ily: 0=cy(2")?

Il : ay(21)? = co(2Y)?

I :  a1(2Y)? +az(2?)? = co(2°)?

II3:  ai;(2Y)? +a2(2?)? +az(23)? = c(2°)?

III) Existe un b; # 0, supongamos que sea b1 # 0. Haciendo previa-
mente el siguiente cambio de coordenadas:

tO — ZO
=2 i=1,...,m,7+2,...,3
3
= 0201 3 b
2 1=r+1
Iy : 0 =2t
tenemos los siguientes subcasos: I11; @  a1(t!)? = 2¢9¢2

Il 0 ar(th)? + ax(t?)? = 2%

Haciendo finalmente los siguientes cambios, respectivamente en cada uno
de los tres casos anteriores:

. * . gf;i
Zt— si a; >0 o 2t — si a; <0
arL \/ _az
: 't . a : ! . a
Z'—> — si — >0 0 2P — si — <0
\/ ai/co Co —CLZ'/C() Co
i i
T ) , T
t't — si a; >0 0 tt — si a; <0,
a; —a;

obtenemos las siguientes ecuaciones reducidas:
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H 1) (zH)?=0 Plano doble
2) (z1)?2+ (2%)% =0 Dos planos imag. conjugados
3) (21?2 —(2%)? =0 Dos planos distintos
4) (21?2 + (2?2 + (2®)2 =0 Cono imaginario
5) (212 4+ (2?2 — (23)2 =0 Cono
I 6) (x%2=0 Plano impropio doble
7) (21)? = (a)? Dos planos paralelos
8) —(x%)? = (29)? Planos paralelos imaginarios
9) (z')? + (22)? = (29)? Cilindro eliptico
10) (21)? — (22)? = (2Y)? Cilindro hiperbdlico
11) —(zh)? — (2%)? = (2Y)? Cilindro imaginario
12)  (2h)? + (22)? + (23)? = (2°)?  Elipsoide
13) (z1)? + (2?)? — (23)?2 = (2°)2  Hiperboloide de una hoja
14) (Y2 — (22)?2 — (23)? = (2°)?  Hiperboloide de dos hojas
15) —(z})? — (2?)? — (23)? = (z°)? Cuéadrica imaginaria
1) 16) 22% =0 Un plano propio y el impropio
17) (z')? = 22922 Cilindro parabdlico
18)  (xb)? + (22)? = 22923 Paraboloide eliptico
19) (21)? — (2?)? = 22023 Paraboloide hiperbdlico
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ECUACION REDUCIDA DE LAS CUADRICAS EN EL ESPACIO AFIN
(Segun la naturaleza de la cénica impropia)

Rango| Coénica Rango de A
de A%| impropia 4 3 2 1
Elipsoide (real):
2?24+ y2+22=1| 224y?>+22=0
Imaginaria o o
Elipsoide imag.: Cono imaginario
3 2 + y2 +22=-1
Hiperboloide de
una hoja (reglado)
Real 22492 —22=1| 22+y2-22=0 otk oAk
de dos hojas: Cono (real)
x2 — y2 —22=1
xz? —y? =2z z2 —y?2 =1
Dos rectas Paraboloide Cilindro 2 —y2 =0 oAk
2 hiperbdlico hiperbdlico Dos planos
2 +y2 =22 Cilindro eliptico 22 +y2 =0
Rectas Paraboloide real: 22 +y%2 =1 Planos Hokok
imaginarias eliptico imag.: 2 +y? = —1| Imaginarios
2?2 -2y =0 Planos paralelos
1 |Recta doble oK Cilindro reales o imag. 22 =0
parabdlico z? =1 6 2 = —1|Plano doble
z=0
Todo el Hokok *okok Un plano *kk
0 plano (Plano impropio)
(Plano
Plano doble oK oAk ook impropio
doble)
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5.5. Elementos afines y métricos de las cuadricas

5.26. Definicion.- Se llama centro de una cuadrica regular al polo del plano
impropio, cuando es propio.

En consecuencia, los paraboloides no tienen centro, pues el plano impropio
es tangente (la conica impropia es degenerada — pag. 138 — ) y, por tanto,
contiene a su polo.

Esta definicién estd justificada por el hecho de que dicho punto (en el espacio
euclideo) es el centro de simetria de la cuddrica, pues separa armdnicamente,
al punto impropio de cualquier recta que pase por él de los dos en que dicha
recta corta a la cuadrica.

Para determinar las coordenadas (p ,pt,p?,p%) del centro, observemos que
su plano polar, fpox + fp1:z: + fpzx + fpsx = 0 ha de ser el z° = 0, y por
tanto, f,1 = fp2 = fp2 . Asi las ecuaciones que satisfacen las coordenadas
del centro son:

amxo + CL11£C1 + 0,125122 + CL13ZE3 =0
CLOQZIZO + algl'l + a22$2 + a23x3 =0 (5—3)
aogl'O + CL13(1?1 + CL232132 + CL33$3 =0

Como en cuédricas regulares el rango de la matriz de los coeficientes de este
sistema es tres, la tinica solucién es (A%, A%, 492 A93) Con lo que de nuevo
se observa que los paraboloides (A% = 0) no tienen centro.

Observemos que en el caso de cuadricas degeneradas, las ecuaciones que
determinan el centro se satisfacen por los puntos singulares (para los que el
plano polar no estd definido), por lo que podemos dar una definicién més
general de centro:

5.27. Definicion.- Se denomina centro de una cuadrica a aquellos puntos
para los que el plano polar es impropio o no esta definido.

Estos puntos siguen siendo centros de simetria, pues en el caso de ser sin-
gulares, las rectas que pasan por ellos estan completamente contenidas en la
cuadrica o sélo los intersecan en un punto.

Al resolver el sistema (5-3) que permite determinar los centros, se presentan
los casos siguientes:

a) Si el rango de la matriz de los coeficientes es tres, existe una unica
solucién. La cuédrica es regular (elipsoide (real o imaginario) e hiperboloide (de
una o dos hojas)) o un cono (real o imaginario). En el caso de los paraboloides
dicho punto es impropio.

b) Cuando el rango de la matriz de los coeficientes del sistema (5-3) es
dos, resulta una recta de centros.

Tomando dicha recta, en caso de ser propia, como eje x*, sus puntos deben
satisfacer a dicho sistema; en particular, los puntos (1,0,0,0) y (0,0,0,1); por
lo que la ecuacién de la cuadrica quedara de la forma

aoo(z%)? + all(x1)2 + a2 (x%)? + 2a102' 2% = 0.
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Se trata de un cilindro (eliptico (real o imaginario) o hiperbdlico) o, si agy = 0,
de un par de planos (reales o imaginarios). En el caso de cilindro parabdlico,
dicha recta de centros es impropia.

c) Siel rango de la matriz de coeficientes del sistema (5-3) es uno, entonces
existe un plano de centros. Que silo tomamos como plano 22 = 0, la ecuacién de
la cuddrica queda agg(2°)? + as3(z3)? = 0, que representa dos planos paralelos
(reales o imaginarios) o confundidos.

5.28. Definicién.- FEI plano polar de un punto impropio, cuando no es tan-
gente a la cuadrica, se llama plano diametral y cuando es tangente se
denomina asintético. Se suele decir que la direccion determinada por
dicho punto impropio es conjugada del plano diametral.

x z
Si (0, a, b, c) son las coordenadas del punto impropio de la recta — = % = -,
a c

la ecuacion de su plano polar es

afpr +bfp2 +cfps =0, (5—4)

que representa un plano asintético o diametral segin que (0, a, b, ¢) pertenezca
o no a la cuddrica.

Como las soluciones de las ecuaciones (5-3) que determinan los centros de
las cuddricas verifican la ecuacién (5-4), se deduce que:

5.29. Proposicién.- a) En las cuddricas con centro unico, por él pasan los
planos diametrales y los asintoticos.
b) En los paraboloides los planos diametrales y asintéticos son para-
lelos a una recta.
c) En los cilindros elipticos e hiperbdlicos, los planos diametrales y
asintoticos pasan por la recta de centros.
d) En los cilindros parabdlicos los planos diametrales son paralelos
entre si. [-]

En los hiperboloides, los planos asintoticos son los tangentes al cono cir-
cunscrito a lo largo de la cénica del infinito, o sea, el cono circunscrito cuyo
vértice es el centro; el cual, por esta razén, se denomina cono asintético. Su

ecuaciéon se obtiene sin mas que considerar la ecuacién de las tangentes a la
cuddrica (5-2) desde el centro (A%, A% A92 A03):
0.1 ,2 3 [Al o2
f(I y Ly &, X )__;Fﬁ(x ) = 0.
5.30. Definicion.- La recta conjugada de una recta impropia, cuando no es
tangente ni generatriz de la cuddrica, se llama didmetro; y cuando es
tangente se denomina asintota, si es propia.

Si agz® + a1x' + ax? + azx® = 0 es la ecuacién de un plano dado, como
dos de sus puntos impropios son (0, as, —a1,0) y (0,as3,0, —aq), las ecuaciones
de la polar de la recta impropia que el plano dado determina, son

fiEl — f$2 — f$37 (5_5)
a1 (05) as

que pasa por el centro de la cuddrica; luego,
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5.31. Proposicion.- FEn los elipsoides, hiperboloides y conos, los diametros
y asintotas pasan por el centro; en los paraboloides, los diametros
son paralelos; en los cilindros elipticos e hiperbdlicos, existe un solo
diametro, que es la recta de los centros; y en los cilindros parabdlicos
no existen diametros. (-]

De la definicién de plano polar de un punto y de recta conjugada de otra
recta, se deduce inmediatamente:

5.32. Proposiciéon.- Todo plano diametral es plano de simetria respecto de
sus cuerdas conjugadas y todo diametro es eje de simetria respecto a
las cuerdas paralelas a sus planos conjugados, y contiene a los centros
de las coénicas interseccion de la cuadrica con planos paralelos a su
plano conjugado. []

Vamos ahora a obtener las ecuaciones de las cuadricas regulares tomando,
siempre que sea posible, planos diametrales como planos coordenados.

Si tomamos como plano XY uno diametral de la cuadrica y como eje OZ
una recta conjugada con él, deben verificarse las condiciones ag3 = a13 = as3 =
0, por ser la ecuacién de dicho plano f,s = agzz® + aizz! + asz3z? + aszz® =0
y reducirse ésta a la 3 = 0. Con lo que la ecuacién de la cuddrica queda de la
forma:

a117® + azy® + azzz® + 2a127y + 20017 + 2a02y + ago = 0,
y si tomamos ademéas como plano X Z el diametral conjugado con el eje OY se
verifican, andlogamente, las condiciones age = a12 = a3 = 0, reduciéndose la
ecuaciéon anterior a la

a11x2 + CL22y2 + a3322 + 2&0137 + agg = 0. (5—6)

Entonces el eje OX es conjugado con el plano Y Z y, por tanto, si se toma
como origen de coordenadas uno de los extremos de este didmetro (cuando
exista), el plano Y Z es tangente en este punto a la cuddrica y se verifica la
condicién agg = 0, reduciéndose la ecuacién anterior a la

an? + agy? + a3; + 2a01z = 0.

Si la cuddrica es un paraboloide se tiene A°° = aqia92a33 = 0, y como
ni ass ni asgsz son nulos, porque de serlo la ecuacion tendria dos variables y
representaria un cilindro, debe ser a;; = 0 y, por tanto, la ecuacién del para-
boloide referido a dos planos diametrales conjugados y al tangente conjugado
con ambos, es

2 2
a22y” + as3z” + 2ap912 = 0.
Cuando se trata de un elipsoide o hiperboloide, tomando como origen el
centro, en la ecuacién (5-6) debe ser ag; = 0, por lo que se reduce a
2 2 2
a11 x° +azy” +asz z” + apo = 0.
que representa a las cuddricas con centro referidas a un triedro de diametros
conjugados.

5.33. Ejercicio.- Una generatriz de un cono circunscrito a una cuadrica no
degenerada y la tangente correspondiente a la cénica de contacto son
rectas conjugadas.
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Planos principales y ejes

5.34. Definicion.- Un plano diametral de una cuadrica se llama principal,
cuando es perpendicular a su direccion conjugada; un diametro se llama
eje cuando es perpendicular a sus planos conjugados; es decir, cuando
son respectivamente plano y eje de simetria ortogonal de la cuadrica.

5.35. Definicion.- Los puntos de interseccion de un eje con la cuadrica se
llaman vértices; y se denominan secciones principales a las conicas in-
terseccion de la cuadrica con los planos principales.

Pasamos ahora a estudiar y determinar los planos principales y ejes de
las cudadricas, que tomados como nuevos sistemas de referencia nos permiten
obtener las ecuaciones reducidas de las mismas en el espacio euclideo.

x z
Si V = (y',9% 9%) es un vector director de la recta — = Y 2 la

1 2 37
Y Y Y
ecuacién del plano diametral conjugado con esta direccién es y'fo1 + y? fo2 +
y3 fr3 = 0, que si ha de ser perpendicular a V', debe verificarse que

fyl . fy2 _ fy3 — )\

1 2 3
(Y Y (Y
Con lo que las direcciones principales estaran determinadas por el sistema lineal

fr =Mt =0 (a11 — Ny*+  ay? +  azy® =0
fyz — )\y2 =0 ) algyl +(age — )\)y2+ a23y3 =0 (5-7)
for =M =0 azy’ 4+ axsy®  +(ass — A\)y>=0

Este sistema expresa que el vector de componentes (yl,yZ, y3) que deter-

mina una direccion principal es un vector propio de la matriz C' correspondiente
al menor complementario del término agg de la matriz A asociada a la ecuacion
de la cuddrica, y A es el valor propio correspondiente; esto es, un cero del
polinomio caracteristico:

ai; — A ai a3
d()\) = a2 ao9 — A aos =0
a3 a3 ags — A

La anulacién de este determinante implica que el sistema lineal homogéneo
(5-7) tiene solucién no trivial. Con lo que es necesario determinar los valores
de A que son raices de dicho polinomio:

A° — (a11+ a2z +aszs3) A’ + (a11a22 + a11a33 + azsass — ajs — a%g - a§3)>\ — A% =0,
y que sustituidas en (5-7) determinan cantidades proporcionales a y!,y?,y3,
que dan las direcciones principales y, por consiguiente, las ecuaciones de los

planos principales.

Detallamos a continuacion, algunas de las propiedades mas importantes del
polinomio caracteristico:

5.36. Proposicion.- Los planos principales correspondientes a raices distin-
tas A1 y Ay son perpendiculares.
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Demostracion.- Si V; y V5 representan las matrices columnas formadas por
las componentes de los vectores propios (direcciones principales) asociadas a
los valores propios A1 y Ag, distintos, se tiene

CVl = /\1V1, CV2 = /\2V2 = thCvl = )\1 tV2V1, tV;[CVQ = )\2 tV1V2 =
= )\th1V2 = )\1 tV1V2 = Vl . V2 =0.

Con lo que V7 y V5 son ortogonales. []

5.37. Proposicion.- Las raices del polinomio caracteristico son reales.

Demostraciéon.- Es un hecho conocido del algebra lineal que los valores
propios de una matriz simétrica con coeficientes reales, son todos reales. No
obstante, hagamos aqui una demostraciéon rapida basada en la relacién (A} —

)\g)tVﬂ/g = 0, obtenida en el desarrollo de la demostraciéon de la propiedad
anterior.

Supongamos que una de las raices del polinomio caracteristico sea imagi-
naria, A + ¢\, con lo que también existiria su raiz compleja conjugada, A —i\'.
A la primera corresponde la solucién del sistema (5-7) (y! +dy't, y? + iy, y> +
iy3) =V +iV’, y a la segunda la solucién conjugada (y! — iyt y? —iy'?, y> —
iy®) =V — iV’ que al representar vectores ortogonales, se tendra;

)2+ ")+ )2+ )+ (¥°)° + (¥°)* =0,
lo cual es absurdo al ser no nulas las soluciones. [-]

5.38. Proposicién.- Las tres raices de d(\) = 0 no pueden ser todas nulas.

Demostracion.- Si lo fueran, el polinomio caracteristico seria idénticamente
nulo, es decir:

B 2 3 2 _ 00 _ 0.
ai1 +agzx +azz =0, ay1a22 +a11a33 + azeazz —ajs —ajz3—azy =0 A" =0;
que elevando al cuadrado la primera de estas relaciones y restandola a la se-
gunda multiplicada por dos, surge

a1l = age = azz = a2 = a13 = ag3 = 0,
con lo que la ecuacién de la cuadrica queda de la forma
2°(2a01 2 4 2a022? + 2a932® + agpz’) = 0,
que representa el plano impropio y otro plano o bien el plano impropio consi-
derado como doble. [-]

5.39. Proposicion.- Los coeficientes y las raices del polinomio caracteristico
son invariantes por transformaciones ortogonales.

Demostracion.- Utilizando la invariancia del rango de la matriz asociada a
la cuddrica por transformaciones ortogonales, podemos razonar de la siguiente
manera:

Si cambiamos el triedro de referencia ortonormal conservando el origen, la
ecuacion

a11x2 + a22y2 + a33z2 + 2a122y + 201302 + 2a93Yy2 — )\(x2 + y2 + 22) =0,
se transforma en
R A T ag3z’2 +2a 52"y + 2a 32" 2 + 2a55y 2" — Mz +y?+27%) =0,
por ser invariante la cantidad x? 4+ y? + 22, que representa el cuadrado de la
distancia del origen a un punto.
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Obsérvese que los determinantes de las matrices asociadas a ambas ecua-
ciones son los polinomios caracteristico respectivos d(A) y d'(A), por lo que la
anulaciéon de uno de ellos equivale a la anulaciéon del otro; por lo que ambos
polinomios son equivalentes; y como ambos tienen igual a 1 el coeficiente de
A3, se verifica que:

/ / /
a1y + A9y + a3z :2all + %22 + ags
/ / / / / / / / / -
71099 + A11033 + Q39033 — A 19 — A 13 — C;23 -, ,
= 11022 + a11033 + A22a33 — Gy — A73 — A53
A/OO — AOO
(-]

5.40. Proposicion.- Una raiz del polinomio caracteristico es simple, doble o
triple si y sélo si el rango del sistema (5-7) es 2,1 6 0, respectivamente.

Demostracién.- La demostracién es similar a la hecha en § 3.2.
La derivada de d(\) es

d’()\) _ | Q22— A a23 | a1r — A a3 app — A ai2
azs  azz — A a3 asz3 — A aiz Az — A

Si el rango de la matriz A — A1 es menor que dos, todos los menores del
segundo miembro de la relaciéon anterior son nulos para A = A; y, por tanto,
d' (A1) = 0; lo que prueba que A; es una raiz miltiple de d(\) = 0.

Derivando nuevamente se tiene

d”()\) = 2(&11 — >\) + 2(&22 — )\) + 2(&33 — )\)

y, por tanto, si el rango de A — A\{[ es cero, con lo que a11 — A1 = a9 — A\ =
ass — A1 = 0, resulta d’(A\1) = 0, o sea, \; es una raiz triple de la ecuacién
caracteristica.

Para establecer el reciproco, comencemos con el supuesto de que el poli-
nomio d(A) = 0 admita una raiz triple A = A1, entonces d(\;) = d'(\1) =
d"(A1) = 0. Con lo que de la relacién (d”(\1))? + 2d'(\1) = 0, surge

(a11 — )\1)2 + (CLQQ — )\1)2 + (a33 - )\1)2 + 20,%2 + 2&%3 + 2a§3 =0,
lo que exige que a11 = ase = ass, a2 = a13 = a3 = 0; por lo que el rango del
sistema (5-7) es cero para A = ;.

Supongamos ahora que el polinomio d(\) = 0 admite una raiz doble A = Ay,
esto es, d(A1) =d'(A1) = 0.

Si denotamos por

di1 dia dis ail — M aio ais

d12 dao doz | el determinante adjunto de a2 Qo9 — A1 G923 ,

di3 do3 dss3 a3 az3  asz — A1
se tiene

di1das — d7y = (azs — A1)d(A1);
di1d33 — d%g = (CL22 - >\1)d()\1);
doadss — d%g = (a11 - )\1)d()\1);

con lo que
di1day = d3y; dy1dzz = dis; doadsz = d3s.
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Elevando al cuadrado d’(\1) = 0 y teniendo en cuenta estas tltimas rela-

ciones, resulta
d3, + d3y + dis + 2d35 + 2d% 5 + 2d35 = 0,

lo que exige que di1 = dos = d33 = di2 = di13 = dsg = 0; con lo que el sistema
(5-7) tiene rango 1.

Finalmente, si el polinomio caracteristico tiene una raiz simple A = Ay, el
rango de dicho sistema, para este valor, no puede ser 0 6 1, pues entonces la
raiz A\q seria triple o doble. [-]

Como conclusion a este estudio sobre el polinomio caracteristico, concluimos
que:

5.41. Proposicién.- A una raiz simple de d(\) = 0 corresponde un solo
plano principal; a una raiz doble no nula, corresponde un haz de plano
principales; si la raiz es triple todos los planos diametrales son princi-
pales. []

Ecuaciéon reducida de las cuadricas en el espacio euclideo

Las ecuaciones reducidas de las cuadricas que vamos a obtener en el espacio
euclideo son las que conocemos del parrafo § 5.2., obtenidas al considerar las
cuadricas como lugares geométricos en el espacio.

Respecto a una referencia ortonormal {O; e, €3, €5} (formada por vectores
unitarios y perpendiculares) una cuddrica tiene por ecuacién

(a11x2—l—a22y2—l—a33z2—|—2a12:cy—|—a13:1:z—|—a23yz)+(2a01x+2a02y—|—2a03y)—|—a00 =0.

air a2 a3y x x
(z y 2z )| a2 asx ass y |+2(an a2 ao3 )| vy |+ac =0.
a13 G23 As3 < <
tVCV+2DV+CL00 =0, V = xe1 + yes + zés.

Como la matriz C, por la Proposicion 5.38., tiene al menos un valor pro-
pio A1 # 0, sea €’y un vector propio unitario asociado; consideremos una
nueva referencia ortonormal con el mismo origen y como primer vector e’;:
{O;¢e'1,€'9,€¢'3}. La matriz M cambio de base entre estas dos bases es ortogo-

t _ . = = = — — —
nal (‘"M = M~1). Por lo que, si V = x&] + yés + 2835 = 2'e/1 +y'e/y + 2'¢/3,

(xyz)= (2" vy 2)M~1, con lo que la ecuacién de la cuddrica queda
/ /

x x
(' ¢ 2) M7icMm | o | +2DM | o | +ap =0.
2z 4

Vamos a calcular los coeficientes de la matriz M ~1CM en funcién de los
coeficientes de la matriz C. Para ello, si h es el homomorfismo cuya matriz
asociada a la base {1, €2, €3} es la matriz C, M~1CM es la matriz asociada h

respecto a la base {e/1,¢/5,€’3}, por lo que

T — N\t TN — o o 1 1 TN — o ol gl ool o
h(e'1) = A1€/1, h(€'2) = ajp€e'1+ag.€'a4a55€’3, h(e's) = ajze’1+as3€’ 2 +as3€’s,
y como ademds M ~1CM es simétrica, resulta

)\1 0 0 ZIZ/
(2 ¢ 2 )| 0 aby abs v | + 2ai2" + 2aby’ + 2a%52" + age = 0.
0 aby abg 2!
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/ / /

M)+ (2 ( Wy ) ( Y > + 2042’ + 2ayy’ + 2a32" + ago = 0.
Qo3 Q33 <

Como, por la Proposiciéon 5.39., C'y M -1oMm , tienen los mismos valores

(23 0A33

de C, distintos o no de A1, pudiendo ser nulos.

propios, C' = ) tiene por valores propios los otros valores propios

La matriz C’ induce sobre el espacio vectorial generado por {€’s,€’3} un
endomorfismo A/, y se reitera el proceso. Llegamos asi a una ecuacién reducida
de la cuddrica de la forma (prescindiendo de las primas):

A\x? + A2y2 + \322 + 2ax + 2by + 2cz +d = 0.

Distinguiremos los siguientes casos segun los valores de los \;:

I) Los valores propios son distintos.

T1) Si A # 0, o # 0,3 0.

Existe una unica referencia de vectores propios o direcciones principales.
La cuédrica tiene centro tnico (la cénica impropia es no degenerada)
que tomamos como origen del sistema de referencias, y si el punto de
coordenadas (x,y, z) pertenece a la cuddrica, el punto de coordenadas
(—x, —y, —z), también pertenece; asi, la ecuacién de la cuddrica no tiene
términos lineales en x, ¥y, z. Por lo que, la ecuacion reducida queda
Ma? + Aoy + A322 + k= 0.
Si k # 0, se trata de un elipsoide o hiperboloide; y, si £k = 0, de un cono.

Io) Uno de los valores propios es nulo, sea A3 = 0.

La cénica impropia es degenerada, y la ecuacion reducida serd
A ()% + A2 (y)? + 2a2’ + 2by’ 4+ 2¢2’ +d = 0.
a b
M+ =)+ Xy +—)*+2c2 +d =0.
A1 Ao
Y, por la traslacion z = o' + a/A;y =y + b/ A\1;2 = 2/ — d'/2¢, quedan

las ecuaciones reducidas
A1x? + Xay? + 2cz = 0. Paraboloide (c # 0).

Ax? + Xy + k= 0. Cilindro eliptico o hiperbdlico (¢ = 0,d" # 0).
Az? + Aay? = 0. Dos planos (¢ =d' = 0).

11) Un valor propio doble y otro distinto.

1) A1 = Ay #0.

Los vectores propios o direcciones principales forman un plano perpen-
dicular a la direccion principal determinada por A3. Existen infinitas
referencias ortonormales deducidas por rotaciones alrededor del eje é3; la
cuadrica es de revolucién de eje de revolucién una recta paralela a e3. La
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ecuacion reducida es, segin que A3 # 0 6 A3 =0,
A1 (22 +9y?) + X322 +k = 0. Elipsoide, hiperboloide o cono (si k = 0);
todos de revolucién.

M(z? +y?) +2¢2 = 0. Paraboloide de revolucién
(eje la direccién asintotica doble).
M (2?2 +9y2) +k=0. Cilindro de revolucion de eje sus centros.

IL) da=X3=0, A #£0.

La cénica impropia es, en este caso, una recta doble; y la ecuacion de la
cuadrica queda:
A (2')? + 2ax” +2by’ +2cz +d = A\ (2 + %)2 + 20y’ + 2cz+d = 0.
1
En caso de que b # 0y ¢ # 0, hacemos la traslacién de origen de coordena-
dasa (—aj/A1,0,—d/2c); estoes, 2" =z’ +a/\, ' =y, 2" =2 +d/2¢;
con lo que queda la ecuacién
A (2")? + 2by” +2¢2” = 0.
Finalmente giramos alrededor del eje de las 2’/ un dngulo o dado por
c= (taga)b, estoes ’/ =z, ¥y’ =cosay+sena 2/ = —senay+cosaz,
y queda la ecuacién

)\1332 —+

y=20 Cilindro parabdlico.
cos «

I11) Un solo valor propio triple.
Dicho valor propio no puede ser nulo, pues C' no es una matriz nula. Toda
direcccién es principal y la cuadrica es una esfera

M@+ 2 +2%) +k=0.
5.42. Ejemplo.- FEcuacion reducida del cilindro parabolico engendrado por

las rectas paralelas a la recta r de ecuacion x =0, z =y — 1 y que se
apoyan en la pardbola P =2 =0, y = 2 + 2z + 1.

Las ecuaciones paramétricas de ambas curvas son: las de la parabola P =
r=uy=u’+2u+1,z=0;ylasdelarectar=2=0,y =v,z=v—1. La
superficie de traslacién de directriz P y generatriz r es (pag. 128)

/N

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



160 Cuadricas

T =1u, y=ul4+2u+1+v—1 z=v—1,
de las que eliminando los pardmetros u y v, resulta la ecuaciéon implicita del
paraboloide

2> +2x —y+2+1=0.

Valores propios de la matriz asociada a la cénica del infinito:

1-A 0 0
dA)=| 0 —x 0 |=0,
0 0 =\

A(1—)) =0, A =1,d=2A3=0.

Con lo que la ecuacién quedard de la forma (2')% + 2a’y +2b2" +d = 0; en
este caso particular podemos escribir la ecuacién dada como sigue:
(z+1)2—-1-y+z+l=(2+1)2-y+2=0.
Si aplicamos la transformacion, traslacién mas giro, siguiente
t'=x+1 y =ycosa—zsena 2 =ysena+zcosa (taga=7)
r=2'-1 y=y'cosf+2'sen] z=—y'senf +2'cosT,
resulta

(L 21 (- 2y Y2 o

que prescindiendo de las primas queda la ecuacién

- \/§y = 0.
Asi, el cilindro esta referido a un sistema de coordenadas con el origen en el
vértice de la parabola situada en el plano XOY y ejes, la tangente a dicha
parabola, el eje de tal parabola y el eje OZ paralelo a las generatrices.

Hemos obtenido la ecuacién reducida de las cuadricas en el espacio euclideo
usando transformaciones de coordenadas; pero es mas sencillo el empleo de
invariantes, tal como se hizo para las cénicas en el parrafo § 4.5.

Se sabe, de la Proposicién 5.39. y de las propiedades del determinante de
la matriz asociada a la cuddrica (pag. 135), que las cantidades
aix a2 ail ais 22 Aa23
12 G22 a13 as3 G23 G33
permanecen invariantes después de una transformacién ortogonal; por lo que
podemos utilizarlos para hallar las ecuaciones reducidas, obteniendo los coe-
ficientes de éstas a partir de los coeficientes de la ecuacion general. A estas
cuatro cantidades se les denominan invariantes métricos de las cuadricas.

Observemos que el cambio de ejes hecho para obtener los tres dltimos in-
variantes conserva el origen; pero aunque se haga un cambio de origen de
coordenadas, es decir, una traslacién, sélo afectaria a los términos lineales e
independientes, y como en el polinomio caracteristico no intervienen éstos, el
resultado no afecta a dichos invariantes.

|Al, A% gy + ag + ass, +

A) Comencemos obteniendo las ecuaciones reducidas, utilizando los inva-
riantes métricos, de las cuadricas con centro tnico; esto es, elipsoides, hiper-

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



5.5. Elementos afines y métricos de las cuadricas 161

boloides o conos, cuya ecuacion reducida es de la forma:
az® + by + ez + k=0,
por lo que debe verificarse que
a+b+c=a + ax + ass,
ab + ac + be = (a11a22 — aiy) + (a11a33 — afs) + (ageaszs — a3sz),

abc = A% abck = |A.

En virtud de las relaciones de Cardano para los ceros de un polinomio, las
tres primeras indican que a,b y ¢ son las raices A1, As ¥y A3 de un polinomio de
grado tres en A (el polinomio caracteristico d(\) = 0):

3 2 2 2 2 00
A —(a11—|-a22—|—a33)>\ —l—(allagz+a11a33—|—a22a33—a12—a13—a23)>\—A :0,

A
y de la cuarta se obtiene k = J4_0(’)’ por lo que la ecuacién reducida es:
Ma® 4+ Aay? + a2+ L
137 2y 3’2 AOO -

B) Si se trata de paraboloides de ecuacién reducida es az?+by? +2cz = 0,
que al aplicar los invariantes se obtiene
a+b=a11 + az + ass,
ab = (a11a22 — aiy) + (a11a33 — aiy) + (azea3s — a3s),
—abc? = | A.
Por lo que a,b son las raices de un polinomio de segundo grado en A y la
ecuaciéon reducida queda, despejando c¢ de la tercera relacion,

A
)\1:1:2+/\2y2—|—2 — 4] z=0
ail a2 + ail ais + ag2 423

a2 G22 a13 ass azs3 ass

C) Caso de los cilindros elipticos e hiperbdlicos, cuya ecuacién reducida
es de la forma az? 4 by? + k = 0. La aplicacién de los invariantes, da lugar a
las relaciones
a+b = ai;+az+ass, ab = (a11a22 — a%z) +(a11a33 — a%g,) + (ag2a33 — a%g),
esto es, a,b son las raices de un polinomio de segundo grado en A\. Nos queda

determinar k, para lo cual empleamos el siguiente artilugio:
3

La familia de cuadricas Z aijr'e! —A((z1)?+(z?)?+(2*)?—r?) = 0, donde
i,j=0

3
Z ai;r'x? = 0 es la ecuacién del cilindro dado y (z1)2+ (22)2 +(2%)2 —r? = 0
i,j=0
la de una esfera arbitraria. Esta familia después de un cambio de ejes toma la
forma siguiente:

CL(CL’/l)Q i b($,2)2 T k2 . )\((xll . CL1)2 i (56/2 . a2)2 4+ (513/3 . a3)2 . 7,2) — O,
por ser invariante (z1)? + (2?)? + (22)? por una transformacién ortogonal, pues
expresa la distancia de un punto de la esfera a su centro.

Los determinantes de la matrices asociadas a estas dos ecuaciones deben ser
iguales y ambos, desarrollados, dan lugar a sendos polinomios de grado cuatro
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en A con el mismo coeficiente para \*; por lo que serdn iguales el resto de
coeficientes, en particular, los de A, esto es

7“21400 . All . A22 . A33 — —abk
- Y
pero como A% = 0, por tratarse de un cilindro, se tendra

AN A2 4 A% — bk e AN+ A2 4 A33.

a
Quedando la ecuacién reducida de los paraboloides elipticos e hiperbdlicos
como sigue:

All + A22 + A33
)\1$2 + )\Qy2 + = 0.
ail; a2 ai; ais a22 Q23
a12 G22 a13 a33 23 G33

D) Finalmente la ecuacién reducida de un cilindro parabdlico es by? = 2az.
El tnico invariante que no es idénticamente nulo, en este caso, es b = a1 +
a22+ass, por lo que nos queda determinar a. Siguiendo el mismo procedimiento
que en el caso anterior, nos queda ahora que
aZb — _(All i A22 + A33>,
y la ecuacion reducida es

ALl | A22 4 A33
(a11 + agz + asz)y® + 2\/ x = 0.

ai1 + age + ass

Secciones ciclicas y puntos umbilicales de las cuadricas

Comenzamos repasando algunos hechos sobre circunferencias.

5.43. Definicion.- Se define la circunferencia como el lugar geométrico de los
puntos del plano que equidistan de un punto fijo (denominado centro).
A la distancia constante de los puntos de la circunferencia al centro se
denomina radio.

La expresion analitica de la ecuacion de la circunferencia en un sistema de
ejes ortogonales se obtiene expresando que la distancia de un punto M (zx,y) al
centro («, 3) sea igual al radio 7:

(x— )’ + (y - pB)* =12
Reciprocamente, a toda ecuacion de este tipo corresponde una circunferen-
cia de centro («, 8) y radio r.

5.44. Proposicion.- Para que una ecuacién de segundo grado de la forma
az? + by? + 2cxy + 2dz + 2ey + f =0,
represente una circunferencia es necesario y suficiente que a = b #*
0, c=0, d>+e?—af >0.

Demostracién.- Desarrollando la ecuacién (z—a)?+(y—3)? = r? y poniendo
d = a? + 32 — r2, tendremos la ecuacién de la circunferencia de la forma
22 +y? — 200 — 28y + 6 = 0,
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y es claro que, siempre que se cumpla la condicién o? 4+ 3% —§ > 0, una ecuacién
de este tipo representa una circunferencia de centro (o, 3) y radio r, tal que
r? =a? 4 (% - 6.

Reciprocamente, para que la ecuacién del enunciado represente una circun-
ferencia, sus coeficientes deben ser proporcionales, a los de la ultima ecuacién
obtenida de la circunferencia, es decir:

d
a:b:—:i:i; c=0.
—a -3 6
Por consiguiente, se han de cumplir las condiciones siguientes: a = b #£ 0y
2 2
a2—|—62—522—2—|—2—2—%>0,osead2—|—e2—af>0. [

Podemos también caracterizar las circunferencias, con objeto de aplicarlo
posteriormente en la obtencién de secciones planas de este tipo en las cuadricas,
como aquellas conicas (reales o imaginarias) que pasan por los denominados
puntos ciclicos del plano (0,44, 1).

Es claro que estos puntos son los comunes de toda circunferencia con la
recta impropia del plano, y si a una coénica de ecuaciéon general

aoo(z%)? + a11(21)? + a2 (2?)? + 2a012°2" + 2a922°2? + 2a122 2% = 0,
le ponemos la condiciéon que pase por los puntos ciclicos debe verificarse que

2 —a12Et+/a?,—ai1a22 . :
o= 12 = 41, de donde se sigue que
x a22

- 2
ajp =0, Tiage = v/ —a11a22, —a3, = —a11022, 411 = a12.
Por lo que se trata de una circunferencia, pudiendo ser imaginaria.

5.45. Definicién.- Se llama seccién ciclica de una cuadrica a una seccion
plana de la misma que es una circunferencia.

5.46. Proposicion.- La interseccion de una cuadrica con planos paralelos
dan secciones conicas semejantes. En particular, son ciclicas las sec-
ciones producidas por planos paralelos a una seccién ciclica.

Demostracion.- Mediante una transformacion de coordenadas, podemos
suponer que los planos sean paralelos al OXY ', o sea de ecuacién z = A, por lo
que la interseccién con la cuadrica da
a1122 + a2y +2a120y+2(a13A+ao1 )z +2(azs A +ao2)y+ (assA® +aosA+apo) =0

z= A,
que son coénicas con iguales términos cuadraticos; por lo que todas ellas son del
mismo género y ademas al determinar los coeficientes de la ecuacion reducida

(ver §4.5.), los de una de las secciones son proporcionales a los de cualquier
otra. g

5.47. Definicion.- Se llama punto umbilical al punto de contacto del plano
tangente paralelo a las secciones ciclicas.

Comenzamos haciendo un estudio particular de determinacién de secciones
ciclicas y puntos umbilicales de algunas cuddricas concretas, basandonos fun-
damentalmente en la forma geométrica de las mismas, dejando para més ade-
lante el estudio sistematico para una cuadrica en general. Haciendo uso de la
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proposicién anterior, para obtener las secciones ciclicas de cuadricas con centro,
basta con considerar por planos que pasan por el centro de las mismas.

En el caso de elipsoide

las secciones producidas por planos pasando por el eje OY (eje intermedio) dan
elipses con uno de sus semiejes de longitud constante b y el otro de longitud
comprendida entre ¢ y a; por consiguiente, habra dos de estas secciones elipticas
en las que ambos semiejes sean iguales a b: se trata entonces de circunferencias.
Para determinar los planos que determinan tales secciones ciclicas, designamos
por (z/,0,2") las coordenadas de uno de los vértices situado sobre el plano

OX Z; se verifica, al estar dicho punto en la elipse:
2 2
x

z
— + '7;—2 +—= =1 y =10,
que c2x'? + a?2? = azc y ademas x’2 + 22 = b%. Y de estas ecuaciones
despejando z'? y 2/?, resulta
I NPV
a2 — 2 a2 —c2

con lo que las ecuaciones de los planos que pasan por QY y producen secciones
ciclicas en el elipsoide son

cva?—b?x+tavb?—c?z=0. (5-8)

Los puntos umbilicales son las intersecciones de los didmetros conjugados
de los planos ciclicos con la cuddrica (los centros de las secciones paralelas entre
si forman la recta conjugada de la recta impropia determinada por tales planos
paralelos). En este caso el didmetro conjugado de los planos que producen tales
secciones ciclicas tiene por ecuaciones (ver (5-5), pag 152)

r/a? y/62 z/c?
VaZ—12 0 +a/b2—c2

Asi, los puntos umbilicales del elipsoide son los que satisfacen a las ecua-
ciones

2 2 2
ng——|—ZZ—2—|—Z— =1, cvVb?—-crtava?2—-022=0, y=0,
por lo que sus coordenadas son
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/CLZ _ b2 /b2 _ 02
<:|:a m, O, +c a2 — 02> . (5—9)

En el caso del hiperboloide de una hoja
2 2 2
x Y z
procediendo como en el caso anterior, hay dos planos ciclicos que pasan por el
eje mayor de la elipse situada en el plano z = 0. Para determinar los planos
que producen tales secciones ciclicas, sean (0,4, z’) las coordenadas de uno de

los vértices situado en la hipérbola del plano OY Z, se verificara:

C2y/2 o bQZ/2 — b202, y/2 4+ 2/2 — a2,
ecuaciones que presentan las siguientes soluciones para y'? y 2'2:
2(.2 2 2(,2 2
,2_b(c +a®) Z/2_C(a —b%)
b2 + c2 b2 + c2 )

con lo que las ecuaciones de los planos que
pasan por el eje OX (eje mayor de la elipse
del plano z = 0) y producen secciones ciclicas
en el hiperboloide de una hoja son

cva2—b0ly+bva>+c2z=0. (5-10)

En este caso no hay planos tangentes pa-
ralelos a éstos que toquen en un punto real a
la cuadrica, puesto que todos los planos tan-
gentes reales la cortan segin generatrices rec-
tilineas (en un hiperboloide de una hoja todos
los puntos son hiperbdlicos, ver pag. 138).

En el caso del hiperboloide de dos hojas

B (a > b)

no podemos aplicar el método anterior para hallar las secciones ciclicas, ya
que los planos que pasan por el centro no cortan a esta cuddrica segin elipses
reales. Pero si observamos (Ejercicio 218) que las secciones ciclicas produci-
das por un mismo plano en esta cuadrica, en su cono asintético y sobre el
hiperboloide de una hoja x%/a? + y?/b? — 22 /c? = 1 (denominado hiperboloide
conjugado del anterior y que tiene el mismo cono asintético) son homotéticas
dos a dos, se deduce que los planos ciclicos el hiperboloide de dos hojas dado
son los del hiperboloide de una hoja conjugado con él, y del que sabemos cal-
cular sus secciones ciclicas, que son las producidas por los planos (5-10). Los
planos tangentes paralelos a éstos tocan al hiperboloide de dos hojas en los
puntos umbilicales reales, cuyas coordenadas se obtienen intersecandolo con
los didmetros conjugados de tales planos, esto es con:
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Xlal+yIb-Z1¢=0

Y

Xla+yIo-ZIc=1
/

Xla-yIb+ZIc¢=1

—x/a2 7y/b2 _ z/c?

0 cvaz — b2 +bvaZ + 2’

por tanto, son las soluciones de las ecuaciones

2 2 2
x Y z
22 + — =1,
—cy/ a? +c2y:|:b\/a2 b2z =0,
x =0,
por lo que las coordenadas de los puntos umbilicales del hiperboloide de dos
hojas son:
[a2? — b2 a’ + c?
0,0\ ——=,Fc\/| ——= 5-11
< NI bz—|-02> (5-11)
En el cono
2 2 2
x Y z
§+b_2—c—220, (a>b)
por ser este el cono asintético del hiperboloide de una hoja x%/a? + y?/b* —
22/c> = 1 y por el razonamiento hecho en el caso anterior, resulta que las

secciones ciclicas son producidas por los planos paralelos a los de ecuaciones
(5-10). Tampoco aqui, como ocurre en el hiperboloide de una hoja, hay puntos
umbilicales.

Hecho este estudio particular de determinacion de secciones ciclicas y puntos
umbilicales para las cuatro cuadricas con centro, pasamos ahora a estudiar el
problema de forma general, lo cual nos permitird confirmar los resultados ya
obtenidos y ademas analizar los casos de las restantes cuadricas.

En general, los puntos de interseccién de la coénica del inﬁnito de una

cuddrica con la cénica del infinito del cono isétropo (z” = 0, Z
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llamada circulo absoluto y que es el lugar de los puntos ciclicos de todos los
planos del espacio) son cuatro puntos conjugados dos a dos, ya que esta ultima
conica es imaginaria. Tales puntos determinan seis rectas, dos reales (las que
unen los puntos imaginarios conjugados) y cuatro imaginarias. Cada una de
estas rectas corresponde a una orientacion de un plano, y cada uno de los planos
paralelos a ellos (que tengan una de estas seis orientacién) cortan a la cuddrica
segun una cédnica que contiene a los puntos ciclicos de su plano; se trata pues

de una circunferencia.
3

Para hallar las secciones ciclicas de una cuadrica de ecuacién Z a;;x'x! =
i,j=0
0 basta con determinar las direcciones de tales planos, es decir, obtener las
conicas degenerada del haz

3 3
i N2 _ . .0 _
ai;r'z? =AYy (2")*=0; z =0.
i,j=0 i=0

Comenzamos con las cuddricas con centro (cénica impropia no degenerada),

en este caso el haz de cuadricas anterior queda de la forma
2 2 2

Ty b A@2 R+ =0
v

donde «, 3,7 pueden ser reales o imaginarios puros, para poder considerar
conjuntamente cualquiera de las cuddricas con centro (elipsoide, ambos hiper-
boloides o cono). Haz de cuadricas que también se puede expresar como

(o) G ()

Las cuddricas degeneradas corresponden a los valores \; = 1/a?, Ay = 1/32,
A3 = 1/42 de ).

1° El par de planos ciclicos correspondientes a A\; = 1/a? estd definido
por

1 1 1 1
(@ — §> y2+<—2 — E) 22=0 osea vya?-B2ytifyaZ—922=0

(5-12)
que pasan por el eje OX.

2°  El par correspondiente a Ao = 1/3? da los planos que pasan por el eje
OY, de ecuaciones

1 1 1 1
(—2—§) :132—|—<—2——> 22=0 osea ay/32—~2ztiv/B2—a2z=0
o

v B2
(5-13)

3° El par correspondiente a A = 1/c? da los otros planos ciclicos que pasan
por el eje OZ, cuyas ecuaciones son
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1 1 1 1
(———2)x2+<———> =0 osea ayv?2—p2ytifv/y?—a?x=0
V2

a? oy
(5-14)
Particularizando ahora estos resultados se obtiene:

A. Para el elipsoide ponemos a« = a,3=by vy =c¢ (a > b > ¢), con lo que
las ecuaciones (5-12) representan planos imaginarios que pasan por el eje
mayor; los planos dados por las ecuaciones (5-13) son reales y pasan por el
eje intermedio, son los ya obtenidos en las ecuaciones (5-8); y, finalmente,
los planos (5-14), que son imaginarios, pasan por el eje menor.

B. Para el hiperboloide de una hoja ponemos @« = a,8=byy=1ic(a >b)y
resulta que las ecuaciones (5-12) representan planos reales que pasan por
el eje mayor de la elipse situada en el plano z = 0 y producen secciones
circulares, como se obtuvo en las ecuaciones (5-10); los planos (5-13),
que pasan por el eje menor de dicha elipse son imaginarios; asi como son
imaginarios los planos ciclicos (5-14) que pasan por el eje que no corta al
hiperboloide de una hoja.

C. Para el hiperboloide de dos hojas, ponemos o = ia,5 = by v =
(a > b), obteniéndose que sdlo las ecuaciones (5-12) representan planos
reales, que son los obtenidos ya para su hiperboloide conjugado en las
ecuaciones (5-10). Tales planos no cortan a la cuadrica, por lo cual las
secciones ciclicas que producen son imaginarias, pero los planos paralelos
a éstas, que la cortan, dan secciones circulares reales. Los planos dados
por las ecuaciones (5-13) y (5-14) son en este caso imaginarios y por tanto
también sus secciones.

D. Para el cono real ponemos a = a,(3 = by v = ic, con lo que se obtienen
las mismas secciones ciclicas que en el caso de los hiperboloides de los
cuales es el cono asintético.

Para determinar los puntos umbilicales (puntos de interseccién con la cué-
drica de los planos tangentes paralelos a los planos ciclicos), hallamos la inter-
seccion de la cuddrica con los didmetros conjugados con los planos ciclicos ya
obtenidos.

El didmetro conjugado a los planos ciclicos paralelos a los de ecuaciones
(5-12) tienen por ecuaciones

z/a®  y/B* 2/
0 ~AV/a2—p32 +iB/a2 -2

luego los puntos umbilicales correspondientes son soluciones de las ecuaciones
2 2

2
x :
——|——ZQ—|———1 yvVa2 —~y2y+if\/a?—0322=0, x=0,

es decir
B 52
72y2 +5222 _ 5272 y = :I:z; —
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de donde surgen las siguientes coordenadas para los cuatro puntos umbilicales
contenidos en el plano OY Z:

2 _ A2 2 _ A2
<o,iz‘m/gz—§2,iw/gz—z2> . (5-15)

Anélogamente, las coordenadas de los cuatro puntos umbilicales contenidos
en el plano OX Z, que son los de contacto de los planos tangentes paralelos a
los ciclicos que pasan por OY de ecuaciones (5-13), son los siguientes:

(ia,/ 62’ ,/ il ) (5-16)

Finalmente, las coordenadas de los puntos umbilicales contenidos en el plano
OXY, correspondiente a la interseccion con la cuédrica de los didmetros con-
Jugados de los planos ciclicos de ecuaciones ( , son:

(iaw/ _22, ,/ gz> (5-17)

Particularizando ahora estas coordenadas de los puntos umbilicales a cua-
dricas concretas, obtenemos:

A. En el elipsoide (o« = a,8 = b,y7 = ¢ (a > b > ¢)) s6lo las coordenadas
(5-16) dan cuatro puntos umbilicales reales, que son los ya habiamos
obtenido en (5-9).

B. En el hiperboloide de una hoja (o = a,8 = b,y = ic (a < b)) los doce
puntos umbilicales son imaginarios.

C. En el hiperboloide de dos hojas (o = ia,3 = ib,y = ¢ (a > b)) hay
cuatro puntos umbilicales reales en el plano OY Z, dados por (5-17) y
que coincide con las coordenadas (5-11). Los otros ocho son imaginarios.

D. En el cono (o =a, = ¢,v =ic (a > b)) sus planos tangentes tienen una
recta comun con él, luego no existen puntos umbilicales. Realmente se
puede hacer también el mismo razonamiento que para el caso del hiper-
boloide de una hoja.

Nos ocupamos ahora del estudio de las secciones ciclicas y puntos umbi-
licales de las cuadricas sin centro, en este caso sustituimos el cono asintético
por un par de planos asintético (planos que pasan por las cénicas degeneradas
del infinito, dos rectas reales distintas o confundidas o dos rectas imaginar-
ias), quedando el haz de cuddricas conjunto, para los paraboloides y cilindros

elipticos e hiperbdlicos de ecuaciones respectivas
22 o2 22 g2 22 g2 22 g2
—+—:22, ___:2Z7 _+_:17 ___:17 (p7q>0)
p q p q p q p q

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016




170 Cuadricas

de la forma siguiente:

ZL‘2 2

1 1
——|—y——)\(x2—|—y2—|—z2) =0 o bien (— —>\> z? + <— —A) y? — 22 =0,
o o 5

donde « y ( son numeros reales, y cuyas cuadricas degeneradas corresponden
a los valores A\g = 0,\1 = 1/py Ay = 1/q de .

12 El valor \g = 0 da dos planos asintéticos imaginarios en el parabo-
loide y cilindro elipticos (a« = p, 8 = q) y reales en el paraboloide y cilindro
hiperbdlicos (o = p, 8 = —q) que sin embargo no produce secciones elipticas
reales, pues al proyectar la secciéon producida por el plano ux +vy+wz+d = 0,
segun la direccion de un eje coordenado no paralelo a este plano sobre el plano
coordenado perpendicular a dicha direccion, siempre se obtiene una cénica con
puntos impropios.

2° Para A\ = 1/a, las ecuaciones del par de planos ciclicos que pasan por
el eje OX son

1 1\ 5 1,
it ——2=0 0 sea o — + z = 0.
( 3 a) v -~ By++/p
En el caso del paraboloide y cilindro elipticos (o = p, 8 = q) estos planos son
reales si p > ¢ e imaginarios en caso contrario; es decir, los planos que producen

secciones ciclicas son

VP—qy+tqz=0. (p>q) (5-18)

En el caso del paraboloide y cilindro hiperbdlicos (o« = p, 5 = —¢q) los planos
ciclicos son imaginarios.

32 Para Ay = 1/, se tienen las ecuaciones de los planos ciclicos que pasan
por el eje OY:

1 1 o 1 5 — B
(E—B>x —Bz =0 o sea VB—axrtaz=0.

Estos planos son en el paraboloide y cilindro elipticos imaginarios si p > q y
reales en caso contrario contrario, esto es, las ecuaciones de los planos ciclicos
son

VP —qyE+/qz=0. (p<q) (5-19)

Para el paraboloide y cilindro hiperbdlicos (a« = p,5 = —¢q) los planos
ciclicos son imaginarios.

Los puntos umbilicales de estas cuatro cuadricas sélo se pueden presentar
en el paraboloide eliptico (los puntos de los cilindros son parabdlicos y los del
hiperboloide hiperbdlico son hiperbélicos, ver pag 138). Para determinarlos
calculamos el didmetro conjugado de los planos (5-18), cuyas ecuaciones son:

z/p  ylg -1

0  +£Vp—q¢ EV7
luego los puntos umbilicales corresponden a las soluciones de las ecuaciones
2

i
Caloo iysesa=o, e=0,
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o sea, que las coordenadas de los puntos umbilicales reales del paraboloide

eliptico son:
pP—q
(inqw—QL—§—>-

Los puntos umbilicales correspondientes a los planos ciclicos (5-19) se cal-
culan de forma anéloga, pero resultan ser imaginarios.

Para terminar el estudio de las secciones ciclicas y puntos umbilicales de
las cuddricas, nos falta el caso del cilindro parabdlico 2 = 2y, pero en esta
cuadrica ninguna de sus secciones por planos son elipticas, por lo que carece
de secciones ciclicas. Resumiendo, sélo tienen puntos umbilicales los elipsoides,
hiperboloides de dos hojas y los paraboloides elipticos.

Finalmente, notar la evidencia de que si la cuadrica es de revolucion, las
secciones ciclicas son las producidas por planos perpendiculares al eje de revo-
lucién y los puntos umbilicales son la interseccion de dicho eje con la cuadrica.

5.48. Ejemplo.- Los puntos umbilicales de un elipsoide estan sobre una es-
fera.

Los puntos umbilicales del elipsoide

2 2 2
eyt oz
¥+b—2+c—2=1, (a>b>c)
viene dados (5-9) por
a2 — b2 b2 _ o2
+a 2 _02,0,:|:c poampcl B

por lo que elevando al cuadro y sumando, resulta que estan en la esfera
2 +y?+ 2% =a® - b+ 2
5.49. Ejemplo.- FEn un haz de cuddricas, st las cuatro cuddricas degenera-

das son conos, sus vértices (propios o impropios) forman un tetraedro
autopolar respecto a todas las cuddricas del haz.

Si V es el vértice de un cono del haz, de ecuacion Y AX =0 y si 'YBX =0
es otra cuadrica arbitraria del haz, el plano polar de V' respecto a la cuadricas

del haz
YAX + AXBX =0 es WAX +A\WBX =0,

y COMo W AX =0 es idénticamente nulo, al ser WA= 0, resulta que el plano

polar de V respecto a cualquier cuadrica del haz es WBX =0.

Por tanto, y en particular, es el mismo respecto a las otros tres conos y
como pasa por los vértices, se cumple la propiedad enunciada: “el plano polar
de cada vértice del tetraedro es la cara opuesta’”.

5.50. Ejemplo.- Lugar geométrico de las rectas que se apoyan en la recta
r:x =1y =0 y cortan ortogonalmente a las rectas s : x = —y+ 1 = z.
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La direcciéon de la recta intersecciéon de un plano del haz x + Ay = 0 de
base la recta r con uno del haz x — z + pu(x +y — 1) = 0 de base la recta s es
(A, =1, A(14p) — ) y como tiene que ser perpendicular a la direccién (1,—1,1)
de s, debe ocurrir que

A+ 14+A1+p)+p=0
de donde, sustituyendo los valores de \ y u, resulta la siguiente ecuacion del
paraboloide hiperbélico:

2> — Ptz 4+yz—2x+y=0.

5.51. Ejemplo.- Lugar geométrico de los puntos de las rectas que se apoyan
en dos rectas fijas, manteniendo la distancia entre pares de puntos de
contacto en cada recta.

Consideremos la rectas fijas r =y = 2 = 0 (el eje OX) y s que pasa por el
punto (0,0, h) y paralela al plano OXY de ecuacién z = h,sen ax —cos ay = 0.
Si una de las rectas que se apoyaen r y s es el eje OZ, las demas deben pasar por
el punto (¢,0,0) de r y el punto (0,0, ) +t(cos a, sen o, 0) = (¢ cos o, t sen v, h)
de s. Luego, un punto genérico de la recta determinada por estos dos puntos es
de la forma (z,y,z) = (¢,0,0) + v(t(cosa — 1), tsena, h). Asi, las coordenadas
de un punto genérico de la superficie que nos piden satisfacen las ecuaciones
paramétricas:

x=t+tv(cosa—1), y=tvsena, 2z = hv,
y eliminando los pardmetros t y v, resulta la cuadrica
senarz — (cosa — 1)yz — hy = 0.
Como el determinante de la matriz asociada a la cuddrica es || A|| = h? sen? o >
0, todos sus puntos son hiperbélicos, por lo que se trata de un hiperboloide o
paraboloide reglados; y como ademés la cénica impropia es degenerada, A% =
0, se trata de un paraboloide hiperbdlico.
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APENDICE A

Geometria analitica y/o
geometria sintética

En este apéndice haremos un comentario relativo a como se abordan los
problemas geométricos a partir de los ultimos cursos del bachillerato. Salvo
en algunos problemas particulares en los que se emplea un método puramente
geométrico, utilizando construcciones geométricas, la mayor parte de ellos se
resuelven mediante métodos analiticos, utilizando algebra y analisis.

El método geométrico, llamado también método sintético, que esta basado
en la resoluciéon de problemas mediante construcciones geométricas, requiere
una aptitud innata y una cierta destreza que sélo se adquiere después de mucha
practica y experiencia.

La escencia de la geometria analitica aplicada al plano es establecer una
correspondencia entre pares ordenados de numeros reales y puntos del plano,
permitiendo asi, entre otras cosas, establecer una correspondencia entre curvas
del plano y ecuaciones con dos variables, de modo que para cada curva del plano
haya una determinada ecuacién f(z,y) = 0, y a cada una de las ecuaciones le
corresponda una determinada curva, o conjunto de puntos, del plano. Asi
podemos establecer una correspondencia entre las propiedades algebraicas y
analiticas de la ecuacion f(z,y) = 0y las propiedades geométricas de las curvas
relacionadas. Con lo que la geometria analitica es un método valido tanto para
resolver problemas como para descubrir nuevos resultados en geometria.

Hagamos una comparacién, mediante unos ejemplos, entre el método ana-
litico (geometria analitica) y el geométrico o sintético (geometria sintética).

A.1. Ejemplo.- Las medianas de un tridngulo concurren en un punto que
triseca a cada una de ellas.

La demostarcion de esta afirmacién dada en los cursos de secundaria, puede
que no se recuerde y que no se logre hacer, al menos sobre la marcha. Ello
es debido a que la demostracién de este hecho, tal como se da en los primeros
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cursos de geometria, requiere del trazo de algunas rectas auxiliares preliminares
que no es facil que se recuerde o que se ocurra.

Una de las demostraciones que se da en la mayor parte de los textos ele-
mentales de geometria plana es la siguiente:

Sea G el punto de interseccién de las medianas BE y C'F del tridangulo ABC,
y sean M y N los puntos medios de los segmentos BG y CG, respectivamente.
Tracense FE, MN, FM, EN. Entonces FE es paralelo a BC e igual a su
mitad. De forma analoga se llega a que M N es paralelo a BC e igual a su
mitad. Por consiguiente, F'E) es paralelo e igual a M N, siendo por lo tanto,
FENM un paralelogramo.

A Se deduce entonces que MG = GE
y NG = GF. Es decir, las medianas
BE y CF se cortan en un punto G
que esta a dos tercio de la distancia
de uno u otro de los vértices By C al
punto medio del lado opuesto. Dado
que esto es valido para cualquier par
de medianas del tridngulo ABC, se
deduce finalmente que las tres media-
nas concurren en un punto que triseca
B C a cada una de ellas.

Esta demostracién aparte de tener ciertas cualidades estéticas, se ve que
no es facil recordarla ni inventarla uno sobre la marcha, simplemente no se
recuerda o no se sabe qué hacer primero. Esta es la dificuldad principal del
método sintético o geométrico; no se sabe como empezar, no se tiene un orden
paso a paso del enfoque o planteamiento. Es por lo que este método geométrico
requiere de parte del que resuelve el problema una aptitud innata o una destreza
que solo se adquiere después de mucha practica.

Vamos ahora a recurrir a la geometria analitica para resolver el mismo
problema relativo a las medianas de un triangulo:

Coléquese el triangulo ABC' en una posicién cualquiera respecto a un sis-
tema de coordenadas cartesianas ortogonales y sean (a1, a2),(b1,b2) y (c1,¢2)
las coordenadas de sus vértices A, B y C, respectivamente.

A (al, CL2)

C (Cl, CQ)

D (dy,d2)
B (b1,02)
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Determinemos las coordenadas (g1, ¢g2) del punto G de intersecciéon de las
medianas.

Necesitamos la féormula que da las coordenadas de un punto que divide
a un segmento segin una razén determinada, que dice que las coordenadas
(p1,p2) de un punto P, que divide a un segmento de recta M N de modo que

MP/W = r/s, estan dadas por

_smy —+ rny _smy + rnog
L= b=
siendo (my,ms2) y (n1,n2) las coordenadas de M y N respectivamente.
Utilizando estas férmulas y si D(d;,d2) es el punto medio del lado BC, las
coordenadas (g1, g2) de G son

a1 +2d1 a1 +bit+a _az+2d2  az+by+co
g1 = 3 = 3 g2 = 3 = 3 .

De la misma forma se llega a que el punto situado en la mediana que parte
de los otros vértices y que esta a dos tercios de la longitud de dicho vértice
tiene estas mismas coordenadas. Se deduce que las tres medianas concurren en
G, punto que triseca a cada una de ellas.

Otra demostracion de que las tres medianas se cortan en un punto se puede
hacer utilizando ecuaciones de rectas y comprobando que el sistema formado
por las ecuaciones de las tres medianas tiene una tnica solucién:

. y
B(b,c)
(b/2,c/2) ((at+b)/2,cl2)
X
>
0(0.0) (a/2,0) A2,0)

Ecuacion de la mediana desde el vértice O:

1 & a-+b
1

IS
4 &
S8

y=20

om\
OoOvlo

Ecuacién de la mediana desde el vértice A:

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



176 Geometria analitica y/o geometria sintética

x y 1 b

a 0 1 :—(a——>y—f(x—a)20
boe g 2 2

2 2

Ecuacion de la mediana desde el vértice B:

- ree(e-g) =0

De donde nos queda el sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas:

e o R
oo
(S S —

cr  — (a+by =0
cx  + (2a—b)y =0
cx — (2b—a)/2y =ac/2

cuya matriz de orden 3 x 3 formada con los coeficientes de las incognitas mas
los términos independientes tiene rango 2, y por tanto tal sistema tiene una
Unica solucién.

Analizando las dos ultimas demostraciones, se ve que no se tropieza con
la dificultad principal que se presenta al utilizar el método geométrico. Es
decir, no se presenta el problema de qué hacer primero, qué hacer después y
asi sucesivamente. Lo primero que hemos hecho tanto en una como en otra
solucion analitica, es situar la figura en un sistema de coordenadas y asignar
coordenadas a los puntos dados. Luego como queremos demostrar que las tres
medianas tienen un punto comin, nos disponemos a determinar las coordenadas
de dicho punto.

Asi la caracteristica del método analitico es que se sabe como proceder. No

obstante, es necesario dominar una serie de férmulas, por lo que es imprescin-
dible comenzar un curso de geometria con algunas de estas formulas.

A.2. Ejemplo.- 5ien un exdgono convero ABCDEF todos los pares de lados
opuestos son paralelos, demuéstrese que los triangulos ACE y BDF
tienen la misma drea.

Existen varias soluciones geométricas de este problema. Expondremos una
de ellas:
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E D
Seccionemos el exagono de las dos formas que indican en la figura anterior.
Para cada seccionamiento, vemos que el area del exdgono es doble de la
de uno de los tridngulos considerados disminuida en el adrea de un pequeno
triangulo cuyos lados son iguales a las diferencias de los pares de lados opuestos
del exagono. De donde se deduce de forma inmediata el problema propuesto.

Solucion analitica:

Tomemos un sistema de coordenadas cartesianas oblicuas con origen en el

vértice A del exdgono, el eje de las “x” a lo largo del lado AF y el eje de las

“y” a lo largo del lado AB.

Asignemos coordenadas a los vértices del exdgono como se indica en la figura
siguiente.

Como los triangulos MCB y ENF son semejantes se observa que

k e —

a
Il = kc = ed — ad — eb + ab.

Teniendo en cuenta ahora que el area de un tridngulo cuyos vértices tengan por
coordenadas (x1,¥1), (z2,y2), (3,y3) en un sistema cartesiano de ejes oblicuos
de angulo entre ellos «, viene dada por

1 1 U1 1
—sena| T2 Y2 1 |,
2

r3 ys 1

se tiene, en nuestro caso, siendo « el angulo entre los lados AB y AF, que

00 1
9 AAE
area C ol e b 1| —edech—ad+eb—ab
Sen «
c d 1
0 b 1
2 ABFD
arca =|la 0 1 |=ad+eb—ab.
Sen «
e d 1
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De donde el resultado deseado.

D (ed)

e-a

F (a0) N

De nuevo se observa en este ejemplo que, frente a la demostracién geométrica
elegante y bonita, pero de idea feliz, tenemos la demostracion analitica que
cualquiera puede atacar. No obstante este ejemplo pone de manifiesto la con-
veniencia de elegir un sistema de coordenadas adecuado al problema que se
esté tratando. Esto es importante pues a veces ocurre que aunque se sepa
como atacar un problema, un sistema de coordenadas elegido inadecuadamente
asi como una mala ubicacion de una figura en él, puede complicar mucho los
calculos y dificultar la llegada al resultado deseado.

Resumiendo, podemos decir que una ventaja importante del método ana-
litico sobre el geométrico estriba en que, con aquél, se tiene por lo general,
un procedimiento concreto a seguir paso a paso, en tanto que con el método
geométrico tenemos que recurrir a la experiencia y a los tanteos sucesivos. §Sig-
nifica esto que el método analitico no es mas que una mera rutina que no re-
quiere del ingenio de quién lo aplica? Por supuesto que no, puesto que aunque
se sepa lo que hay que hacer en un paso determinado de una demostracion
analitica, el hacerlo es otra cosa. El proceso algebraico puede resultar demasi-
ado complejo; realmente puede suceder que nuestro dominio del algebra no sea
suficiente para atacar el problema. Este es el peligro de la geometria analitica:
a menudo sabemos qué hacer, pero carecemos de la habilidad técnica para hac-
erlo. En este caso es necesario reconsiderar el planteamiento del problema de
alguna manera ingeniosa que evite la dificultad algebraica. Y es aqui donde se
requiere destreza e ingenio cuando se emplea el método analitico.

Supongamos, por ejemplo, que queremos demostrar por métodos analiticos
el clasico problema del exdgono mistico de Pascal para una circunferencia, que
se enuncia asi:

A.3. Ejemplo.- Para todo exdgono inscrito en una circunferencia los puntos
de interseccion de los lados opuestos estdn alineados.

Abordar directamente el problema puede resultar desalentador. Con mi-
ras a simplificarlo, podemos empezar por elegir la circunferencia como la cir-
cunferencia unidad con centro el origen. Sea AyAsA3A4As5Ag el exdgono in-
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scrito. Asignemos las coordenadas (x;,y;) a los puntos A;, (i = 1,...,6), siendo
z? +y? =1

Utilizando la ecuacion de una recta que pasa por dos puntos dados, podemos
escribir las ecuaciones de los seis lados del exdgono. Resolviendo simultanea-
mente determinadas parejas de estas ecuaciones, es posible hallar la interseccion
de los tres pares de lados opuestos. Finalmente se puede demostrar que estos
tres puntos de interseccién estan alineados, comprobando, por ejemplo, que las
coordenadas de uno de ellos satisfacen a la ecuacion de la recta determinada
por los otros dos. Queda asi esbozado facilmente el procedimiento a seguir
paso a paso para demostrar el problema planteado, pero si se pretende lle-
var a cabo este procedimiento, se vera de inmediato que, pese a lo breve que
parece ser, el mecanismo algebraico resulta de lo mas complicado. No obstante
con algunos conceptos de geometria proyectiva este problema se podra atacar
analiticamente, incluso para una coénica en general, ver Proposicion 4.27.

A, N

A A,

Terminamos resenando algunas citas de matematicos famosos relativas a la
conveniencia de uno u otro método en geometria.

A partir de la introduccién de la geometria analitica por René Descartes
(1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665) por mas de un siglo fueron los
métodos algebraicos y analiticos los que dominaron la geometria, hasta la casi
esclusion de los métodos geométricos. Mas, a principios del siglo XIX, grandes
matematicos decidieron que la geometria sintética habia sido rechazada injus-
tamente e hicieron un esfuerzo por revivir y extender su enfoque.

Uno de los impulsores de los métodos geométricos, Jean Victor Poncelet
(1788-1867), reconocia, no obstante, las limitaciones de la antigua geometria
pura. Dice: “Mientras la geometria analitica ofrece por su método general ca-
racteristico y uniforme medios para llegar a las soluciones de los problemas que
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nos presenten ... mientras llega a resultados cuya generalidad no tiene fronteras,
la otra (geometria sintética) procede por casualidad; su camino depende de
la seguridad de aquellos que la emplean y sus resultados casi siempre estan
limitados a la figura particular que se considera”. Pero Poncelet no creia que
los métodos sintéticos estuvieran necesariamente tan limitados, y por tanto
crea nuevos métodos, sobre todo en geometria proyectiva, que rivalizaran con
el poder de la geometria analitica.

También rompe una lanza a favor de los métodos geométricos el analista
Lagrange, que afirmd, habiendo encontrado un problema dificil en mecanica ce-
leste: “A pesar de que el analisis puede tener ventajas sobre los viejos métodos
geométricos, los cuales cominmente, pero indebidamente, llamamos sintéticos,
hay sin embargo problemas en que el ultimo aparece mas ventajosamente, en
parte debido a su claridad intrinseca y en parte debido a la elegancia y facilidad
de sus soluciones. Hay atun algunos problemas para los cuales el andlisis alge-
braico en alguna medida no es suficiente y que, segin parece, sélo los métodos
sintéticos pueden resolver”.

Hay que hacer constar que las objeciones puestas a los métodos analiticos
en geometria estuvieron basadas en algo mas que simples preferencias o gustos
personales. Estaba, ante todo, la pregunta genuina de que si la geometria
analitica era realmente geometria, ya que el dlgebra era la esencia del método
y del resultado, y la significaciéon geométrica de ambos estaba escondida.

Concluyendo, podemos decir que de los dos métodos, el geométrico y el
analitico, este 1ltimo es el mas amplio y poderoso, pero no se debe titubear en
utilizar el que parezca mas apropiado para llevar a cabo una investigacién.
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Teorema fupdamental de la
geometria proyectiva

Una de las formas sugestivas de construir proyectividades (biyectivas) entre
rectas del plano es como producto (Proposicién 2.32. Pég. 45) de perspec-
tividades, entendiendo por perspectividad (Definicién 2.28. Pag. 43) la trans-
formacién entre rectas del plano que desde un punto O, llamado centro de la
perspectividad, asigna puntos de una recta en otra, alineados con O.

Las proyectividades entre las rectas del plano conservan la razén doble y
esta propiedad las caracteriza (pag. 40), por lo que de ella se deduce la repre-
sentacién analitica (pag. 39):

x'0 a b 20
(2)-(2)(2)  wovn

Esta idea es facilmente generalizada al espacio proyectivo para construir
homografias (proyectividad biyectiva, Proposicién 1.41. Pag. 18) entre planos,
haciendo intersecciones de haces de rectas con planos, y poder asi obtener la
homografia entre planos como producto de prespectividades en el espacio. De
donde se deduce que al poder obtener asi las homografias, éstas transforman
puntos alineados en puntos alineados (Proposicién 1.46. Pag. 20).

El objetivo de este Apéndice es establecer la equivalencia entre homografias,
consideradas como aplicaciones biyectivas (Proposicién 1.41. Péag. 18) asoci-
adas a aplicaciones lineales biyectivas entre los espacios vectoriales de los cuales
los espacios proyectivos son asociados, y el de aplicaciones biyectivas que trans-
forman puntos alineados en puntos alineados (Definicién 3.1. Pédg. 57), a las
que se les conoce como colineaciones.

Esta equivalencia, que no se verifica en general, la estableceremos, por con-
siderarla mas intuitiva, en espacios proyectivos bidimensionales y éstos sobre
el cuerpo de los niimeros reales.

B.1. Definicién.- Se llama colineacién entre dos planos proyectivos a una
aplicacion o: Py(IR) — P4(IR), biyectiva tal que a puntos alineados del
primer plano correspenden puntos alineados en el segundo plano.
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B.2. Proposicién[Teorema fundamental de la geometria proyectiva].-

Las ecuaciones de una colineacion o: P,(IR) — Py(IR), relativa a sendos
sistemas de coordenadas proyectivas, son

Az’ = alx® + adx! + afz?
A't = afa® + ajx! + ada?
\z'? = akx® + a3zl + a32?

con determinante |a}| # 0 y donde X es un factor de proporcionalidad
debido a usar coordenadas homogéneas.

Las ecuaciones del teorema, puestas en forma matricial, quedan:
AX' = AX

donde A es una matriz no singular (|A| # 0) y X, X’ reprentan matrices
columnas con las coordenadas de un punto y su imagen.

Demostracién.-  Sean {Uy,U;,Us} puntos independientes de P»(IR), sus
transformados {U) = o(Uy),U; = o(U;),U5 = o(Us)} son independientes en
Pj(IR). Dando una determinacién fija a los puntos Uy, U;, Us, constituyen
un sistema de referencias en P(IR). Vamos a asignar también a los puntos
U, U{, U4 una determinacién fija de la manera siguiente:

Consideremos el punto Uy 4+ U; de la recta UyU;, su homologo sera de la
forma U} + A\U{ (A € IR — {0}). Normalizamos el punto U; de manera que se
verifique

J(Uo + Ul) = U(/] + U{
De forma andloga normalizamos U para que sea
U(U() + U2) = U(l) + Ué

Tomemos estos puntos normalizados {U], U7, U5} como un sistema de refe-
rencias de P;(IR).

Queremos establecer la relacién entre las coordenadas (x°,z!,z%) de un
punto X € P5(IR), respecto a la referencia {Uy,U;,Us} v a las coordenadas
(2’9, 2" 2'?) de su punto imagen X' = o(X) € P}(IR), respecto a la referencia

{Us, U1, Us}.
Consideremos puntos de la recta UyU;, distintos de de U;
P=Uy+ \U; ()\1 GIR)

El punto o(P) estard sobre la recta UjUj y, por tanto, o(P) = Uj + N Uj.
Tenemos asi una aplicacion biyectiva

711 IR — IR A1 — A

tal que 71(0) =0, (1) = 1, en virtud de normalizacién.
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Entre los puntos de la recta UyUs y U[US, se tiene
a(Up + A2Usz) = U + X2U,
que define una aplicacién biyectiva:
T9: IR — IR Ay )\/2.

Demostremos que estas aplicaciones coinciden, es decir, 7y = 7.
Para ello, tomemos sendos puntos en UygU; y UyUs con las mismas coorde-
nadas no homogéneas, A

P, =Uy+ \U; y P, = Uy + \Us.

La recta que ellos determinan y las rectas determinadas por los puntos U;
y Us y por los puntos Uy + Uy y Uy + Us se cortan en el punto

P=U;—-U; = (U0+U2)—(U0+U1) ~ (U0+)\U2)—(U0+>\U1)

Su transformado P’ = o(P) pertenece a las tres rectas homdlogas UjUJ,
P[P}y (US+ U (Ul + Ul); es decir, serd el punto de interseccién de las rectas
UiUz y (Ug + Up)(Ug + Us):

P'=U; - Uj = (Uy+Uy) — (Uy + Uy).
Los puntos de la recta P{Pj son de la forma
(U + A1U7) + u(Ug + A3Us)
y para que P’ sea uno de ellos debe ser = —1 y A] = A}, es decir

7'1()\) = )\/1 = )\’2 = 7'2()\).

Resulta, asi

O'(Uo + )\Uz) = Ué + )\/U; (’L =1, 2)

Siendo A — X una aplicacién biyectiva de IR sobre IR, la misma para i = 1, 2,
que representaremos por:

7:IR — IR A — N\,
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asi

o(Uy + \U;) = Ul + T(\U! (i=1,2) (B-1)

Demostremos ahora que también:

o(Ug + 2tUy + 22Us) = Uy + 7(x1)U] + 7(2) U} (B-2)

U,
Sea un punto P = Uy + 21Uy + 22U, € Py(IR) (o sea, no situado en la recta
U,Us) y tomemos los puntos Py = UgUy N PUy y Po = UgUs N PU;. El punto
imagen P’ = o(P) sera la interseccién de las rectas P’ = P{U; N PyUj, siendo
Pl =0o(P) =0oUo+2'U1) =Uy+7(z")U y Py = o(P2) = a(Up + 2°Us) =
Uy + 7(2*)U}
Para hallar esta interseccion debemos buscar A, i y v tales que sea

P’ = P{+AUj = v(Py+pUy) o sea Uy+7(z" ) Ui +AUS = v(Uj+7(2*)Us+ U7 )
resulta ser que v = 1, = 7(2!) y A = 7(2?) y, por tanto se cumple (B-2).

Nos falta determinar la imagen de los puntos situados sobre la recta del
infinito U1Us (2° = 0). Sea Q = z'U; + 22Uy € U Uy. Tomamos el punto
A =Uy+ 2'U; + 22Uy € UpQ. Luego Q = UgAN U Uy y su imagen Q' =
o(Q) € USA' NUUS, serd de la forma Q' = A" + AU} = u(alU] + o2US). Por
(B-2), se tiene
U,

U,

U, U/

Ub+ 71U, 4+ 17(2?) Uy + NUy = patU; + pa®Us,
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de donde A\ = —1, pual = 7(2t) y pa? = 7(2?).
Por tanto

o(2tU; + 22Us) = 7(21)U] + 7(2*)U} (B-3)

De todo esto se deduce que la colineacién esta determinada conociendo la
aplicacion biyectiva 7: IR — IR.

Para determinar la aplicaciéon 7: IR — IR, consideremos el punto P = Uy +
(x + y)Us + Us, entonces su imagen

P =o(P)=Uj+71(x+y)Uj + Uj.

Por otra parte, el punto P esta determinado por los puntos Uy+xU; e yUi +Us,
luego
P = (Us + 7(2)U1) + M7 (y)Ui + Us)

Comparando ambas expresiones de P’, resulta
T(z +y) = 7(x) +7(y).
Analogamente, si Q = Uy + xyU; 4+ 2Us,
0(Q) = Q" =Uj + 7(zy)U; + 7(x)Us.
Por otra parte () pertenece a la recta determinada por Uy e yU; + Us, luego
Q' =Uj+ Xr(y)Ui +U3).
Comparando ambas expresiones de (), resulta
T(zy) = 7(z) + 7(y).

Concluimos que 7: IR — IR es un isomorfismo de cuerpos y utilizando el
siguiente lema, cuya demostracion daremos después:

B.3. Lema.- Si K = Q,IR,Z, (para p primo), todo automorfismo de K es
la identidad.

Resulta que 7 = 1.

Por consiguiente, si X = Uy +21U; +22Us € Py(IR) e Y = y°Uy +y1U; +
y2U2 - PQ(IR)

J(X) = U(CBOUO + CClUl + 332U2) = J(UO + (xo)_lxlUl + (xo)_lgszz) =

= Uy + («°) 2! U] + (2°) 712?05 = 2°Ug + 2' U7 + 22U,
esto es
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o(2°Ug + 21Uy + 22Us) = 7(2)U} + 7(21)U] + 7(2*)U} (B-4)

Ademas,
c(X+Y)=0((x"+y")Uo+ (z' + y" U1 + (2% + y*)Us) =
= (2° +y") U5 + (2! +y" U + (2® +y*)U; = 0(X) + o (V).
c(AX) = o (A\2Up + Az'Uy + A2?Us) = AU + Az' U + A\2?Uj = Ao (X).
Por tanto, o estd inducida por una aplicacién lineal biyectiva f: IR®> — IR>;

esto es 0(X) = ¢(f(Z)), con (&) = X, que de acuerdo con la referencia elegida
f es la identidad o f = Al ps. []

Demostracion del Lema B.3.

Sea 7: K — K una automorfismo, con K = Q, IR o Z,,.
SineN, 7(n) =71(n.1) =n.1 =n. Luego, si K =Z,, T =1z7,.

Como 7(—1)=—1,7(m)=m, Vm € Z. Siq € Q, q= 2, (n,m € Z).
m

M= (2) =TTy s ) = ()

m

Sea, finalmente, a € IR. Demostremos primero que 7 conserva el signo:
1) Sia>0,3b € R,a = b? luego 7(a) = 7(b?) = (7(b))?, asi también
7(a) > 0.
Si 7(a) > 0,3c € IR, 7(a) = 2, luego a = 771(c?) = (771(c))?, asi
también a > 0.
2) Por tanto también se tiene que a < 0 = 7(a) < 0.

Supongamos ahora que exista a € IR tal que 7(a) # a y que, para fijar ideas,
T(a) < a; sea ¢ € Q, tal que 7(a) < ¢ < a, entonces 7(a — q) = 7(a) — 7(q) =
7(a) — q < 0. Lo cual es absurdo, porque hemos supuesto que a — ¢ > 0. Asi,
se ha de verificar que

7(a) =a Va € IR.
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10.

11.

12.

. Sea P, (E) un espacio proyectivo de dimensién n. Demostrar que si Fi,...,Fr son

subespacios proyectivos:

dim ﬂ Fi > Zdim}} —(r—1)n.
=1 =1

Sean F,G,H tres subespacios proyectivos de un espacio proyectivo Pp(E) y F C G.
Demostrar que se verifica:
GN(F+H)=F+(GNH).
Dado un subespacio proyectivo F de un espacio proyectivo Py (E), demostrar que si
dim F = r, entonces, para cualquier hiperplano H de P, (FE), se tiene
FCH o dim(FNH)=r—1.
Se considera el plano proyectivo sobre el cuerpo Zs de los enteros médulo 2. Se pide:

a) Ntumero de puntos. b) Ndmero de rectas y nimero de puntos en cada recta.
Sea P, (K) un espacio proyectivo n—dimensional sobre un cuerpo K de g elementos.
Encontrar:

a) Numero de puntos de P, (K). b) Namero de hiperplanos de P, (K).

c) Nimero de hiperplanos que pasan por un punto fijado.
En un espacio proyectivo P, (K) de dimensién n sobre un cuerpo K de g elementos
encontrar el nimero de rectas.
Sea F un espacio vectorial de dimensiéon 2 sobre un cuerpo finito de g elementos y
consideremos la recta proyectiva P(F). Calcular los puntos que tiene esta recta y
cuales son sus coordenadas homogéneas.
Sea FE un espacio vectorial de dimensién n + 1 sobre un cuerpo K de g elementos y
P, (K) = P(FE) el espacio proyectivo asociado. Demostrar que el nimero de puntos
de P(E) es:
qn+1 -1 .
#P(E) = a1 =q¢"+q" "+ +qg+1

El nimero de referencias de P(E) es
(@ ="t —q)--- (T =" g™

El niimero de subespacios proyectivos de dimensién d de P(FE) es

(@™t = D)(¢" T —q)---(¢" ! —q%)

(q3+1 —1)(gdtLl —q) - - (¢¢F1 — ¢9)
Consideremos el plano proyectivo real. Hallar las coordenadas homogéneas de los
puntos impropios definidos por las siguientes rectas:

a)3z—y+1=0 Db)z=2 ¢)2y+3=0 d)z—2y—3=0.

En el espacio proyectivo real, hallar las coordenadas homogéneas del punto impropio
de la recta

x=3z+1, y=—z+4.

En el plano proyectivo real, los vértices de un cuadrilatero constituyen un sistema de re-
ferencia proyectivo. En este sistema, hallar las ecuaciones de los lados del cuadrilatero
y de sus diagonales.
En el plano proyectivo real hallar las ecuaciones del cambio de coordenadas tal que
los nuevos puntos basicos sean

VO(3>17_3)7 Vl(_1>0’5)7 V2(178>_1)5 V(37971)7
siendo este ultimo el punto unidad.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

En el plano proyectivo real hallar las ecuaciones de cambios de coordenadas que pasan
del sistema {Uy(1,0,0),U1(0,1,0),U=2(0,0,1); U(1,1,1)}, al sistema
{U5(1,0,0),U1(0,1,0),U5(0,0,1); U’ (—-1,2,3)}.

En el plano proyectivo real determinar las ecuaciones de cambios de coordenadas que
pasan del sistema {Up(1,0,0),U;1(0,1,0),U2(1,1,1);U(2,0,1)}, al sistema
{U§(0,0,1),U7(0,1,1),U%(1,0,1); U’ (—1,2,3)}.

En un espacio proyectivo real de dimensién tres, y respecto de cierta referencia proyec-
tiva, se consideran las rectas de ecuaciones paramétricas

px® = A4pu px® = 3X—p
prt = 2A—p pzt = p

pxr? = =X+ 2u pxr? = A

prd = A—p px3 = 3X+ap

Héllese a € IR para que estas rectas se corten y localicese, en tal caso, el plano que las
contiene.

En el espacio proyectivo real tridimensional P3(IR) se consideran los puntos
Ap(1,1,1,1), A1(2,4,0,-2), A2(—1,2,—1,—-1), A3(1,0,2,1) A(1,0,0,0).

a) Comprobar que {Ag, A1, A2, Az; A} es una referencia proyectiva de P3(IR). Con A
como punto unidad.

b) Coordenadas homogéneas, respecto de esta referencia, del punto P(a,b,c,d).

En el plano proyectivo complejo, hallar el punto de interseccion de las dos rectas:
iz® 4+ 221 — 22 =0, (2 -9z + 32! + (1 +4)z? =0,

siendo 4 la unidad imaginaria, i = —1.

Se considera en el plano proyectivo la referencia proyectiva {Ug, U1, Us2; U}, siendo U

el punto unidad. Hallar la matriz del cambio de coordenadas al adoptar como nuevo

sistema de referencia a {U, U1, Us; Up}.

Se considera en el plano proyectivo real un sistema de referencia {Up, U1, U2;U} y el

punto A(0,1,1). Se traza por A una recta ¢ variable que corta a UpUs en M y a UgU;

en N. Sea P el punto de intersecciéon de Us N y UpA. Demostrar que la recta M P

pasa por un punto fijo cuando ¢ varfa.

Sean en el plano proyectivo real los puntos Uy(1,0,0),U1(0,1,0),U2(0,0,1) y los pun-

tos A(0,a',a?), B(b°,0,b%) y C(c,c!,0) sobre los lados del tridngulo UpU; Us.

Demostrar que las rectas UpA,U1 B y U2C son concurrentes si y sélo si
12 0 _ 2;0.1
a b“c” =a“b c".
Dado los siguientes puntos en el espacio proyectivo P4(IR):
A1(13072;133)7 A2(1;23_]—>O? 1)7 A3(0>17_]—717_1)7
Bl(0>2757_]—72)7 Bz(lalv]-?la]-)’ 33(076717176)7

encontrar la intersecciéon del subespacio proyectivo generado por Ai, A2, A3 con el
subespacio proyectivo generado por Bi, B2, B3.

Demostrar que la interseccién de un subespacio proyectivo k—dimensional con otro
[-dimensional de un espacio proyectivo n—dimensional, es un subespacio de dimension
no menor que k + [ — n.

En el espacio proyectivo P4(IR) consideremos los dos siguientes hiperplanos:
e+ 22423 +21=0 z! 4 222 + 323 + 42* = 0.
Encontrar dos puntos impropios distintos que pertenezca a la interseccién de los dos

hiperplanos.

Héllense todas las proyectividades, o(z°, z!,22) = (2/9, 2%, 2’?) del plano afin am-

pliado fl(IRS) en si mismo, que no sean biyectivas y estén definidas en el conjunto
menos amplio posible, tales que:

— transformen la recta del infinito en la /0 + 2’1 = 0,

0 1

— la recta 29 — 2! — 22 = 0 se transforme en la del infinito,

— (1,0,0) = (1,1,1).
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Hallese el valor real que hay que asignar al parametro a para que:

px'0 = 20 + 22 — 23

px't = 20 + gl 22

pr‘/Q — 23:0 + .731 + {I?B

pz'3 = az! + 22 — 23
sean las ecuaciones de una proyectividad no biyectiva y hallese, en tal caso el subcon-
junto del espacio proyectivo real P3(IR) en el que estd definida.

Para dicho valor a, héillese la relacién que han de satisfacer «,3,v y 6 para que la
proyectividad esté definida en todos los puntos del plano
aa:o—l—ﬁacl +7x2 +d6x% =0.
En el plano proyectivo, enunciar las proposiciones duales de las siguientes:
i) “Dos puntos cualesquiera de una recta determinan la misma recta”.
ii) “No todos los puntos del plano proyectivo pertenecen a la misma recta”.
iii) “Toda recta tiene por lo menos tres puntos”.

iv) “Dos rectas distintas del plano proyectivo tienen siempre un punto en comuin”.
Enunciar el dual de los siguientes teoremas:

i) “Dada una cénica y un punto P de su plano no perteneciente a ella, todos los
cuadrivértices inscritos en la cénica que tienen en P un punto diagonal tienen los dos
restantes puntos diagonales sobre una misma recta”.

ii) “En todo tridngulo inscrito en una cénica, los puntos en que las tangentes en los
vértices cortan a los lados opuestos estan en linea recta”.
Enunciar el dual de la siguiente proposicion:

“Sobre una recta no tangente a una cénica, la correspondencia biyectiva entre cada
punto y su conjugado respecto de la cénica es una involucién, llamada involucién de
puntos conjugados respecto de la cénica”.

Se da en un plano proyectivo un tridngulo ABC' y una recta r que corta en los puntos
P,Q, R alos lados BC, AC' y AB, respectivamente. Las rectas AP, BQ y CR deter-
minan un nuevo tridngulo de vértices A’ = CRNQB, B' = CRNAP, C' = QBNAP.
Demostrar que las rectas AA’, BB’ y CC’ son concurrentes.

Un tridngulo ABC se corta con una recta r. Sean P, @, y R los puntos en que corta a
los lados BC, AC' y AB, respectivamente. Sea P’ el conjugado arménico de P respecto
de B y C, y andlogamente Q' y R’. Probar que AP’, BQ' y CR’' concurren en un
punto.

Dar el enunciado dual de este ejercicio.

Demostrar que si dos tetraedros del espacio proyectivo real de dimensién tres, son
tales que las rectas que unen vértices homélogos concurren en un punto O, las caras
homoélogas se cortan de dos en dos en cuatro rectas coplanarias.

Sobre la recta proyectiva compleja, y respecto de una referencia, las coordenadas de
los puntos A, B,C' y D son, respectivamente: 1,4,—1 y —¢ . Hallar la razén doble
(ABCD).

Se considera una recta proyectiva real y A, B, C, X puntos de dicha recta. Demostrar:

a) Si X es el origen de una referencia cartesiana sobre la recta y (ABCX) = —1,
2 1 1

entonces — = — + . Siendo a, b y ¢ las coordenadas de A, B y C, respectivamente.
c a

b) Si X es el punto impropio entonces si (ABCX) = —1, 2c=a + b.
Teorema de Menelao en el plano proyectivo. Se considera en el plano proyectivo real
tres puntos no alineados A1, A2 y A3 y tres puntos: Pj situado sobre el lado A2 As; Po
sobre A1 A3 y P3 sobre Ay As. Demostrar que los puntos Py, P> y P3 estan alineados
si y solo si,

(A2A3U1P1)(A3A1U2P2)(A1A2U3P3) = -1,
donde U; es el punto unidad para el sistema de referencia {A;, Ag;U;} sobre la recta
Aj;Ag. (i, ], k distintos entre si).
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.
46.
47.

48.

49.

50.

51.

52.

Se considera una aplicacién o: P1(E) — P1(E’), entre espacios proyectivos unidimen-
sionales con el mismo cuerpo de escalares, tal que la razén doble de cuatro puntos de
Pi(F) es igual a la razén doble de los cuatro puntos imagen, por o, en P;(E’).

a) Pruébese que o es una aplicacién biyectiva.

b) Obténgase las ecuaciones de o, respecto de una referencia {Up,U1;U} de P(E) y
la referencia {o(Uy),o(U1);0(U)} de P(E').
c) Indiquese si o es una proyectividad.
Dados cuatro puntos distintos A, B, C, D sobre una recta proyectiva real, demostrar
que existen proyectividades de dicha recta sobre si misma, tales que:
i) A, B,C, D se transforme en B, A, D, C.
ii) A, B,C, D se transforme en D, C, B, A.
iii) A, B,C, D se transforme en C, D, A, B.
Dadas cuatro rectas distintas a, b, c,d de un mismo haz de punto base P, encontrar
una proyectividad del haz en si mismo que transforme a,b,c,d en b, a, d, c.
Sobre la recta proyectiva real hallar la ecuacién de la proyectividad determinada por
los pares de puntos 3, —1; 0, 2 y —1, 1. Encontrar los puntos dobles.
Sobre la recta compleja hallar la proyectividad que tiene los puntos ¢, —¢ como puntos
dobles y 0, —1 por puntos homélogos.
De una proyectividad se dan dos pares de puntos homodlogos y la condiciéon de ser
parabdlica; jestd determinada?
Sobre la recta real, se llama centro de una involucién al punto homdlogo del punto
impropio. Demostrar que el producto de distancia del centro de involucién a cualquier
par de puntos homdlogos es constante (a este producto se denomina pardmetro de
la involucién). Demostrar ademds que el pardmetro de involucién es positivo en las
involuciones hiperbdlicas y negativos en las elipticas y que el centro de involucién es
el punto medio de los puntos dobles.
Hallar la ecuacion de la involucion sobre la recta compleja cuyos puntos dobles son 4
y —1.
Sea la recta sobre el cuerpo Zs de los enteros médulo 5. Hallar la ecuacién de la
involuciéon que tiene por puntos homélogos los pares de puntos 0, 3 y 1, 1. Hallar
también el segundo punto doble.
Una proyectividad de la recta proyectiva real en si misma estd determinada por los
pares de puntos homdlogos 1,0; —2,2 y 0,1. Hallar su ecuacién, los puntos dobles y
los puntos limites. Obtener esta proyectividad como producto de dos involuciones.
Hallar las proyectividades que conmutan con la involucién zz’ +1 = 0.
Dada la ecuacién 3zxz’ 4+ 2z — 2’ — 4 = 0, jrepresenta una proyectividad en el cuerpo
de los enteros médulo 5, Zi5?
Dada la proyectividad 2z2’ — 3z + 2’ — 1 = 0 en el cuerpo Zs de los enteros médulo
5, hallar los puntos correspondientes x = 0, 1, 2, 3, 4. Indicar los puntos dobles.
Hallar la ecuacién de la proyectividad determinada por los pares de puntos homodlogos
—3,-1;-2,0 y —1,1 en el cuerpo Zs de los enteros médulo 5. Encontrar los puntos
dobles.
Hallar la ecuacién de la proyectividad determinada en la recta proyectiva sobre Zr
por los pares de puntos homélogos 2,1; 4,3 y 0, 2.
Estudiar las proyectividades de una recta proyectiva en si misma que conservan un
conjunto {A, B, C'} de tres puntos distintos. Encontrar las ecuaciones de dichas proyec-
tividades respecto al referencia {A, B; C'} e indicar cuéles de ellas son involuciones.
Sea o una proyectividad de la recta r en si misma y 7 una proyectividad de r en otra
recta s. Demostrar que la proyectividad 7o o o 77! es del mismo tipo que o.
Clasificar, segtn la distribucién de sus puntos dobles, la familia de proyectividades de
la recta real:

xx' + 2+ Nz +2' —4=0.
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53.

54.

5.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

Demostrar que la condiciéon necesaria y suficiente para que el producto de dos involu-
ciones sea una involucién es que conmuten.
Sea o una involucién hiperbdlica y X y X’ sus puntos dobles Demostrar que para todo
otro par Py Q tales que o(P) = Q, se tiene:

(XX'PQ) = —1.
Se considera el plano afin euclideo, determinar la ecuacién de la proyectividad entre el
haz de rectas con punto base (1,0) y la diagonal ¢ del primer cuadrante, definida como
sigue: a cada recta r del haz le hacemos corresponder el punto R obtenido intersecando
¢ con la paralela al eje OX por el punto de intersecciéon de r con el eje OY.
Consideramos el plano afin ampliado As (IR). Obtener las ecuaciones de las perspec-
tividades siguientes:

(a) La obtenida al proyectar los punto del eje OX sobre el eje OY desde el punto
(1,1).

(b) Perspectividad entre los haces de rectas con con puntos base (0,0) y (1,1) y con
eje de perspectividad la recta ¢ = —1.

En la recta afin ampliada y respecto de una referencia cartesiana, se define una pro-
yectividad mediante las condiciones siguientes: Los dos puntos limites coinciden en el
P (2) y el punto Q (1) es doble.

(a) Haéllese la ecuacién de la proyectividad.
(b) Compruébese que es una involucién

(c) Héllesen los puntos dobles y compruébese que forman una cuaterna arménica
con cualquier par de puntos homodlogos.

En la recta proyectiva y respecto a una referencia cartesiana, se considera la involucién
tal que la imagen de A (0) es A’ (1) y su punto central (punto medio de los doble) C
es el conjugado arménico de D (2/5) respecto de A y A’. Hallese la ecuacién de la
involucién y los puntos tales que ellos y sus imagenes tienen por coordenadas niimeros
inversos.
Si A, B, C son puntos de una recta r y A’, B/, C’ otros de una recta r’, tales que
AA’, BB’, CC' sean rectas concurrentes, probar que los puntos P = AB’' N A’B,
Q=BC'NB'C y R=AC"NA'C estdn alineados con el punto O de interseccién
de r y r’. Enunciar el teorema dual.
Reducir a la forma candnica las proyectividades:

xx' +3x —22' —2 =0, xx' —x—2' —3=0
Sea ABC un tridngulo y A’, B’ y C’ tres puntos de una recta r. Se supone que AA’,
BB’ y CC’ son concurrentes y que r corta a BC, CA y AB respectivamente en los
puntos P, @Q y R. Probar que:

(a) (A’B’C'R) = (ABSR), donde S = CC’' N AB.
(b) Los pares (A, P), (B’,Q) y (C’, R) son conjugados de una involucién.
Sea r una recta proyectiva y Aj;, A; (i=1,2,3) puntos sobre r.

(a) Probar que los pares (A4;, A}) (i=1,2,3) con A; # A/ son conjugados de una
involucién si y sélo si:

(A1 AT A2 A3) = (A A1 AL A)

(b) Respecto de una referencia proyectiva sobre r supongamos que los puntos A;, Al
(i=1,2,3) tienen por coordenadas no homogéneas A1(0), A% (1), A2(2) ,A’Q(—%),
A3(—2) y AL(—3). Probar que estos puntos verifican la condicién anterior.

(c) Calcular una involucién en la que los pares de puntos anteriores sean conjugados.
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

7.

Cuatro puntos A, B, C, D y tres rectas a, b, ¢ del mismo plano son tales que los
puntos interseccién de las rectas by ¢, cy a y a y b, estdn respectivamente sobre las
rectas AD, BD y CD. Sea d una recta tal que los puntos de interseccién deay dy b
y d estan sobre las rectas BC'y AC. Probar que el punto de interseccién de la recta
c con d estd sobre la recta AB.
Sea ¢ una proyectividad sobre una recta del plano proyectivo real cuyos puntos inva-
riantes son A y B. Encontrar las involuciones 7 de la recta AB que conmutan con o.
;,Cuanto vale la razén doble:

(X, 7(X),0(X),07 (X))
siendo X un punto de la recta AB distinto de A7.
Sea ¢ una proyectividad entre espacios proyectivos reales unidimensionales hiperbélica
o parabdlica. Demostrar que para cualquier punto A, sus homdélogos por o, 02,..., 0"
tienden a uno de los puntos unidos cuando n tiende a infinito.
Si una proyectividad o entre dos rectas r y r’ del plano proyectivo real aplica el punto
D € r sobre D’ € r’, y si T es una perspectividad de r’ sobre r’/ con centro sobre la
recta DD’, donde r”/ es una recta que pasa por D, demostrar que la proyectividad
producto 7o es una perspectividad.
Sean P,Q,R,S y P, A, B,C dos cuaternas de puntos distintos sobre rectas distintas
con el punto comun P. Si las razones dobles de estas cuaternas son iguales , probar
que las rectas QA , RB y SC son concurrentes.
Hallar las ecuaciones de la homografia que transforma los puntos A(0,0, 1), B(0,1,0),
C(1,0,0), D(1,1,1) respectivamente en los puntos B,C, D, A. Hallar los elementos
dobles de la misma.
Encontrar la condiciéon necesaria y suficiente para que sea una homologia con centro
propio la transformacién afin

w’za%w—l—a%y—l—aé y/:a%w—l—a%y—i—a?}.
Clasificar las homografias siguientes, y obtener sus puntos y rectas dobles.
Az'0 = 3z! 422 Az'0 = 320 — 2!
A Azt = 20—zl —2? B) xz't = 204521
Az'?2 = 20— 322 Az'? = 20— 2! 422

En coordenadas no homogéneas, hallar al ecuacién de la homografia que tiene por
puntos dobles el origen y el impropio de los ejes OX y OY, teniendo ademas como
puntos homélogos (1,1) — (2, —3).

Hallar los elementos dobles de la homografia:

x'0 1 -2 =2 20
't = -2 1 =2 x!
2 -2 -2 -1 2

y la imagen de los puntos de 8(z!)? + 8(z2)? — (z°)? = 0.
Dada la homografia

A’ =zt 4 22 't = —20 4 222 A'? = —z0 + 22,
se pide clasificarla y hallar la ecuacién de la proyectividad entre la primera bisectriz
de los ejes z'2z? del primer plano y su recta homéloga en el segundo plano.
Encontrar la ecuacion de la afinidad determinada por los pares de puntos homodlogos
(1,0,0) = (1,-1,0), (1,1,0) > (1,0,0), (1,0,1) — (1,1,1)
Una afinidad variable tiene al origen de coordenadas como doble; hace corresponder
al punto del infinito del eje “x” el del eje “y” y reciprocamente; al punto U(1,1) le
corresponde el punto U’ variable a lo largo de la recta x + y = 0. Se pide:
1) Qué forman las homodlogas de la recta z +y + 1 = 0.
2) Ecuacién de la proyectividad subordinada en el origen.
Se dan dos puntos A, B y dos rectas a,b del plano que no se pertenezcan. A cada
punto P se le hace corresponder el punto P’ tal que AP y BP’ se cortan en a 'y AP’
y BP en b. Probar que se trata de una homografia y hallar los puntos dobles.
Encontrar la condicién necesaria y suficiente para que mediante una transformacion
afin a cualquier recta le corresponda una recta paralela a ella. jDe qué transforma-
ciones particulares se trata?

Geometria Proyectiva. Angel Montesdeoca. 2016



Ejercicios 193

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.
90.

91.
92.

93.
94.
95.
96.

97.

Probar que la homografia que transforma los puntos A, B,C, D en B, A, D,C es una
homologia. Determinar el centro y el eje.

Probar que la siguiente homografia es una homologia y determinar su centro , su eje
y la razén de homologia:

x'0 1 0 0 20
z'1 = 0O 0 1 !
x/? 0 1 0 x>

Si o es una homologia especial de centro O, y P es un punto no perteneciente al eje
demostrar que la cuaterna O, P,o(P),o~!(P) es arménica.

1

Comprobar que si el centro de una homologia es el punto (a®,a',a3) y el eje es la

recta w = uoxo + ulxl + u2x2 = 0, sus ecuaciones son:
22’0 = mz® + o w 't = mz! +atw A\r’? = mz? + a’w
donde m es una constante.

Demostrar que la ecuacién para toda circunferencia en coordenadas polares puede
escribirse en la forma

p? 4+ 2pcos(a+60) +b=0
Determinar las coordenadas (po, 0p) de su centro, y su radio r.

Demostrar que la curva
c

1+acos@ + bsenb
es la ecuacién de una cénica. ;Bajo qué condiciones esta curva es una elipse, una
hipérbola o una parabola?

o

Sean A y B los puntos en que una seccion cénica no degenerada corta a una recta que
pasa por el foco F'. Probar que la cantidad siguiente no depende de la recta tomada:
N
AF  BF
Hallar la ecuacién de una cénica que pase por el origen y tenga un foco en el punto

F(2,—1), siendo la directriz correspondiente a F: 3x —y — 1 = 0.
Pruébese que para una elipse o una hipérbola, del plano euclideo, ocurre que la tan-
gente y la normal a la cénica en uno cualquiera de sus puntos son las bisectrices del
angulo que determinan las rectas que unen al punto con los focos.
Hallar las ecuaciones de las tangentes desde el origen a la cénica y? —2xy+2y—4x—2 =
0.
Dada la cénica 222 — 2zy + y2 + 2z — 8y + 21 = 0, obtener la ecuacién de la tangente
en el punto (3,5).
Encontrar las tangentes a la cénica z? — 2zy +y — 4 = 0 desde el punto (1,1, —2).
En el plano proyectivo considérese la conica que admite por ecuacién:

2(:1?0)2 + (161)2 _ ($2)2 + 2:1711172 =0
y el punto P(1,1,1). Se pide: polar de P respecto de la cénica y tangentes desde P a
la conica.
Hallar el polo de la recta x +2y+7 = 0 en relacién a la cénica 22 —zy+y—3z—1 = 0.
Determinar los polos de los ejes de coordenadas respecto de la cénica, 722 —y? 4+ 4dxy —
3z +3=0.
Hallar la polar del punto (1, 2) respecto a la cénica dada por x2+y? —2zxy+2x—1=0.
Hallar el polo de la recta = +y — 2 = 0 respecto de la cénica x? — 2zy + 1 = 0.
Hallar el polo de la recta x4+ 5y 46 = 0 respecto de la cénica 22 +y? — 2z +4y+2 = 0.
Lugar geométrico de los polos de la recta x + y + 1 = 0 con respectos a todas las
cénicas del haz: z2 + 2 xy + )\y2 —2xxz+1=0.
En el plano proyectivo considérese la cénica que admite por ecuacién: (z°)2 —3(z!)2 +
2(z2)2 + 42%22% = 0.
Hallese el trivértice autopolar respecto de dicha cénica que tenga un vértice en el punto
(1,—1,0) y otro esté situado en la recta que admite por ecuacién: z° + 2z! + z2 = 0.
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98.

99.

100.

101.

102.
103.

104.

105.

106.

107.
108.
109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

Si dos pares de vértices opuestos de un cuadrildtero son conjugados con respecto a
una cénica el tercer par de vértices opuestos es también conjugado con respecto a la
cénica.
Probar que en un tridngulo inscrito en una cénica, las rectas que pasan por el polo de
uno de los lados, cortan a los otros dos lados en puntos conjugados. Enunciar el dual.
Por un punto P de una conica se trazan las cuerdas fijas PQ y PR y dos cuerdas
variables PA y PB que forman con las primeras una cuaterna armdnica. Probar que
las rectas AB pasan por un punto fijo (polo de QR). Enunciar el resultado dual.
Probar que una homologia arménica cuyo centro y eje sean polo y polar respecto a
una coénica, deja invariante a dicha cénica.
Encontrar las tangentes a la cénica 3u(2) + u% — u% = 0 desde el punto (2,0,1).
Por un punto M (a,0) sobre el eje de una parabola y? = 2px se trazan paralelas a las
tangentes. ;Qué lugar describe el punto en que cada una de estas rectas corta a las
rectas que pasan por el origen de coordenadas y por el punto de contacto correspon-
diente?
Demostrar que las siguientes conicas tangenciales son degeneradas, y determinar sus
rectas singulares.

(a) u? —urug =0 (b) (u1 4+ u2)? + (u1 — 3up)? = 0.
Demostrar que la cénica x? — 2zy 4+ y2 — 22 = 0 es no degenerada y encontrar su
ecuacién tangencial.
Demostrar que la conica tangencial u% — 2uiu2 — 4uiug + u% + 2ugug — 511% =0 es
no degenerada y encontrar su ecuacién puntual.
., Es la recta 2l — 22 420=0 tangente a la cdnica 2u% + duiug — 5u% + usug =0 7
Encontrar la cénica cuyas tangentes son la familia de rectas Az + A2y 4+ 312 — 1 = 0.
Se dan dos rectas p1 y p2 y un punto O no perteneciente a ellas y sobre pj se considera
una involucién con Py P’ homdlogos. La recta OP’ corta a p2 en Q. Demostrar que
las rectas PQ son tangentes a una cénica cuando P varia sobre pj.
Sean p1,p2, p3 tres rectas, y p3 interseca a una cénica no degenerada C en dos puntos
distintos A y B. Si P es un punto arbitrario de C, y P, = AP Np1, Po = BP Npa.
Demostrar que las rectas P; P> son las tangentes a una cénica cuando P varia sobre
C.
Establecer que el lugar geométrico de los puntos del plano cuya razén de distancias a
dos puntos fijos A y B es constante, es una circunferencia que tiene centro en la recta
AB y corta a ésta en dos puntos P y Q arménicamente separados de A y B.
Consideremos el haz de rectas paralelas al eje OX y el haz de rectas pasando por
el origen. A una recta del primer haz, de ordenada en el origen A, le hacemos co-
rresponder la recta del segundo que tiene por pendiente A/(1 — \). Establecer que
esta correspondencia es una proyectividad y encontrar la ecuaciéon de la cénica que
determinan la interseccién de rectas homodlogas.
Encontrar dos haces proyectivos cuyos rayos homologos se corten en los puntos de la

cénica z2 — 2zy+y—4 = 0. e 1 T 1 C

Justificar el siguiente método de —
construccién de una elipse (ver
figura). Los lados AD y DC de
un rectangulo son divididos en un
mismo numero de segmentos de
igual longitud. Unir By A alos pun- —
tos de divisién empezando por A y
D, respectivamente. Estas rectas se
cortan en el arco AP de la elipse de A Q B
semiejes QA y QP.

Dada una recta r en el plano proyectivo, demostrar que las rectas polares de los puntos
de r respecto de dos cénicas dadas se intersecan sobre una tercera cdnica.
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122.

123.
124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

Una proyectividad entre los haces Ax! +pu(z?2—2°) =0 y N (z'+22)+p/ (2% —20) =
/
0 esta establecida por las ecuaciones p< 2, ) = ( (1) 1 ) ( 2 )
Encontrar el lugar geométrico de los puntos de interseccién de recta correspondientes.
Las ecuaciones \' = 2\ — u, u’ = A+ p establecen una proyectividad entre los puntos
(0, A\, 1) y (\,0, ') de las rectas 2° = 0 y ' = 0. Encontrar la ecuacién de la cénica
tangencial cuyos elementos son las rectas que unen puntos correspondientes.
. Qué valor hay que dar al parametro A para que la cénica 22 +2y%2 — Aoy —x —2 =0
esté formada por dos rectas? Obtener ademds las rectas.
En el plano proyectivo real considérese la cénica C que admite por ecuacién:
2(z9)? + (212 + 2(2?)? — 222 + 2a2'2% =0
a) Obténgase los valores de a para los que C es totalmente imaginaria.
b) Obténgase los valores de a para los que C es una cénica degenerada.
Demostrar que las cénicas (puntuales)
(x1)? + 2zt2? + 42120 — 8(2?)% 4 22220 + 3(2°)? = 0,
(1?2 + (%)% 4+ ()% — 221 2? — 22120 + 22220 = 0
son degeneradas, y encontrar los puntos singulares.
Utilizar que en una coénica degenerada la recta que une un punto singular con otro
punto de ella estd contenida en la cénica, para factorizar las ecuaciones de las cénicas
del ejercicio 120.
Demostrar: “Una cénica que contiene a una recta es degenerada”. Enunciar el resul-
tado dual.
Reducir las cénicas degeneradas el ejercicio 120 a su forma normal o diagonal.
Hallar el valor de k para que la cénica x2 + ky? + 4xy — 62 — 12y +9 = 0 sea una recta
doble.
Dada la cénica x2 4+ y2 — 2zy — 1 = 0, demostrar que es degenerada y descomponerla
en producto de dos rectas.
Toda cénica no degenerada real tiene, en un adecuado sistema coordenado, por ecua-
cién: zlz0 — (22)2 = 0.
Encontrar la transformacion de coordenadas que reduce la ecuacién de la cénica
3(z1)? — 22122 — (29)2 = 0 a la forma del Ejercicio 126.
Probar que toda coénica no degenerada real tiene por ecuacion tangencial uoui; —
u% = 0, en un conveniente sistema de coordenadas y encontrar la transformacién de
coordenadas que efectua esta reduccién para la cénica u% + u% — ug =0.
Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que una cénica carezca de
puntos (es decir, sea imaginaria) es que
apo >0 A??2 >0 |A| >0

siendo A?? el adjunto de asz y |A| el determinante de (a;;), matriz asociada a la
ecuacion de la cénica
Clasificar las cénicas: a) 3x2 +2y? +6zy —4x —2y+1=0
b) 4z? 4 9y? + 122y — 42 — 6y = 0.
Hallar las ecuaciones reducidas de las siguientes cénicas:

922 + y2 — 6y — 4z +y = 0.

622 + 6y? + 4xy — 162 — 16y = 0.

x? —y? — 22y —4dx + 4y — 3 =0.
Dada la familia uniparamétrica de cénicas: Co = x2 + y2 — 2z cosa — dysena —
3 cos? a = 0.
Se pide: a) Clasificar dichas cénicas. b) Determinar y clasificar el lugar geométrico
de los centros de dichas cénicas.
Clasificar las siguientes cénicas:

4o? —dxy +y? + 120 — 6y +3 =0, 5x? —4xy + 4y? — 16y — 80 = 0,
8x2 +6xy —9y? —24x — 36y +9 =0, x°—2axy+y?—3x+5y=0.

En cada caso calcular, cuando exista, el centro, ejes y asintotas.
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143.
144.

145.

146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.

153.

Dos de los vértices A1, As de un tridngulo variable estan sobre dos rectas dadas p1 y
p2, cada uno de sus tres lados pasa por uno de tres puntos dados P,Q y R. ;Cudl es
el lugar geométrico del tercer vértice Az = A1Q N AR ?
Clasificar proyectivamente las cénicas del plano real (1):
3y? —zy 4z —4dyz + 22 =0, x? +y? — 2xy + 222 — 2yz + 22 =0,

22—y +axz+22=0, x? +y2 — 2xy + 62 — 6y +9 =0.
Clasificar, en el plano afin, las cénicas

222 —day —y? +5x — Ty —3=0, x? 4+ 3z — y? 4+ 3y = 0.

2 +y? —2x —4y+5=0, z2 — 22y +3=0.
En el plano afin considérense las conicas que admiten por ecuaciones:
az® + ay? + 20y + (a+ B)(z+y)+1=0, (2B €R)
Clasifiquense dichas cénicas.
Se da la familia de cénicas z2 4+ 2X\zxy — 2y? + 2 xz — 1 = 0. Hallar el lugar geométrico
de los polos de la recta z 4+ y = 0.
Determinar el lugar geométrico de los polos de la recta x + y + 1 = 0 respecto de la
familia de coénicas
Ay? —2xy + 2y + (2 —)\) = 0.
En el plano afin considérese la cénica C que admite por ecuacién:
ac2—2y2—|—2xy—|—2x—4y+1=0

Hallese un paralelogramo circunscrito a C cuyos lados tengan las direcciones de los
vectores @(1,0) y b(1,1).
En el plano afin considérese la cénica C que admite por ecuacién: z? — 12zy + 6y2 +
20 +3y—13=0
se pide: a) centro de C; b) proyectividad sobre el centro definida por C; c) asintotas
de C.

Determinar centro, ejes y asintotas si las tiene, de las cénicas:

x? + 2y? + 22y — 6 — 2y + 9 = 0,

x? —y? — 22y +8x — 6 =0,

x? 4+ 9y? + 62y + 2 — 6y = 0.
Determinar los focos de la cénica: 16x? — 24zy + 9y? — 80z — 140y + 100 = 0.
Hallar el didmetro de la cénica x? — y? + 6zy + 4 — 6y + 8 = 0 paralelo a la recta
e —2y+ 3 =0.
Hallar la ecuacién de la cénica C que pasa por: A(1,0,—1), B(1,0,1), C(1,2,1),
D(1,2,-1) y E(1,3,01).
Hallar la ecuacién de la cénica tangente a © — 3y = 0 en A(0,3,1) que pasa por los
puntos B(1,2,1), C(—1,2,1) y D(2,0,1).
Hallar la ecuacién de la cénica que es tangente a las rectas: r = x+y =0,s =y+1 =0,
u=z+y+1=0,v=cx+1=0yw=6x+5y+2=0.
Hallar la ecuacién de la cénica que es tangente a las rectas: r = x4+ y+ 2 = 0 en
A(-1,1,1),as=x+2y—2=0en B(1,0,1) yau=x+ 2y =0.
Encontrar la cénica que es tangente a las rectas r =y —x+ 1 =0en A(1,2,1) y a
s=xz—y+1=0en B(1,0,1), y pasa por el punto C(1,1,—1)
Encontrar la ecuacién de la cénica que pasa por A(1,—1,1) y que tiene dos puntos de
contacto doble con C = x2 + 3y? — 2z — 4y +8xy +1 =0en B(1,1,0) y C(1,0,1).
Encontrar la ecuacién de la coénica que tiene un punto triple de contacto con C =
202 —x2+yz+axy — 22 =0en A(1,0,1) y pasa por los puntos B(1,1,0) y C(1,0,0).
Hallar la ecuacién del didmetro polar del punto (0, 1,4) en la cénica: 4y? —5xy — 2x +
3y+1=0.
Se da un tridngulo OAB en el plano afin. Se pide:

(a) Calcular la ecuacién general de las pardbolas circunscritas a OAB.

()2 es la coordenada homogénea
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164.
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166.

167.

(b) Calcular el lugar geométrico de los puntos cuya tangente es paralela a la cuerda
OA.

En el plano afin héallese la ecuacién general de las cénicas que son tangentes a la
recta y = x y pasan por los puntos P(0,1), Q(2,0) y R(2,2). De entre todas ellas
determinese las que son parabolas.

Encontrar la ecuacién de la conica tangente a las rectas x+y = 0, x = 1 en los puntos
de interseccién con la recta x +y 4+ 1 = 0 y que pasa por el punto (2,1, 1).

Dar un ejemplo que sea la situacion dual del Ejercicio 155.

Encontrar la ecuacién de las siguientes cénicas:

(a) Que pasa por los puntos (1,1,1),(-1,3,—1),(0,1,1),(0,4,—1),(0,7,5).

(b) Que pasa por los puntos (1,1,1),(-1,3,—1),(0,1,1), (0,4, —1)y es tangente en el
punto (1,1,1) a la recta ! + 22 — 22° = 0.

(c) Tangente a las rectas (z!)? — (22)2 = 0 en la interseccién de éstas con ¥ = 0,
pasa por el punto (3,1, 2).

(d) Como en (c), pero con la dltima condicién reemplazada por la condicién de que
la cénica sea tangente a la recta z! + 2z2 — 29 = 0.

(e) Tangente a las rectasx —1=0,z4+1=0,y—1=0,y+1=0,3z+4y —5=0.
(f) Tangente a lasrectasz —1 =0, x4+1=0, y—1=0, 3x +4y —5 = 0 con el
punto (2,1) como punto de contacto.

Una parébola con el vértice (1,1) pasa por el punto (2,0), y ademds su eje es paralelo
al eje OY. Escribir la ecuacién de la parabola.

En el plano afin hallese la ecuacién general de las hipérbolas que pasan por los puntos
P(0,0) y Q(2,0) y cuyas asintotas tienen las direcciones de los vectores @ = (1,1) y

b= (1,—1). Héllese el lugar geométrico de los centros de dichas hipérbolas.
Hallar el lugar geométrico de los polos de las normales a la parabola y? = 2pz.

En el plano euclideo, y respecto de una referencia rectangular, considérese la cénica
que admite por ecuacién: 2z? — y? + 4oy — 122 4+ 12y + 3 = 0.

Se pide: Clasificar la cénica. Hallar el centro. Hallar sus ejes y vértices. Hallar sus
asintotas si las tiene.

Dada una pardbola y una circunferencia de centro fijo C(«, 3) y un radio variable p,
se pide el lugar geométrico de los puntos del plano que tienen la misma polar respecto

de las dos curvas.

2 2
En el vértice situado sobre el eje OX de la elipse — + yo_ 1 se ha trazado la tan-

gente. De cada uno de los puntos de esta tangente se ha trazado la perpendicular a su
polar correspondiente. Hallar el lugar geométrico de los pies de estas perpendiculares.

En un plano se dan: una circunferencia fija C de centro O y radio R, y una recta r que
dista a del punto fijo O. La tangente en un punto fijo T' de la circunferencia encuentra
a r en M. Hallar el lugar geométrico de los puntos donde la perpendicular a OM en
O encuentra a la recta T'M cuando T varia. Definir el lugar.

Dado el conjunto de circunferencias representadas por la ecuacién: x2 + y2 — 2a\z +
A2 — b2 =0, donde a y b son constantes y A € IR un parametro, se pide:

Ecuacién del lugar geométrico de los puntos de contacto de las tangentes a estas

circunferencias paralelas al eje OX. Estudiar el lugar resultante.

2 yQ

Se considera la elipse: + ol 1 (a # b). Se pide calcular el lugar geométrico

2
de los puntos X del plago cuya polar es perpendicular a la recta X P donde P es un
punto fijo del plano de coordenadas («, 3). Estudiar el lugar resultante.

Dada la cénica en plano euclideo: 5x2 + 4y? — 4xy — 16y — 80 = 0  Se pide: a)
Clasificarla, b) Coordenadas del centro, c¢) Ecuacién reducida, d) Coordenadas de
los focos y directrices.
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183.

Dado el tridangulo determinado por las rectas x =0, y =0y « + 2y — 2 = 0, hallar el
lugar geométrico de los puntos P tales que sus proyecciones ortogonales sobre los tres
lados determinan un tridngulo de area constante igual a k. Estudiar el lugar obtenido.
Se da la parabola y? = 2pz y un punto A(a,b). Por el vértice O de la pardbola se
traza una cuerda variable OB. Se proyecta el punto B sobre la tangente en el vértice,
obteniéndose un punto C, y se une C con A. Se pide:

a) Lugar geométrico de los puntos de encuentro de las rectas OB y AC.

b) Discutir el lugar haciendo variar la posicién del punto A del plano.
Desde un punto cualquiera de la directriz de la pardbola y? = 2pzx, se traza la per-
pendicular a su polar correspondiente. Lugar geométrico del punto de interseccién de
estas dos rectas.
En el plano euclideo y respecto de una referencia rectangular, obténgase la ecuacion
general de las cénicas que tienen como foco y vértice, correspondientes a un mismo
semieje, a dos puntos dados.
En el plano euclideo, considérese una cénica no degenerada, C. Hallese el lugar
geométrico descrito por los puntos desde los cuales las tangentes a C forman angulo
recto. Pruébese que si C es elipse o hipérbola, entonces el lugar buscado es una cir-
cunferencia con el mismo centro que C (de Monge); si C es una pardbola, el lugar es
una recta (la directriz de la pardbola).
En el plano euclideo, y respecto de una referencia rectangular, de una circunferencia
se sabe que la polar de P(2,0) es la recta x = y, y que el origen de coordenadas es
conjugado del punto del infinito del eje y = 0. Determinese dicha circunferencia.
En el plano euclideo, una parabola gira (sin deformarse) alrededor de su foco; en
cada posicién, se le traza una tangente paralela a una direccién fija. Haéllese el lugar
geométrico descrito por los puntos de tangencia.
Dada, en el plano euclideo, una pardbola, héllese el lugar geométrico descrito por los
puntos tales que las dos tangentes trazadas desde ellos a la pardbola forman un angulo
dado.
En el plano euclideo, considérense un punto P y una recta r, P & r ; hallese la
hipérbola equilatera que tiene un foco en P y tal que 7 es la correspondiente directriz.
En el plano euclideo considérese una cénica C, conocida mediante su ecuacién respecto
de una referencia rectangular. Determinense todas las cénicas que tienen los mismos
focos que C (homofocales con C).
En el plano euclideo y respecto de una referencia rectangular, considérese la cénica C
que admite por ecuacién: 222 — y? + 4oy — 122 — 12y + 3 = 0. Se pide:
1. Clasificar C. 2. Hallar su centro. 3. Hallar sus ejes y sus vértices. 4. Hallar
sus asintotas (si las tiene).
En el plano euclideo y respecto de una referencia rectangular, considérense las cénicas
que admiten por ecuaciones a:

922 + y2 — 6y — 4z +y = 0,

6x2 + 6y? + 4xy — 162 — 16y = 0,

x? —y? — 22y —4x + 4y — 3 =0.
Hallense las ecuaciones reducidas de dichas cénicas.
Dada, en el plano euclideo, una hipérbola, pruébese que el producto de las distancias
de un punto de la hipérbola a sus asintotas es constante.
Hallar las ecuaciones de los ejes de la cénica dada por la ecuacién 322 — 2y? + 12zy —
3x+y—2=0.

Hallar la ecuacién de un elipsoide engendrado por una elipse homotética de la 2 +
2y2 —1 = 0, z = 0 del plano XOY, con centro en el eje OZ y que corte a la
2y%2 + 522 =1, 2 = 0 del plano YOZ.

Hallar la ecuacién de la cuadrica generada por las rectas que se apoyan en las rectas
xr=0,y=0; x=1y=2; x4y =2,z2=0. (Indicaciéon: Eliminar a,b,p y ¢ entre
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185.

186.

187.

188.

189.
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191.

192.

193.

194.

195.
196.

197.
198.

199.

200.

201.

202.

las ecuaciones de la recta x = az +p, y = bz + q y la condiciéon para que esta corte a
las tres dadas).

Una hipérbola estd definida por el sistema de ecuaciones 22 — 922 =1, z =y ; y
una elipse de ejes a, b proporcionales a los nimeros 3 y 2 paralelos al eje OX y OY
se mueve, al mismo tiempo que se deforma, apoyandose en la hipérbola anterior y
describiendo el centro el eje OZ. Hallar la ecuacién de la superficie engendrada.

Sea la cuadrica en el espacio proyectivo de ecuacién 2 + y? — 22 +1 = 0. Demostrar
que contiene a dos familias de rectas F1, y F2 y que dos rectas de una misma familia
no se cortan y dos rectas de familias diferentes se cortan siempre.

Determinar las generatrices de la cuadrica xy — xz — z = 0.

Sean en P3(IR) dos haces de planos proyectivos. Probar que las rectas de interseccién
de planos homodlogos engengran una cuadrica reglada.

En P3(IR), una recta que se apoya en otras rectas fijas sin punto comin engendran
una cuadrica reglada.

Dados en P3(IR) una radiacién de rectas de vértice A (conjunto de todas las rectas que
pasan por A) y una radiacién de planos de vértice B (conjunto de planos que pasan
por B) y entre ellos una homografia, demostrar que los puntos en que se encuentran
elementos homodlogos forman una cuadrica.

Dadas las rectas paralelas al plano XOY: =0, y=0; z =1, y =2x, =z =
2, y==z.

Hallar la ecuacion del paraboloide hiperbédlico que determinan las rectas que cortan a
las tres rectas. Hallar el haz de planos tangentes en puntos de la recta x =y = 0.
Hallar las rectas 1) Del hiperboloide reglado z2 432 — 22 = 1 que pasan por (5, —5,7).
2) Del paraboloide hiperbélico z = x2/9 — y2 /4 que pasan por (—6, —2,3).

Si la interseccién de una cuddrica regular con un plano es una cénica degenerada,
dicho plano es tangente a la cuadrica.

Si la interseccién de una cuadrica con un plano es una sola recta, el plano es tangente
a lo largo de dicha recta a la cuadrica y ésta es degenerada

Sea P un punto de una cudadrica regular C, a cada recta tangente t en P a C le
hacemos corresponder la recta t’ en que se cortan los planos polares de los puntos de
t. Demostrar que la correspondencia t — t’ es una involucién entre las rectas tangentes
a C en P y que las rectas dobles estan contenidas en la cuadrica.

Probar que 2x—2y—3z+8 = 0 es un plano tangente a la cuddrica 4z2+y?—922—16 = 0
Hallar la ecuacién de la cuddrica que tenga autopolar el triedro de vértices O(1,0,0,0),
A(1,2,0,0), B(1,0,3,0), C(1,0,0,1) (cada vértice es polo de la cara opuesta).
Ecuacién del cono de vértice (4, —2,4) circunscrito al elipsoide =2 + 3y + 322 —9 = 0.
Planos tangentes a la cuadrica 2 + 3y? — 622 — 4 = 0 que pasan por la recta z =
2,y — 22 =0.

En el espacio afin, considérese la cuddrica que admite por ecuacién z2 + 2y? + 2zz +
z + 3 = 0, héallense los planos tangentes a C que son paralelos al plano que tiene por
ecuacion a 2x + 4y + 1 = 0.

Planos tangentes a la cuddrica y? 4422 —2x = 0 paralelos al plano 3z +5y —2z+18 = 0.
Sea la ecuacién de la cuddrica C = (2°)2 + 3(z!)? — 4(22)2 — 6(23)2 = 0 y la recta
r = 3x' = 423, 29 = 422. Hallar los planos tangentes a C que contienen a 7.

En el espacio afin, considérese la cuadrica que admite por ecuaciéon 3z + z — 4yz +
8y 4+ 3 = 0, hallese el cilindro circunscrito a dicha cuddrica cuyas generetrices tienen
la direccién del vector @(1,0,1) Determinese el plano en el que estd situada la cénica
de tangencia de la cuédrica y el cilindro.

En el espacio proyectivo, considérese la cuadrica C que admite por ecuacién

(%)% + (21?2 4+ 2(2?)? — 9(23)? 4 2221 + 42223 = 0
Se pide: Plano polar del punto Q(1,1,0,0) respecto de C. Cono tangente desde Q a
C.
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204.

205.

206.

207.

208.

209.

210.

211.

212.

213.

La correspondencia entre los puntos conjugados respecto a una cuadrica de dos rectas
r y r’ es una proyectividad.

Dada la cuédrica de ecuacién a(z°)? + (x1)2 4+ 2(22)? + b(x3)? + 22122 + 2223 = 0 se
pide:

Valores de a y b para que la cuddrica sea totalmente imaginaria.

Valores de a y b para los que la cuddrica sea degenerada, hallando sus puntos singulares.
Clasificar las siguientes cuadricas:

22 +y?2 +222 —222+4y—32=0

2 —y2—|—22 —4dxz +2yz —2x =0

y2+4z2 —2xz+2y+5=0

22 +3y2 —2x4+y—2=0

3ry —2x+y—5z2+2=0

202 4+2x —3y—2—1=0

x2+y2—|—22 —4dxz—4y+2=0

Y2 +4xz+1=022 —2y?> — 22y +3yz —6x + 7y —62+7=0

202 — 18y? — 6y + 622+ 9yz —2x +9y — 42 —4 =0

202 — 22 —xy—xz+yz+2x —y+2=0

22 +y? +22 2oy 4202 —2yz — 22 +2y —22+1=0

2m2+3y2—|—422+xy+acz—yz+12x—4y+12z+26=0

2?2+ y?2+22 - 20 —4dy+62+14=0

x? + 3y + 422 —6yz — 222 =0

2?4y + 22+ 20y — 62+ 2yz+2x —6y+22+1=0
Hallar la cuadrica lugar geométrico de los puntos de las rectas y = Az + 2 +1; 2z =
(A—1)x — 3\
i.De qué cuadrica se trata? ;Cudl es el plano tangente en un punto de coordenadas
x = a, de la recta correspondiente al pardametro A = ¢ 7 Probar que dicho plano
tangente contiene a la recta A = c.
En el espacio afin, considérense las cuadricas que, para o € IR, admiten por ecuacién

x2 —2y2—}—az2 —2xz+2yz+2x+1=0
clasifiquense, segun los valores de «, dichas cudadricas.
Por el método de formacién de cuadrados de Gauss, verificar que la cuddrica z2 +
2y2 + 422 —2x + 8y + 5 = 0, es un elipsoide y hallar el centro y los semiejes.
Dado el cilindro (z +y + z)(z — 2y + z) = 1, hallar sus generatrices y su ecuacién
reducida.
Hallense el centro, los ejes y el cono asintdtico de la cuddrica, del espacio euclideo, que
en una referencia rectangular admite por ecuacion:
:E2—|—y2+22+23:y+10:Ez+2yz+2:1:+10y—|—2z—|—1=0

Clasifiquense y obténganse las ecuaciones reducidas de las cuddricas que en una refe-
rencia rectangular del espacio euclideo admiten por ecuaciones:

(a) 7Tx? — 8y? — 822 + 8xy — 8xz — 2yz — 16z + 14y — 142 —5=0
(b) z?2 +2xy+2rz —2x+2y+22—-2=0
En el espacio afin, considérense las cuddricas que, para a € IR, admiten por ecuacién
2 Foy? + 22 + 22y + 22 — Doz +2yz+ 20+ 2y +22+a =0

Obténganse, para los distintos valores de «, las ecuaciones reducidas de dichas cua-
dricas.

En el espacio euclideo y respecto de una referencia rectangular, considérese el hiper-
boloide reglado cuyos ejes son los de referencia, que pasa por el punto (4,0,3) y

contiene a la elipse de ecuacién:

x2 y2
AN R P )
15 i

Obténgase una ecuacién de dicho hiperboloide.
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214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.
221.

222.

223.
224.

Clasificar la cuéadrica
:c2+3y2+622+2xy—2xz+6yz+62—4:0

Hallar la interseccién de dicha superficie con el plano que pasa por el punto (1,2,1) y
es perpendicular alarectax +y =1, x — z = 2.

Dado el hiperboloide de una hoja yz — xz 4+ xy — 2y = 0, determinar: Las dos genera-
trices rectilineas que pasan por el punto (2,2,1). El plano tangente en este punto. El
cono asintético; La ecuacién reducida.
Sea la cuddrica 4z2 + 4y2 — 22 4+42—4=0. Ver si es 0 no degenerada. En caso de
serlo, decir de que tipo es.
En el espacio afin, considérense las cuddricas que, para o € IR, admiten por ecuacién
2> +y%(a+1)—2az+4(a—-1y+3=0

se pide: Lugar geométrico de los centros de dichas cuadricas, para o € IR.
Lugar geométrico descrito, para « € IR, por el polo del plano z +y — 32+ 1 =0.
Las secciones producidas por una plano

en el hiperboloide de dos hojas —z2/a? — y? /b + 22 /c? =1,

en su cono asintético —x?/a? — y2/b% +22/c2 =0y

sobre el hiperboloide de una hoja z2/a?+y2/b%?—22/c? = 1 (conjugado
del anterior) son homotéticos dos a dos.
Determinar los ejes, planos principales y ciclicos de la cuddrica 7z? +6y? + 522 —4yz —
4y — 2 =0.
Planos ciclicos de la cuadrica 3z2 + 5y2 + 322 4+ 222z — 4 = 0.
Secciones ciclicas del hiperboloide de directrices ¢ = a,y = 0;z = —a,y = mz; 22 +

y?2 =a?,2=0.

b b
Planos ciclicos de la cuadrica (— — E) Yz + (E — g) xrz + (g — —) zy+1=0.
c b a c b a

Puntos umbilicales de la cuadrica 4yz + 5xz — bzy + 8 = 0.

Las cuédricas
4122 — 24zy + 34y® = 25; 2522 + 402z + 3422 = 9.
tiene una seccién ciclica comtun. Determinar la ecuaciéon y radio de la misma.
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