Ejercicio 28 Laboratorio virtual de TriangulosCabri Applet CabriJava (2361-405)

Dado un tridngulo xﬁ' y un punto X sobre la recta BC,

(a) Inscribir una parabola en los lados del tridngulo de manera que X sea el punto de tangencia con la
recta BC'.

(b) Demostrar que si Y, Z son los puntos de tangencia con los lados CA, ABy X', Y’ Z' son los simétricos
de XY, Z respecto de los puntos medios de BC, C' A, AB, entonces las rectas AX', BY' C'Z’ son paralelas
al eje de la parédbola.

(c) Las rectas isogonales de AX', BY' CZ’, es decir las rectas simétricas de estas rectas respecto de las
bisectrices interiores AI, BI y C'I, son concurrentes en el foco de la parabola.

SOLUCION:

Problema propuesto en el Laboratorio virtual de tridngulos con Cabri (TriangulosCabri), con el nimero .
http://www.personal.us.es/rbarroso/trianguloscabri/index.htm

Propuesto por Francisco Javier Garcia Capitan.

Para la construccion, por puntos, de una cénica tangente a cuatro rectas conociendo el punto de tangencia en una
de ellas, podemos utilizar el teorema de Brianchonl(dual del teorema de Pascal, relativo a un hexdgono inscrito en
una cénica).

Para el caso que nos ocupa, al tratarse de pardbolas, una de las rectas tangentes puede ser tomada la del infinito.
Ademsds, como se conoce un punto de tangencia en una de las rectas dadas, se tomard un caso limite del teorema de
Brianchon, cuando se sustituye el punto de interseccién de dos tangentes por el punto de tangencia de una de ellas.

De la parabola tangente a los lados de un triangulo ﬁ' , sabiendo que el punto de tangencia con el lado BC' es el
punto X, vamos a determinar los puntos Y y Z de tangencia con los otros lados CA y AB, respectivamente; asi como
la direccién de su eje. Por el teorema de Brianchon (en su caso limite de un tridngulo circunscrito a una cénica) las
rectas AX, BY y CY concurren en un mismo punto P (punto de Brianchon), conocido como perspector de la cénica
inscrita.

/ direccion del eje

AM 4
Vamos primeramente a trazar la otra tangente a tal pardbola desde un punto U sobre BC, distinto de B,C' y X:
Consideremos las cinco tangentes a la pardbola: ¢ (recta del infinito), AB, BC, t (la otra tangente desde U, a
determinar) y C'A. Los vértices opuestos del hexdgono BXU B; B, Cs, donde B; = tNC A (a determinar), B, = (NC A
y Cs = £ N AB. Entonces, para obtener la tangente ¢, trazamos la recta X B, (paralela por X al lado CA) y UC

(paralela por U al lado AB); el punto de corte X; de éstas y el punto B determinan una recta que corta a C'A en By;
la tangente t buscada es U B;.

(1) Teorema de Brianchon.- En todo hexdgono circunscrito a una cénica las rectas que unen vértices opuesto concurren en un mismo
punto.
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Ahora vamos a determinar los puntos de contacto de estas tangentes con la parabola. Para ello hacemos uso de
nuevo del teorema de Brianchon, aplicado al hexagono circunscrito, ya determinado, BXU B; Boo Coo:

El punto Y, punto de tangencia con el lado C A, es BY; NCA, donde Y7 es el punto de concurrencia de la paralela
a C'A por U con la paralela a AB por B;. Para obtener Z, punto de tangencia con AB, unimos B; con el punto de
interseccién Z; de la paralela por U a AB con la paralela por B a C A, entonces Z = B;Z; N CA.

El mismo procedimiento nos lleva a obtener el punto de tangencia T con la tangente ¢: es el punto de corte de t
con la paralela a AB por T3, siendo T; el punto donde se cortan la recta BB; con la paralela a CA por U.

Finalmente, la direccién del punto de tangencia de la pardbola con la recta del infinito (es decir, la direccién de su
eje) es la de la recta que une U con el punto E7, donde se corta la paralela a C A por B con la paralela a AB por B;.

(a) La parabola en cuestion queda construida, para un X fijo, como el lugar que describe T' cuando U varia en
BC.

Vamos a describir el lugar geométrico del punto P de concurrencia de las rectas AX, BX y CX, cuando X
varia en BC"

Para ello consideramos ahora el hexagono circunscrito BC'Y Bo,C, Z; se tiene que las rectas BBy, CCx ¢ YZ
son concurrentes en el punto (vértice del tridngulo tridngulo anticomplementario) simétrico de A, respecto al punto
medio del lado BC. En consecuencia, las rectas ¥ Z pasan siempre por un mismo punto, cuando X varfa, es decir,
para todas las pardbolas inscritas en ABC.

Tenemos asi definida una proyectividad Y — Z entre las rectas AC' y AB y, por consiguiente, una proyectividad
entre los haces de rectas con puntos base en B y C, BY — (CZ. Entonces, la interseccién de rayos homologos
P = BY NCZ, describen un cénica £ que pasa por By C. Como By, — B, se tiene que a la recta BB, corresponde
la recta C'B, que une los puntos base, es decir, BB, (paralela a AC) es tangente a la cénica. Similarmente resulta
que la tangente en C' a la cénica es la paralela al lado AB. Consideraciones similares, nos llevan a que las rectas XY
y X Z pasan, para cualquier parabola inscrita, por los otros vértices del tridngulo anticomplementario y que £ pasa
por Ay que la tangente en este punto es paralela a BC. En consecuencia, la cénica &, que describe P, es la cénica de
Steiner circunscrita a ABC.

elipse de
Steiner

circunferencia
P circunscrita

(b) Las rectas AX', BY' y CZ’ concurren en el conjugado isotémico P® de P, que como P = AXNBY NCZ estd
la elipse circunscrita de Steiner, estd en la recta del infinito, es decir, AX’, BY' y CZ’ son paralelas. Este resultado,

(2) Para la obtencién del lugar geométrico descrito por P, utilizando un sistema de coordenadas afines, puede verse
http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejcol859.pdf
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asi como que la direccién de estas rectas es la del eje de la parabola, las estableceremos en el estudio analitico que
haremos a continuacién. Sélo enunciar ahora que el conjugado isogonal de P*®, que estd en la circunferencia circunscrita
a ABC), es el foco de la pardbola.

Resolucién analitica:

e
La ecuacién tangencial®) de una cénica inscrita al triangulo ABC es, en coordenadas baricéntricas tangenciales,

pvw + quwu + ruv = 0,

ya que debe ser satisfecha por las coordenadas tangenciales (1 : 0 :0),(0:1:0),(0:0: 1) de sus lados BC,z =
0;CA,y =0;AB,z = 0 y, por tanto, carece de los sumandos con u?,v?, w?.

Esta conica es una parabola si es tangente a la recta del infinito, x + y + z = 0, de coordenadas tangenciales
(1:1:1); por lo que los coeficientes han de satisfacer p + g +r = 0.

Los puntos de tangencia con los lados de BC,CA y AB y con la recta del infinito son los polos de tales rectas; que
son, respectivamente:

X(0:r:q), Y(r:0:p), Z(q:p:0), (p:q:r).

Dado el punto de contacto X (0 : r : ¢) de la pardbola con el lado BC, ésta queda determinada; pues, obteniendo
p de la relacién p + ¢ + 7 = 0, se obtienen las coordenadas de los otros puntos Y y Z de contacto con los otros lados.

El punto de interseccién de las rectas AX = qy —rz =0,BY =px —rz =0,CZ = px — qy = 0 (perspector de la

cénica) es
1 1 1
P(::).
p q T

—_—
El lugar geométrico que describe el perspector de las pardbolas inscritas a ABC, se obtiene eliminando p,q y r
entre las relaciones ¢ = 1/p,y = 1/q,z = 1/r,p+ q¢ + r = 0, resultando la elipse de Steiner circunscrita a ABC"

yz + zx +zy = 0.

El punto simétrico de X (0 : r : q) respecto el punto medio M,(0:1:1) es X', tal que XM, : M, X' =1:1, por
lo qu X'(0: ¢ :r). Andlogamente, obtenemos los simétricos Y'(p: 0:7) y Z'(p: ¢ : 0) de Y y Z, respecto a los
puntos medios de los lados C'A y AB, respectivamente.

Las rectas AX' = qy+ 12z = 0,BY' = px+rz = 0,CZ" = pr + qy = 0 tienen comin el punto P*(p : q : 1),
conjugado isotémico de P, que es el punto del infinito de la parabola.

Esto establece el apartado (b) del enunciado.

Para establecer que el conjugado isogonal del punto de infinito de la parabola P® es el foco F', con el objetivo de
probar el apartado (c), utilizamos el segundo teorema de Poncelet (Puig Adam.- Curso de Geometria Métrica. Tomo
II, Leccién 29, §2, pdg. 223. 11* Edicién, Madrid, 1973.), que para el caso de la pardbola dice:

El dngulo que forma una de las tangentes desde un punto exterior M a la parabola con la recta que une M con el
foco F, es igual al que forma la otra tangente con la paralela por M al eje.

Este resultado nos dice que la paralela al eje por M y la recta MF son conjugadas isogonales respecto a las
tangentes desde M.

—_—
(c) Si se aplica este resultado a una parabola inscrita a un tridngulo ABC, cuando se toma M en cada uno de
los vértices de ABC, se tiene que la recta que un vértice (sea por ejemplo A) con el foco y la paralela al eje por A,
son conjugadas isogonales, respecto a los lados por A.

(3) La ecuacién puntual de una cénica inscrita (cuya matriz asociada es la adjunta de la matriz asociada a la ecuacién tangencial) es:

p2:132 + q2y2 +r222 - 2qryz — 2rpzx — 2pqxy = 0.

(4) Si los puntos Pi(z; :yi : 23), 1 = 1,2, vienen dados en coordenadas baricéntricas homogéneas, tales que z1 + y1 + 21 = z2 + Y2 + 22,
el punto Q que separa P y P» en la razén m/n (P1Q : QP> =m :n) es

Q(nz1 + mz2 : ny1 + myz : nz1 + mz2).
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Transcripcién de la demostracién del segundo teorema de Poncelot, dada en la obra de Puig Adam, citada antes:
Admitamos, antes que nada, que el simétrico del foco de una pardbola respecto a toda tangente esta en la directriz.

Si M es un punto exterior a una pardbola, equidista del foco y del simétrico .S de éste respecto a una tangente por M.
Como ademéds S ha de estar en la directriz, se determinara S como intersecciéon de la directriz con la circunferencia
de centro M y radio M F. La mediatriz de F'S serd una tangente desde M, cuyo punto de contacto estard en la
perpendicular a la directriz por S.

De la igualdad de dngulos SHJ\F’ = F’/]\/[\SQ se sigue que:

1

— 1 —— 1 —— —— 1 — 1 — ——
F'MSy = §SlMSQ = iSlMFqL §FMSQ = §M1MM2 + iMlMMQ = M MMs>.

El angulo que hay que girar el angulo F’/]\/[\Sg para que coincida con el angulo Mmg es

F'MM, = SoMM, = My MF.

NOTAS ADICIONALES (algunas parabolas inscritas):

e Para mads informacion sobre pardbolas inscritas a un tridngulo puede verse el §11.2 de Paul Yiu.- Introduction
to the Geometry of the Triangle (http://www.math.fau.edu/yiu/GeometryNotes020402.ps).

e Para un ejemplo de parabolas inscritas como envolventes de rectas, ver las notas al Problema 358 del Laboratorio
Virtual de Tridngulos con Cabri II (http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2135.pdf). Donde ademds se dan
varios enlaces a paginas donde se estudian parabolas inscritas a un triangulo.

e La envolvente de las rectas tales que la razon de la longitud de los segmentos que determinan sobre los lados de
ABC es constante, es una pardbola inscrita (http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2231.pdf).

e Las polares trilineales de los puntos de la recta de Euler envuelven una pardbola inscrita de ecuacién tangencial
(§11.4.4 de Paul Yiu.- Introduction to the Geometry of the Triangle):

SA(SB — Sc)vw + SB(SC — SA)U}U + Sc(SA — SB)UU =0.

Ya que como la recta de Euler contiene al baricentro (1 : 1 : 1) y al ortocentro (SpS¢ : ScSa : SaSg), un punto
genérico de ella es de la forma (t + SpSc : t+ ScSa : t+ SaSg), y para hallar la envolvente de las polares trilineales
de éstos, debemos eliminar A y t entre las ecuaciones
= _ , Av = _ , Aw = _ .

t+ SgSc t+ScSa t+SaSp
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Su foco, isogonal conjugado de su punto del infinito, es (X112 en ETC):

a2 b2 2
(SA(SB —Sc)  Sp(Sc—8Sa)  Sc(Sa-— SB)) '
(AppletCabriJava)

tripolar
de M

recta de
FEuler

El foco es el punto X297, antipodal en la circunferencia circunscrita del conjugado isogonal del punto del infinito
de la recta que para por el ortocentro y el simediano; la direccién del eje es perpendicular a dicha recta; el punto de
contacto con el lado BC' es el simétrico, respecto a su punto medio, del punto en que la paralela al eje por A corta a
BC; los otros puntos de contacto con los lados se determina de forma similar.

Las coordenadas de X997 son:

<2a6 —a' (B + 2) i2(1)2 rAyBE e ) '

—
e Si sobre los lados BC,CA 'y AB de ABC se construyen tridngulo isosceles con dngulo en la base 0, los vértices
X* Y* yv Z* opuestos a sus bases determinan un tridngulo X*Y*Z* perspectivo con ABC, denominado tridngulo de
Kiepert. Se tiene (http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/geoba.pdf#geoba-triangulo-Kiepert|) que:

X(—a®: 8¢+ Sp: S+ S), Y(Sc + Sp: —b%: 5S4+ Sp), Z(Sp+Sg:Sa+ Sp:—c?).
Los puntos BCNY*Z*, ABNZ*X* y CAN Z*X* son, respectivamente:
(0: =S+ 2b2Sy — S7 : S* —2¢*Sy + S7)
(52 —2a%Sy + Sg :0: =524+ 2625y — 53) ,
(—5’2 +2a%Sy — 53 052 — 2028, + Sg : O) .

_— —_—
Estos puntos estan en el eje de perspectividad de ABC' y X*Y*Z* de coordenadas tangenciales:

1 1 1
(u.v.w)—<S2+2a2_Sg~52+2b2_sg'52+2c2_392>.

La envolvente de esos ejes es una parabola inscrita, cuya ecuacién tangencial se obtiene eliminando Sy entre esta
relaciones:

(b? — )ow + (2 — a®)wu + (a* — b*)uv = 0.

Se trata de la pardbola de Kiepert de perspector el punto de Steiner, de directriz la recta de Euler y su foco (el
otro punto de corte de la circunferencia circunscrita con la tangente en el punto de Steiner a la elipse circunscrita de

Steiner, X110 en ETC) es:
a? b? c?
<b2—02 22 a2—b2>'
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(AppletCabriJava)

Parabola de Kiepert

-

recta de Euler

e La pardbola inscrita de foco el punto de Steiner tiene de ecuacién tangencial:
a*(b? — 2)vw + b*(¢* — a®)wu + 2(a® — b*)uv = 0.

Su perspector es el punto Xg7o de ETC (punto donde la tangente en el punto de Steiner a la circunferencia
circunscrita vuelve a cortar a la elipse circunscrita de Steiner):

(a2(b21— 2) b2(c21— a?) cz(azl— b2)>‘

e La parabola inscrita de foco el isogonal conjugado del punto del infinito de la recta que pasa por el incentro y el
simediano, tiene por ecuacién tangencial

(b —c)vw + (¢ — a)wu + (a — b)uv = 0.

Se trata de la pardbola inscrita de Yff y su foco es (X101 en ETC, conjugado isogonal del punto del infinito de la
recta que pasa por el incentro y el simediano):

directriz

http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejrb2361.pdf

La Laguna, Martes 12 de Mayo del 2009 Pag. 6/6l Angel Montesdeoca


http://webpages.ull.es/users/amontes/cabri/gtr2361b.htm
http://webpages.ull.es/users/amontes/

