Ejercicio 160 [Tridngulos Applet CabriJava (2427-405)

e
Si un punto P varia en la circunferencia circunscrita a un tridangulo ABC, su polar trilineal y la polar
respecto a la elipse circunscrita de Steiner, se cortan en los puntos de una ctbica circunscrita a ABC, con
su punto doble en el simediano.

SOLUCION:

elipse de Steiner

~ tripolar de P

polar de P

{ —_—
Si P(a?/t:b?/(1—t) : —c?) es un punto sobre la circunferencia circunscrita a ABC), la tripolar y su polar, respecto
a la elipse circunscrita de Steiner yz + zx + xy = 0, son respectivamente:

tﬁ_‘_w_i—o _02+ b? T+ M + b? _;'_ﬁ y =
a? b2 a2 1—t¢ t y 1—¢ ¢ -

Su punto de interseccion es:

P (a*(®® = At —1))(t — 1) : b*t(a® + Pt) : —c't(t — 1)(a®(t — 1) + b*t)) .
Al variar ¢ el punto P’ describe la ctibica:
z(cty + b22) +y(a*z + c*2) + 2(b*z + aty) — 2(a*b? + b2 + Fa®)zyz = 0.

Esta ctbica tiene un punto doble en el simediano (por lo que es unicursal), y sus asintotas (paralelas a los lados

de ABC') son:
(b* 4+ 4+ 2(a®V? + b2 + 2a®))x —a*(y +2) = 0,

(c* +a* +2(a®V? + b2 + 2a?))y — b (2 +2) =0,
(a® +b* +2(a®V? + b?c + a?))z — c*(z +y) = 0.

Se trata de una isoctibica unicurcal, de polo (a*,b%, c¢t), raiz el baricentro y pardmetro k = —2(a?b? + b%c? + c?a?),
denotada por cK(#X6,X2)=nK(X32,X2,X6) en el [catdlogo de Bernard Gibert.

_
Las asintotas se cortan dos a dos en puntos que forman un tridngulo homotético con ABC, con centro de homotecia
el polo de la isoctbica, X35 en la Enciclopedia de Kimberling, y razén
2(a?b? + b2c? + c%a?)
(a2 +b% 4 ¢?)?

Puntos particulares particulares en cibicas:

e Si P = Xjgp es el cuarto punto de interseccion de la circunferencia circunscrita y la cénica circunscrita de
perspector el incentro, entonces la tangente en P a tal conica y la tripolar de P se cortan en el punto Xjgo3:

(a(2a—b—c) b2b—c—a) c(2c—a—b))'

b—c ’ c—a ' a—b
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e Si P = Xgg es el cuarto punto de interseccién de la circunferencia circunscrita y la elipse de Steiner, entonces la
tangente en P a la elipse y la tripolar de P se cortan en el punto:

b+ 2 —2a® A 4a?—20 a® + b - 272
b2 — ¢2 T2 —a2 T g2 —p?

e Si P = X9 es el cuarto punto de interseccién de la circunferencia circunscrita y la cénica circunscrita de
MacBeath, entonces la tangente en P a dicha cénica y la tripolar de P se cortan en el punto Xogo0:

a2(2a* — a? (b2 4+ 2) — (12 — 2)2 B2(20% — 02(2 +a?) — (2 —a®)?  A(2¢" — 2(a2 + b2) — (a2 — b?)?
b2 — 2 : 2 _ g2 : a2 — b2 :

e Si P = X304 es el cuarto punto de interseccién de la circunferencia circunscrita y la cénica circunscrita de
perspector el X112, entonces la tangente en P a tal cénica y la tripolar de P se cortan en el punto Xr74:

a? b? c?
<a2SA —2555c  b2Sp — 25¢84  2Sc — ZSASB> '

GENERALIZACION:
Si tomamos una cénica circunscrita de perspector Q(p : ¢ : r), se obtiene la isoctibica unicursal cK(#X6,Q):

pr(cty + b*2) + qy(a*z + c*2) + rz(b*x + a'y) — 2(b*Pp + *a’q + a*b*r)zyz = 0.

Maés en general, si tomamos dos coénicas circunscritas de perpsectores P y @, la tripolar de un punto U sobre
la cénica circunscrita de perspector P, pasa por P, e interseca a la polar de U, respecto a la cénica circunscrita de
perspector ), en U’, sobre la ciibica unicursal de punto singular P y raiz @, cK(#P,Q)=nK(P"2,Q,P).
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