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TEMA 1

Representacion paramétrica de curvas

Este curso esta dedicado al estudio de la geometria diferencial de curvas y su-
perficies en el espacio tridimensional ordinario, a la cual le podemos dar ademas los
calificativos de métrica y analitica. Decir que la geometria es analitica es porque
se emplean sistemas de coordenadas y asi se puede utilizar métodos de algebra y
andlisis. Ademads, que la geometria sea métrica se caracteriza diciendo que es el
estudio de las propiedades de las figuras que son invariantes cuando se someten a
movimientos rigidos, es decir rotaciones y traslaciones. Asi, la medida de ciertas can-
tidades como, por ejemplo, la distancia entre dos puntos, el angulo entre dos rectas
o el area de un tridangulo son invariantes por movimientos rigidos, lo que justifica el
nombre de geometria métrica.

La geometria diferencial (o infinitesimal) de una figura se refiere a las propiedades
de la misma que dependen sélo de un entorno de uno de sus elementos. La definicion
bien conocida de tangente en un punto a una curva, establecida como el limite de las
secantes que pasan por dicho punto y por otro préximo a él sobre la curva, cuando el
segundo punto se aproxima al primero a lo largo de la curva, es tal vez la definicion
geométrica mas simple que tiene un caracter diferencial natural; obviamente depende
s6lo de un entorno de su punto de contacto. Por contra, el problema de determinar
los puntos de interseccién de una recta con una cénica requiere el conocimiento
global de ambas figuras, por lo que no es un problema esencialmente de caracter
diferencial.

1.1 Representacién paramétrica de curvas . . . . . . . . ... ... ...
1.2 Representaciones paramétricas equivalentes . . . . . . . . ... ...
1.3 Curvas paramétricas regulares . . . . . . . . . ... ...
1.4 Longitud de arco de una curva. Parametrizacién natural . . . . . . .

N = N




2 TEMA I. Representacion paramétrica de curvas

1.1 Representacién paramétrica de curvas

Nuestro objetivo es caracterizar ciertos subconjuntos de IR* (llamados curvas)
que son en cierto sentido, unidimensionales y en los cuales los métodos del calculo
diferencial pueden ser aplicados. Un camino natural para definir tales conjuntos es
a través de funciones diferenciables.

El concepto de curva entendido como la ima-
gen de un intervalo de IR mediante una aplicacién
continua, permite considerar curvas que llenen
toda una regién del plano, tal como ocurre con la
curva de Peano (1890) del dibujo, definida admi-
tiendo que una curva puede obtenerse como limite
de poligonales inscritas, por lo que bastara dar la
ley de formacion en estas poligonales inscritas en
la curva que vamos a considerar. Puede verse otro
ejemplo de curva definida analitica que llena un
cuadrado unidad en [I, pag. 378].

A fin de dar una definicién de curva parametrizada, tal cual la vamos a entender
a lo largo de este curso, demos unas definiciones previas.

Definicién 1.1 Si @ : [a,b] — IR, t +— d(t) es
una aplicacion continua e inyectiva, al conjunto

y
de puntos d([a,b]) se denomina arco simple. £(t) J

Ejemplo 1.2 La grafica en el plano XOY de una
aplicacion continua f, definida en un intervalo

cerrado es un arco simple: X
@ :la,b) = R®  ta(t) = (t f(t),0). a t b
Nz

Ejemplo 1.3 El conjunto de puntos de IR® que

satisfacen simultdneamente a las dos ecuaciones )

y = f(x), z = g(x), donde f y g son funciones

continuas definidas en un intervalo cerrado [a, b], y
es un arco simple. b =

@ o, b > Rt at) =t f(t),9(). , a R

Ejemplo 1.4 La circunferencia no es un arco simple, pues toda aplicacion continua
debe aplicar al menos dos puntos distintos del intervalo en un mismo punto, y, por
tanto, no es inyectiva.

Definicién 1.5 Una aplicacion @& : I — IR , I intervalo de IR, se dice que es
localmente inyectiva, si Vto € I, 36 > 0 tal que [tg — d,t0 + 6] C I y d|jry—s,t0+5] €S
myectiva.

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



1.1 Representacion paramétrica de curvas 3

Nota 1.6 Sise da el caso en el que £y coincide con uno de los extremos del intervalo,
por ejemplo el inferior, sea éste a, se requiere que exista un § > 0 tal que djq q4¢]
sea inyectiva.

Definicion 1.7 Se llama curva a la imagen de un intervalo mediante una aplicacion
continua localmente inyectiva @ : I — IR> .

Definicién 1.8 La aplicacion @ : I — IR® , t — a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) que define
la curva se denomina representacidén paramétrica de la curva.

Ejemplo 1.9 La circunferencia es una curva:
@ :[0,2n] — IR® t s d(t) = (acost,asent,0).

Ejemplo 1.10 La figura de forma de “ocho” definida por las ecuaciones:

x = 2cos(t — g) y
y:sen2(t—g) (0=t <2m) X
z=0

es también una curva.

Ejemplo 1.11 La ecuacién @(t) = t@ + b, con @ y b constantes y —oco < ¢ < o0,
representa una recta, que pasa por el punto b y tiene la direccién del vector a, que
es obviamente una curva.

Ejemplo 1.12 La curva de representaciéon paramétrica
@:IR— IR tw— d(t) = (acost,asen t,bt)

es una hélice circular de paso b en el cilindro 22 + 3? = a?.

El parametro ¢ mide el angulo que el eje OX forma con la

linea que une el origen O con el punto de proyeccion del

extremo del vector @(t) sobre el plano XOY.

Ejemplo 1.13 La aplicaciéon @ : R — IR
dada por

at) = (t*,1%,0)

es una representacién paramétrica de la curva
cuya grafica se adjunta. X
Nétese que @’ (0) = (0,0,0).

Ejemplo 1.14 La aplicacién @ : IR — IR® definida por:

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



4 TEMA I. Representacion paramétrica de curvas

202 t(t* —1
teadlt) = (0 (1+t2)’0)
| X es una representacion paramétrica de una curva,
M 2 puntos del plano que verifican,
| (@ + ) —2) +2 =0,
aunque no inyectiva (a(1) = a(—1) = (1,0,0)).

Ejemplo 1.15 La aplicacién @ : IR — IR* , dada por d(t) = (t,]t|,0) es también
una representacién paramétrica de una curva.

Nota 1.16 De acuerdo con nuestra definicién de curva no puede ser considerada
como tal, la “curva” de Peano considerada antes, pues légicamente la aplicacion que
la define no es localmente inyectiva.

Nota 1.17 Tampoco puede ser considerada como curva, segun nuestra definicion,
la que tiene una grafica como la letra Y, pues existird un valor del parametro tg
interior en el intervalo de definicién que corresponde a uno de los extremos de la Y
y por tanto, deja de ser inyectiva en cualquier entorno de tg.

Con el fin de considerar figuras como las de la Nota 1.17, debemos sustituir el
requerimiento de inyectividad local por otro, que puede ser sélo exigir inyectividad
local a trozos, esto es:

Definicién 1.18 Una aplicacién @ : I — IR® es localmente inyectiva a trozos si es
posible dividir el intervalo I en un numero finito de subintervalos en los que & sea
localmente inyectiva.

1.2 Representaciones paramétricas equivalentes

El estudio de las propiedades de una curva que haremos valiéndonos de sus
ecuaciones, depende de la representacién paramétrica de la curva mas bien que de
la curva misma. Esta, al admitir una infinidad de representaciones paramétricas
suscita el problema de examinar en qué casos distintas representaciones dan una
misma curva y segun los convenios que adoptemos asi tendremos fijado el concepto
de curva. Hemos de explicar cuando dos ecuaciones

a(t) = (z(t), (y@), 2(t)) vy a (") =@ @),y" (), 2" (")),

representan la misma curva, para poder decir en este caso que tenemos dos re-
presentaciones paramétricas distintas de una misma curva o que las curvas coinci-
den. Entonces diremos que dichas representraciones paramétricas son equivalentes.

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



1.2 Representaciones paramétricas equivalentes 5

So6lo después de estudiar el significado de esta equivalencia como relacion reflexiva,
simétrica y transitiva, podemos definir una curva como una de estas clases de equi-
valencia. Comencemos con un ejemplo:

Ejemplo 1.19 Las representaciones paramétricas siguientes: @ : [0,27] — IR® ,
ﬁ :[0,7] = IR* y 7 :]0,4r] — IR*, definidas por

a(t) = (cos t,sen t,0) 3(t) = (cos 2t,sen 2t,0) 7(t) = (cos t,sen t,0)
describen todas la misma figura, la circunferencia en el pano XOY, 22 + y? = 1.
Tratamos de relacionar representaciones paramétricas de una misma grafica.

Definicién 1.20 Dos representaciones paramétricas @ : I — IR Y ﬁ : J — IR®
se dice que son equivalentes si existe una funcion continua mondtona creciente que

—

aplica J sobre I, h: J — 1 wwt=h(u), tal que d(h(u)) = (u), Yu € J.

IRBT&

e

Nota 1.21 Dos representaciones paramétricas equivalentes no sélo tienen el mismo
conjunto como imagen sino que también establecen la misma sucesién de puntos en
este conjunto.

Definicion 1.22 S7 existe una aplicacion continua mondtona decreciente que aplica
J sobre I, h:J — 1 wu—t=h(u), tal que d(h(u)) = B(u), Yu € J, entonces las
dos representaciones se dice que son opuestas.

Nota 1.23 En este caso las dos representaciones paramétricas determinan el mismo
conjunto de puntos, pero el orden de los puntos inducido por una de las representa-
ciones es opuesto al inducido por la segunda.

El mismo conjunto de puntos puede ser descrito por dos representaciones paramé-
tricas no equivalentes y no opuestas. Por ejemplo la figura de “ocho” (Ejemplo 1.10)
admite otra representacién paramétrica:

- { (2 cos(u — (7/2)), sen2(u — (7/2))) 0O<u<t

OO =\ (“2cos((3n/2) — w), sen2((37/2) — u)) T <u<2m

Desde el punto de vista geométrico no hay razén para distinguir entre represen-
taciones paramétricas equivalentes, es por lo que damos la siguiente

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



6 TEMA I. Representacion paramétrica de curvas

Definicion 1.24 Una clase de representaciones paramétricas equivalentes se lla-
mard curva paramétrica.

Usaremos simplemente en lo sucesivo el término curva para indicar una curva
paramétrica.

Estudiaremos los hechos o resultados que son comunes para todas las represen-
taciones paramétricas de una misma clase, o sea, si ella se conserva por un cambio
monotono creciente de parametrizacion.

1.3 Curvas paramétricas regulares

Definicién 1.25 Una curva paramétrica se dice que es regular de clase C* si, entre
sus representaciones paramétricas, existe una @ : I — IR® tal que & es una
aplicacion de clase C* ya'(t) # 0, Vt € 1.

Nota 1.26 Una curva regular de clase C* es, de hecho, también regular de todas
las clases inferiores C? (p < k).

Definicién 1.27 Una curva se llama regular a trozos de clase CF, si existe entre
sus representaciones paramétricas una @ : I — IR® tal que el intervalo I = (a,b)
puede ser dividido por puntos a = tg < t; < --- < t,_1 < t, = b, de tal forma
que @ restringuido a cada uno de los intervalos parciales |t;,t; 1] es de clase CF y
satisfaciéndose la condicion &'(t) # 0, Vt €]ts, tip1] (0 <i < p).

Definicién 1.28 Puntos de pardmetro t en los que la derivada &'(t) no existe o

a'(t) = 0 se llaman puntos singulares de la representacién paramétrica @ : I — IR® .

Definicion 1.29 Se l[lama punto singular esencial de una curva, aquél que lo es para
cualquiera de las representaciones paramétricas que definen la curva.

Ejemplo 1.30 Son curvas regulares de clase C'*° las consideradas en los ejemplos:
1.9, 1.10, 1.11, 1.12 y 1.14. No lo es la del Ejemplo 1.13, aunque si de clase C*°. La
del Ejemplo 1.15 no admite derivada en ¢ = 0.

Ejemplo 1.31 Las dos representaciones paramétricas de la recta:
@:R— IR t—adlt)=td 3:R— R u— B(u) = uda

(d@ vector constante no nulo), son equivalentes, pero el origen es punto singular para
la segunda representacién, no para la primera. Este es un ejemplo de singularidad
no esencial.

En el Ejemplo 1.13, la representacién paramétrica dada es de clase C°°° pero
a’(0) = 0. En este ejemplo cualquier otra representacion paramétrica equivalente a
la dada tiene este punto como punto singular, por lo que se trata de una singularidad

esencial. (Ver la Proposicién 1.41).

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



1.4 Longitud de arco de una curva 7

1.4 Longitud de arco de una curva

Tratamos de definir la longitud de una curva de representacion paramétrica de-
finida en un intervalo cerrrado, @ : [a,b] — IR® .

Se divide el segmento [a,b] en un numero finito de intervalos no solapantes,
usando los puntos de division a <ty <t; <ty <---<t,_1 <t, =by seforma la
suma de las longitudes de los segmentos que unen pares de puntos correspondientes
a dos valores consecutivos t; y t;11 del pardmetro de esta subdivision:

> llatts) = altie)ll-
k=1

Definicion 1.32 FEl infimo de las cotas superiores de estas sumas para todas las
subdivisiones se llama longitud de arco, (o brevemente, longitud) de la representacion
parameétrica.

Definicion 1.33 Una representacion paramétrica se dice que es rectificable si su
longitud es finita.

Nota 1.34 Existe un criterio de caracterizacién de rectificabilidad de curvas planas
definidas por una funcién continua f, d(t) = (¢, f(¢t)) [!, Pag. 171]:

Criterio de Jordan: “Son rectificables las curvas planas definidas por funciones
continuas de variacién acotada, y sélo ellas”.

Ejemplo 1.35 La curva definida por y = 2?2

curva y = x sen(w/x).

En las figuras que aparecen a continuacion, la primera estda enmarcada entre las
pardbolas y = +2? y la segunda por las rectas y = +2. Tomando estas curvas como
topes podemos acotar superiormente la primera e inferiormente la segunda, para
demostrar su longitud finita e infinita, respectivamente.

sen(m/x) es rectificable, y no lo es la

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



8 TEMA I. Representacion paramétrica de curvas

Proposicién 1.36 (Definicién) [14, Ejercicios 3.23, 3.24] Una representacion pa-
ramétrica reqular a trozos & : [a,b] — IR?® es rectificable y su longitud es

l—/H Ol d.

Oblenl—f Vva’ t)dt, ol—f Va2 4+ y? + 22dt.

Corolario 1.37 La longitud de representaciones paramétricas regqulares a trozos
equivalentes son iguales.

Demostracion.- Representaciones paramétricas surgen de una representacion pa-
ramétrica dada @ : (a,b) — IR®> ¢ +— @&(t), por una sustitucién ¢t = h(u), donde
h : (¢,d) — (a,b), es una funcién continua y monétona creciente de un nuevo
parametro u. Asi la representacién paramétrica equivalente es de la forma

Biled) =B ues Fu) = alh(u).

Si ambas representaciones son regulares de clase C', entonces la funcién h es
diferenciable a trozos ([3, Pag. 70,71]) y tenemos salvo acaso en puntos singulares
de una u otra representacion

dj  da dt
du  dt du’
Consecuentemente,
d b — b —
i oy O S 4
du . |l dt| du o |l dt] du dt L | dt
ya que dt/du > 0. O

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



1.4 Longitud de arco de una curva 9

Nota 1.38 Como consecuencia de este corolario podemos hablar de longitud de
arco de una curva paramétrica sin referirnos a una representaciéon particular.

Corolario 1.39 La longitud de una representacion paramétrica no depende de la
eleccion de coordenadas cartesianas.

Demostracion.- La invariancia respecto a rotaciones del sistema de coordenadas
alrededor del origen se sigue de la expresién vectorial de la longitud de arco

b
= / l&’ (),

ya que el valor absoluto de todo vector es invariante respecto a rotaciones.
Si cambiamos de origen, la representacién paramétrica @ : I — IR® ¢ — a(t),
serd cambiada por 3 : I — IR® t B(t) = d(t) + d, donde @ es un vector

—

constante; luego 5/(t) = a’(t). O

Parametrizacion natural

Dada una representacién paramétrica regular a trozos @ : I — IR® de clase C*,
o superior, podemos introducir un nuevo parametro s por la féormula

= [ wlan

to

Ya que s : I C IR — J C IR es una funcién creciente (||@’(u)|| > 0, excepto para
un numero finito de puntos) la funcién inversa es también mondtona creciente y de
clase C! a trozos ([17, Pag. 294]).

Usando esta funcién tenemos una representacion paramétrica equivalente

B:J— R s — ((s) = a(t(s)).

Definicion 1.40 El parametro s se llama pardmetro natural o pardmetro arco.

Si tomaramos otro punto inicial ¢; obtenemos otro pardmetro natural s*, que
esta relacionado con el anterior por la féormula  s* = s+ ¢, siendo ¢ una constante
igual a la longitud de la porcion de la curva entre los dos origenes

to
- / @’ (6)]ldt.
t1

Notacion.- En lo sucesivo utilizaremos la siguiente notaciéon para las derivadas
respecto al pardametro natural s y a uno arbitrario ¢:
da

ds

g d&) —/
= q, =

o
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10 TEMA I. Representacion paramétrica de curvas

Proposicién 1.41 Si P es un punto reqular de una representacion paramétrica
reqular a trozos de clase C* de una curva paramétrica C, entonces P también es un
punto reqular de la representacion natural de C. FEsta representacion es también de

clase C*.

Demostracién.- Partimos de una parametrizacion & = d(t) de la curva C tal que
OP = a(top); no se pierde generalidad si ponemos ty = 0. Introduciendo el pardmetro

natural
/H u)l|du.

Por continuidad de &’ en u = 0 y, ya que el punto es regular, @’(0) # 0, se tiene

ds S, dt 1
22 0 — —_—.
0t |, =~ 17O y ds|o @ 0)]

Entonces existe la derivada, y es distinta de cero en s = 0, de la parametrizacion
natural 8(s) = @(h~1(s)), siguiente

dﬁ dal dt
ds — dt ds’
Ademis, ||@’(0)|| # 0 y la continuidad de las derivadas @”,...,a*) en t = 0,

implica que existan y sean continuas las derivadas

d*t d*t
ds?2’ 7 7 dsk’
. . . . . _-) (;) /
lo que implica la continuidad de las derivadas 3, ... , 8 con respecto al parametro

natural en el punto s = 0.

Ya que esto es cierto para todo punto regular de una representacién, la repre-
sentacién natural serd de clase C* a trozos, con puntos singulares posiblemente en
puntos singulares de la representacién original @ : I — IR> . O

Esta proposicién demuestra que “la representacion natural tiene un punto singu-
lar P si y solo si este punto es singular para toda representacion equivalente”. Asi
los puntos singulares de la representaciéon natural coinciden con los esenciales de la
curva paramétrica. (Ver Ejemplo 1.13).

Proposicion 1.42 La derivada del vector posicion de un punto de la curva relativo
al parametro natural, si existe, es un vector unitario. En puntos singulares esenciales
de una curva paramétrica estas derivadas no existen.

Demostracién.- Sea @ : I — IR® una parametrizacién arbitraria y F . J — IR?
la parametrizacion natural.

_ el = %= ja S a4 @@
“Lﬂwwjdtuwwﬂwmnum3MUHL
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1.4 Longitud de arco de una curva 11

Consecuentemente, para la parametrizacién natural no puede ser 8 = 0, y la

derivada (3 no existe en puntos singulares esenciales. O
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TEMA 11

Tangente y plano osculador a una curva

Comenzamos este tema estudiando, desde el punto de vista del Calculo, el con-
cepto de de contacto de curvas, que utilizaremos para definir varios entes geométricos
tales como la tangente, el plano osculador, el circulo osculador y la esfera osculatriz.
Dado lo tedioso del desarrollo de esta teoria, hemos recuadrado aquellas proposi-
ciones que son de uso practico a la hora determinar el orden de contacto de dos
curvas, segin vengan dadas por diferentes parametrizaciones (naturales o no) o por
ecuaciones implicitas.

2.1 Contactodecurvas . . . . . ... . ... ... 13
2.2 Tangente a una curva paramétrica . . . . . . . . . . . ... ... .. 24
2.3 Contacto de una curva con un plano. Plano osculador . . . . . . .. 26

2.1 Contacto de curvas

Vamos a estudiar la posicion relativa de dos curvas C; y Cs en el entorno de un
punto Py por el que ambas pasan.

Definicién 2.1 Se dice que dos curvas C, y Co regulares de clase C* que pasan por
un punto Py tienen un contacto de orden p al menos en Py si existen una repre-
sentacion paramétrica @ : I — IR® de Cy, una representacion paramétrica

J — IR® de Co, to€l y ug €J, satisfaciéndose:

i) dlto) = Bug) = Oy i) a"(tg) = 0 (uo)  (r<p<k).

Proposicién 2.2 Dada @ : I — IR® wuna representacion paramétrica regular
de clase C* de una curva C1 que pasa por el punto Py de pardmetro to entonces,
para que una curva Co reqular de clase C* tenga con Ci un contacto de orden p al

13



14 TEMA II. Tangente y plano osculador a una curva

menos en Py, es necesario y suficiente que exista una representacion paramétrica
ﬁ:J—>IR3 de Cy tal que para ug € J

i) dlto) = Bug) = Oy i) @ (tg) = F(uo)  (r <p<k).

Demostracién.- (<) Evidente.
(=) En la demostracién nos limitaremos sélo a construir una tal parametrizacion
de un trozo de curva Cs que contiene a Py. SiCy y Cs tlenen un contacto de orden
p al menos en Py, existen ai : I; — R® ¢ — a(ty); 51 J, — R® uy — ﬁ(ul)
representaciones paramétricas de C; y Ca, respectivamente y t0 € Iy, uf € J; tal que

() =5 =0k a7 =54"w) (r<p)

Como @, d; representan la misma curva, existe una aplicacion h : I — I,
) = h(to), diferenciable de clase C* tal que

G(t) = @ (h(t)) tel

Hagamos un cambio de parametro en la curva Cg para que el valor del parametro

u(l) coincida con t9, basta tomar us = u; —t9 + u1 Tenemos asi una representacion

ﬁg Jo — IR de clase C* de Cy definida por ﬁg(Ug) 51 (ug — 9 +u?). Consi-
deremos el intervalo Il =ILiNnJye I=h" (Il). Restringimos & a I y a1, 52 a Il
y seguiremos denominandolas con la misma letra.

Finalmente, consideremos una nueva parametrizacién de la curva Co definida por

B(t) = Ba(h(t)) tel,

y ésta es la representacion, al menos de un trozo de la curva que pasa por el punto
Py de Ca, que verifica las condiciones buscadas:
0 )

a(te) = ai(h(te)) = @ (t9) = OF,

Blte) = Ba(h(to)) = Bo(t?) = Bi(t) +ud — 0):31(u0):O—P0>
(@—F)(te) = (dr— Bo) () (to) = (@1 (t3) — Br"(ud) (to) =
(@—B)"(t) = (&1—52)(r)(t0)(h/(t0)) + (@ = B2) "V () e + -

+ (@ = B2) ()R (o) =
= (@"(19) = B (W) (' (t0)" + (@ V() = BV Wd))er—y + -
(6 (19) — By ()R (t) = 0.
Asi,

i) dlto) = Blug) = 0Py i) @ (to) =G (ug) (r<p<k)

Como queriamos demostrar. O

Nota 2.3 5i d y ﬁ son dos parametrizaciones arbitrarias de C; y Cy tales que
ato) = Blug) = OP, que tienen en P, un contacto de orden > p, en general

no se tiene ni siquiera @ ’(to) = 3/ (uo).
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Sin embargo, para p = 1, se tiene:

Proposicién 2.4 Sean C1 y Co dos curvas de clase k > 1 regulares definidas por
las parametrizaciones . ] — IR? ﬁ J — IR? Para _que C1 y Co tengan
un contacto de orden > 1 en un punto Py (ad(ty) = ﬂ( 0) = OPO) es necesario y

suficiente que { @' (to), 5 '(uo) } sean dependientes (colineales).

Demostracién.- (=)  Si C; y Cs tienen contacto de orden > 1, existen sendas

parametrizaciones a1, tales que  a;’(t)) = B1/(u?), luego son colineales los

vectores gt J
3/ (¢ :-»/to_l _’/t :_’/Oﬂ -
a'(to) = ar '(t1)—, " B (to) = Br " (u1) - »
(<) Inversamente, sise tiene 3’(ug) = A\@'(to). Busquemos un cambio de
parametro en Cq del tipo ¥(t) = B(at + b), tal que se verifique

F(to) = d(to) = 0Py 7'(to) = @'(to).

Por tanto . .
ﬁ(ato + b) = B(UO> = aty + b= UQ

3'(to) = af (ato +b) = af (uo) = ard@’(to) = Aa = 1

Asi, con los valores a = 1/\, b =wug— (1/A\)tg, C; y Cs tienen un contacto
de orden > 1 en F,. O

Determinacion del orden de contacto de curvas

La definicién dada de orden de contacto de dos curvas no permite reconocer
inmediatamente si dos curvas dadas presentan un contacto de orden p. En efecto,
tal definicién no exige que las dos relaciones i) i) se verifiquen para todos los pares
oI — R, ﬁ . J — IR® de representaciones paramétricas de tales curvas,
sino solamente para ciertas parametrizaciones convenientemente elegidas, por lo que
hemos de precisar la nocién de orden de contacto.

Definicién 2.5 Dos curvas requlares de clase C* presentan un contacto de orden p
exactamente (1 < p < k) en un punto Py si tienen en este punto un contacto de
orden p al menos y no tienen un contacto de orden p+1 al menos.

Nos proponemos pues resolver el siguiente problema:
“Sean @ : I — IR®, ﬁ : J — IR® dos representaciones paramétricas de clase
C* de dos curvas C; y Cs, satisfaciendo las condiciones:

i) dto) = Blug) = 0Py i) a"(to) =F7(ug) (r<p<k).

. Qué condiciones deben satisfacer estas representaciones para que las curvas C;
y Co que ellas determinan presenten en Py un contacto de orden p + 1 al menos? ”
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16 TEMA II. Tangente y plano osculador a una curva

La respuesta a esta pregunta la da la siguiente:

Proposicién 2.6 Sean @ : I — IR® F . J — IR® dos representaciones
paramétricas requlares de clase C* de dos curvas C, y Ca, satisfaciendo las condi-
clones:

i) dlto) = Bluo) = OB i) &M (ko) = 37 (we) (r <p<k).

Para que el contacto de Cy, Co sea de orden p exactamente en el punto Py es
necesario y suficiente que

{@r (1) - F7* (), @ '(t0)]

sean vectores independientes.

Demostracién.- (<)  Supongamos que C; y Co tienen en Py un contacto de
orden p 4+ 1 al menos y demostremos que

{@ D (t) = B7* D (wy), a'(to)]

son dependientes.

Segun la Proposicion 2.2, C; y Cs tienen un contacto de orden p + 1 al menos si
existe para Cy un cambio de pardmetro u = h(v) tal que up = h(vg) y 7= Bhy
a verifican las relaciones:

i) dto) =F(vo) = 0Py i) a"(te) =7 (o) (r<p+1).

Supongamos p > 1, entonces 3 /(ug) = @’ (to) = 7' (vo) = 3 (uo)H (vo)-
Se sigue que h debe verificar: h/(vg) = 1.

Sip>2
8" (uo) = a@"(to) = 7" (v0) = B" (uo) (W (v9))* + B (uo)h" (o).
Por consiguiente se debe verificar R (vg) = 0.

En general, p > r :
77 (o) = B (uo) (W (v9))* = B (uo)h " (vo)

es combinacién lineal de los (%) (ug) s < 7, con coeficientes los nimeros A" (vy),
R (vg), ..., h"=D(vg); se deduce que las relaciones

B (ug) = @ (to) = 5 (vo),
supuestas verdaderas para r < p, implican que
A" (vg) = 0 r=2,3,...,p.
Se tiene entonces, que

’7(p+1)(vo) - g(p+1)(uo) = ﬁ’(uo)h(p+1)(v0),
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2.1 Contacto de curvas 17

asi pues la relaciéon 7P (vy) = @@+ (¢) exige que los vectores

Pt (o) — BP  (ug),  @'(to) = B’ (uo)

sean paralelos. . .
(=)  Siexiste X tal que @®*t (¢y) — BPTD (ug) = A\G ' (ug). Hacemos el cambio
de parametro en Cs

)

(p+1)!
que cumple h'(v) > 0 en un entorno de vy, define pues un cambio de parametro

admisible y J(v) = (B°h)(v) y se satisface
i(r) (U()) = &(T) (to) T S D + 1.

Es decir, la curva Cs tiene un contacto de orden p + 1 con Cq, en el punto Fy. O

La Proposicién 2.4 resulta como un corolario de esta tltima:

Corolario 2.7 Sean C1 y Co dos curvas de clase k > 1 requlares definidas por las
parametrizaciones o : I — R? , F - J — IR . Para _que C1 y Cy tengan
un contacto de orden > 1 en un punto Py (@(to) = B(ug) = OPO) es necesario y
suficiente que { @' (to), 5 '(uo) } sean dependientes (colineales).

Demostracion.- Si el contacto de las curvas es exactamente 0 equivale a decir que
los vectores {a@ '(tg) — 0 '(uo), @ (to)} son linealmente independientes, o lo que es
lo mismo que los vectores {a@'(to), 8 '(up)} sean linealmente independientes. Por

0
(ug)} son dependientes si y s6lo si dichas curvas

(¢
tanto, los vectores {&@ ’(to), 5
> 1. -

tienen un contacto de orden

Ejemplo 2.8 La circunferencia x = 1 — cost, y = sent presenta en el origen de
coordenadas un contacto de orden 3 con la parédbola x = u?/2, y = w.
Este contacto se pone en evidencia con la nueva representacién paramétrica de

la parabola
1 w3\ v3
xzi(v——6) , Y=v- o

Uso de parametrizaciones especiales

Hay casos en que el orden de contacto de dos curvas C; y Cy es igual al mayor
entero p que verifique

a’'(to) = B'(ug), -+, ad% (to) = FP (uo).

Las proposiciones que demostraremos a continuacion prueban que esto ocurre
cuando & y [ son parametrizaciones tales que tienen como parametro una de las
coordenadas z' o parametros naturales.
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18 TEMA II. Tangente y plano osculador a una curva

Proposicién 2.9 Sean C; y Cy dos curvas de clase C* (k > 1) regulares definidas
respectivamente por las parametrizaciones o : I — R? Y ﬁ . J — IR? que
pasan por Py para t=0, (d(0) = B(O) = O—P(;) Y suponemos que eriste un sistema
de coordenadas para el cual las componentes primeras de A(t) y ﬁ(t) verifican
al(t) = B(t) =t, entonces tienen un contacto de orden igual p (0 <p < k) siy

solo si

a’'0)=g'00),---,a?(0) = P (0), ar+v(o)# Fr+(0).

Demostracién.- (=) Utilizando la Proposicion 2.6 de caracterizacion de contacto
de orden p, {a®»*T1(0)—3®P+1(0), @’(0)} son independientes y por tanto &P (0)—
FrD(0) £0.

Demostremos que las p primeras derivadas coinciden en Fj:
Si Cq y Cs tienen un contacto de orden al menos p, existe un cambio de parametro
en Cy t+ h(t) definido en un entorno del 0

F(t) = B(h(t))  [t] <0,

tal que
7(0) = @(0) = Oy, 7(0) =a"(0) (r <p).

O con la notacion de los ceros de Landau
B(h(t)) — a(t) = O(t***) |t <0

Ahora bien por hipétesis, se tiene que ol(t) =t, BL(h(t)) = h(t).
De donde, utilizando solo las primeras componentes de la igualdad vectorial
anterior, resulta

h(t) =t+O@P*Th)  |t| <0,
Asi por composicién de desarrollos, se obtiene

G(h(t) = B(t + O@*)) = B(t) + O(t"+).

@) - At = (a) - 3w + () - Aoy = o).
O sea
a0) = 4(0); a")=p5"0) (r<p); a®(o) #r0).

(<)  Ya que la primera componente de &@®+1(0) — FP+1(0) es 0 y la de @ ’(0)
es 1, ambos son independientes. O
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2.1 Contacto de curvas 19

Proposicién 2.10 Dos curvas paramétricas Ci y Co de clase C*  tienen un con-
tacto de orden p en un punto reqular Py si y solo si para sus representaciones
naturales a(s), 5(o), se tienen las siguientes relaciones en P

. . s @)

d(so) = B(00), &(s0) = B(a0), -, @ (s0) = B (00),

(p+1) (p+1)
@ (S0 B (o0)
Demostracién.- (<) Como tanto [|&(s)|| = 1 como [|3(c)|| = 1, se tiene que

2 a(s) - a(s) + 2a(s)? =0

( +1) +1) (r+1)
2" )+ Z " a’'(s)=0

Anélogamente para 3 (o). Luego

i) (o +1) ;
<((§)(so) 5 (00)) &(s) = 0.

Y como ambos vectores son no nulos, ellos son linealmente independientes.

(=) SiCiy Cs tienen un contacto exactamente igual p en Py, se verifica:

) (r) ,
{(oz)(so) — B (o9), a&(sp) son dependientes (r < p),

de donde se deducira
)
a(so) =

<=

(00)7 (7’ < p)‘

En efecto:
Si el orden de contacto entre C; y C2 en Py es al menos uno (r = 1), entonces

{&(s0),B(c0)} son dependientes; o sea, c(so) = A3(op), con lo que A = +1. Y
cambiando de orientacién una de las curvas, si es necesario, podemos suponer que

A=1
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20 TEMA II. Tangente y plano osculador a una curva

Si el orden de contacto es mayor o igual que dos (r = 2)

—

{5(30)—6(00), &(so)} son dependientes.

Y ademads, usando la férmula hallada en la demostracién de la otra implicacién,

—
¥4 —

(&'(30) _ 5(00)) . &(s0) = 0.

—

De ambas surge que &(so) — 3(cp) = 0. Procediendo de la misma forma, si dicha
relaciéon es valida para s < r, es valida, utilizando la férmula citada, para r.
Finalmente, si el contacto es exactamente p

(p+1)
p -
{(pgzl)(so) B (o00), d(so)} son independientes.

B e —_—
(p+1) (p+1)
Por tanto, « "(sg) — [ (09) # 0. O

Interpretacion métrica de la nocién de contacto

Consideremos dos curvas paramétricas C; y Co que pasan por un punto Py. Sea
P’ un punto de C; y P” un punto de Cs tal que la diferencia del valor del pardmetro
natural para P’y Py en Cq, asi como la diferencia de valores del pardmetro natural
de P"” y Py en Cs son iguales a h. Esto significa que los arcos PyP’ y PyP” tienen
longitud |h| y P’ y P” estdn ambos situados respecto a Py en la direccién del
crecimiento del pardmetro en las correspondiente curvas si h > 0 o ambos estan
en la direccién decreciente del parametro si h < 0.

Con estas notaciones se tiene la siguiente

Proposicién 2.11 Dos curvas paramétricas C, y Co regulares de clase C* tienen un
contacto de orden p en un punto reqular Py st y solo si, para sus representaciones
o ol (1) o pll +1
naturales, el vector P'P" = o(h?), pero P'P" # o(hP™') cuando h — 0 (o

P P" — P).

Demostracion.-  Sea el punto Py correspondiente a los valores sg y og de los
parametros naturales s y o de C; y Co, respectivamente.

— —
Entonces, los vectores posicién de P’ y P” son OP' = d(sg + h) y OP" =
B(oy+ h), de donde
Y - 3
P"P :@(So+h)_ﬁ(0_0+h):

(1)
’—P’}

—_
P'P” = o(h?) & lim
h—0 hP
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, . > o @)
ﬂ%wwww+%@mwﬂ%m)+~+g<@@»—&m0+
hrtl [ (p+1) (p+1) .
—I——(p n 1)' ( o (80) — 6 (0'0)) +¢€

siendo €= o(hPT1).
Para que C; y C2 tengan un contacto de orden p exactamente en P, es necesario
y suficiente que el desarrollo anterior se inicie en el término

o (or1) (+1)
e (=)

— —_
lo que equivale a decir que PP’ = o(h?) y P"P' = O(hPt1). O

Nota 2.12 Obsérvese que desde nuestro punto de vista una curva paramétrica y su
opuesta no tienen contacto, aunque el correspondiente conjunto de punto coincidan.

Determinacion de orden de contacto entre curvas cuando una de ellas
viene dada en forma implicita

Veamos previamente que el orden de contacto se conserva por difeomorfismos.

Proposicién 2.13 Sean C; y Cy dos curvas de clase C* que tienen un contacto
de orden p exactamente (0 < p < k) en Py y si H es un difeomorfismo de clase
C*, definido en un entorno de Py que contiene a las curvas dadas, entonces las

curvas imdgenes por H ( Cy y C5 ) tienen un contacto de orden p eractamente en
Py =H(P).

Demostracién.- Si @ : I — IR? y F . J — IR® son representaciones
paramétricas de C; y Co, respectivamente, satisfaciendo

i) dto) = Blug) = 0Py i) a"(t) =G (u) (r<p<k),

entonces, o' 1 T — IR® definida por a*(t) = H(A(t)) es una representacién paramé-
trica de C{;  asi mismo, ﬂj . J — IR® definida por 3*(t) = H(G(t)) es una
representacién paramétrica de C5. Y se tiene:

i) @ (to) = F*(uo) = OF;.

Calculando las derivadas a* (M (¢) y §* ") (u), utilizando la regla de la cadena y
teniendo en cuenta que

drai drﬁz '
to) = =1,2,3; <
dtr ( 0) dtr (UO) (Z g Ly 9y T = p)a
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22 TEMA II. Tangente y plano osculador a una curva

resulta: B
i) @ (o) =5 () (r<p<k).

Lo que nos dice que las curvas C{ y C3 tienen un contacto de orden p al menos
en H(P).
Haciendo el mismo razonamiento con H ', obtenemos el resultado deseado. O

Aplicando este resultado, la siguiente proposicién nos permite calcular el orden
de contacto de dos curvas cuando una de ellas viene dada en forma implicita:

Proposicién 2.14 Sean @ : I — IR® una representacion paramétrica de una
k = D

curva reqular C1 de clase C® que pasa por Py  (d(tg) = OF), U un entorno de

Py, f:U—IRyg:U — IR funciones de clase C* e independientes y Co la curva

reqular pasando por Py implicitamente definida por las ecuaciones:

f(z,y,2) = f(Po)  g(,y,2) = g(Fo).

Para que C1 y Cy tengan un contacto de orden p al menos en Py (0 < p < k), es
necesario y suficiente que las funciones F' y G definidas en un entorno de ty por

F(t) = fla)  G@) = g(a())
verifiquen F() (tg) =0, G (t)) =0 (r <p).

Demostracién.- Observemos que si f y g son independientes (es decir, el rango
de la matriz Jacobiana de fy g en Py es dos), el teorema de la funcién implicita nos
dice que podemos despejar dos de las variables en funcién de una de ellas. Podemos
suponer, para fijar ideas, que

D(f,qg)
D(xz,y)

(Po) # 0,

haciendo, si es necesario, una renumeraciéon de las coordenadas. Obteniéndose la
representacion paramétrica de la curva Co que pasa por Py(zo, Yo, 20):

Bd—R  fz)=(8(2),/(2),2),
siendo B! y 32 funciones diferenciables de clase C*, satisfaciendo
f(BY(2),8%(2),2) = f(Po)  g(B'(2), B*(2), 2) = g(Po),
y verificandose 3’ (zo) # 0.
Definamos ahora la aplicacién H : U C IR> — IR? por
H(z,y,z) = (f(2,y,2),9(x,y,2),2).

Como Jp,(H) # 0, H es difeomorfismo al menos en un entorno V de Py, V C U.
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2.1 Contacto de curvas 23

Nos quedamos con los trozos de curvas de C; y Cy contenidos en V' y seguimos
denotando por & y B’ sus representaciones paramétricas. Sus imagenes por H
a* = Hod y 3* = Hof tienen en H(P,y) un contacto de orden p al menos (por
la Proposicién 2.13). Por tanto, siendo:

a(t) = H(a(t)) = (f(a(t)), g(@()), a’(t)) = (F(t), G(t),a’ (1)),
§%(2) = H(B(2)) = (£(6(2)),9((2)), 2) = (f(Po), g(P), ),

debe existir un cambio de parametro en Co, z = z(u), tal que las derivadas hasta el
orden p en H(Py) de @*(t) y ¥*(u) = *(2(u)) coincidan. Pero

a () = (F(t), G (), a® O (1))
7 (z) = 0,0,y (w))  (1<r<p).
Por lo que tiene que verificarse:
FO(tg)=0 GW(t)=0 (r<p).

Relaciones que también se obtienen sin considerar la parametrizacion v de C,
teniendo en cuenta que:

{@ ) (t) — 5" (20), @ (20)} = {(F ") (t), GT(to), 0*"(t0)), (0,0, 1)}

son dependientes si y sélo si F(")(ty) = G (tg) =0 (r < p).
Reciprocamente:
Consideremos una nueva parametrizacién del segmento rectilineo C3

V*(t) - g*(f(PO)7g<PO)7 ag(t))a
efectuando el cambio de pardmetro z = a3(t); se tiene

dz do’
22 ) = 22 (¢
dt(o) dt(0)>0’

si suponemos que se recorre la curva C; adecuadamente. Resulta entonces que:

@ D(te) =5 V(to) (r <p).

Por tanto, las curvas C; y C; presentan un contacto de orden p al menos en
H(PF,), y por consiguiente lo mismo ocurre con C; y Cy en Fp. O

Nota 2.15 Si f, g, @ son suficientemente diferenciables
F(t) = F(to) = O((t —to)"™")  G(t) = G(to) = O((t — to)"*")

y el orden de contacto de C; y Co en Py es exactamente igual al min{r,s} — 1

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



24 TEMA II. Tangente y plano osculador a una curva

Si p = min{r, s} — 1, entonces

{@® D (o) = 70D (1), @ (t0) | = { (FO ko), ¥V (2),0), (0,0,1)}
son independientes si y sélo si
FPHO)£0 o GPTY (1) #0

Ejemplo 2.16 El contacto de la parabola (x =12/2, y = t) con la circunferencia
definida implicitamente por z? 4+ y? — 22 =0 es de orden exactamente igual a 3.

2.2 Tangente a una curva paramétrica

Definicion 2.17 La tangente a una curva C en un punto P es la recta que tiene un
contacto de orden como minimo 1 con la curva en P.

Proposicién 2.18 Una curva paramétrica de clase C' tiene una tangente en todo
punto regqular. El vector & es el vector unitario de la recta.

Demostracién.- Sea la representacién natural de la curva @ : I — IR, y el
punto P correspondiente al valor sg del pardmetro. La ecuacién de una recta que
pasa por P es de la forma

B(t) = t@ + d(so),

donde @ es un vector unitario en la direccién de la recta y t es el parametro natural
en la recta.

De acuerdo con la Proposicion 2.10 de caracterizacion de orden de contacto de
dos curvas con parametrizaciones naturales, la recta tiene un contacto de primer

—

orden con la curva en el punto P siy sélo si & (sq) = 3(0) = a.
Asf @(sg) es el vector unitario que determina la recta tangente. O
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2.2 Tangente a una curva paramétrica 25

La ecuacién paramétrica de la tangente en un punto P ((ﬁ’ = ad(sg)) es

—

B(t) = @(so) +t also),

siendo t el parametro natural.
La ecuacion de la tangente se puede expresar también como

(B(t) = d(s0)) x d(s0) =0,

ya que ambos vectores de este producto vectorial son colineales.

Nota 2.19 Una curva puede tener un contacto de orden p con la tangente si es de
clase C* y son nulas las derivadas

—

55(80), ceey

o= |

(80).
“El orden de contacto es entonces uno menos que el orden de la primera derivada

no nula”.

Ecuacion de la recta tangente en una parametrizacién general

Si una curva estd dada por una parametrizacién general o : I — R}, t—a (1)
entonces @ ' (t) tiene también la direccién de la tangente pero no es necesariamente
un vector unitario, y la ecuaciéon paramétrica de la recta es

—

B(u) = dlto) +u a’(to),

donde u es un parametro general, no necesariamente natural. Esta ecuacion la
podemos poner de forma equivalente

<§<u) _ 62(150)) x &' (to) = 0.
O, considerando las funciones coordenadas
Blu) = (X,Y,Z)  a(t) = (a(t), y(t), 2(1))

X — CL’(to) _ Y — y(to) _ Z — Z(to)
' (to) y'(to) Z(to)

Podemos también definir la recta tangente en un punto Py a una curva C, como
la posicion limite de la recta que une Py con un punto P en la curva préximo a él.
La ecuacién de la recta PyP es

B(u) = dlto) + (a(t) — a(to))-
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26 TEMA II. Tangente y plano osculador a una curva

Si la representacién paramétrica es de clase C'!, obtenemos como

Y(t) — alt
t—>t0 t—to

to).

Nota 2.20 Los puntos donde el orden de contacto de la curva con la tangente
son de orden superior a 1, pueden ser reconocidos, sin introducir implicitamente la

representacién paramétrica natural.
—

L . : R p)
Pues es facil establecer que la propiedad que corresponde a ser &, «, ..., @ nulas
en s, es que las derivadas @/, & ", ..., a®) sean colineales con & .
Para lo cual también nos podremos fijar en las proposiciones 2.6 y 2.10.

2.3 Contacto de una curva con un plano. Plano osculador

Sea Py un punto comun de una curva C con un plano II, y sea P un punto variable
de la curva tal que la longitud de arco entre Py y P sea h. Denotaremos por dj la
distancia de P al plano II.

Definicion 2.21 Una curva y el plano tienen un contacto de orden al menos p en
Py si dp, = o(hP).

Definicion 2.22 Se llama plano osculador en punto Py de una curva al plano con
mayor orden de contacto posible con la curva en Pj.

Proposicién 2.23 Una curva paramétrica @ : I — IR® de clase C? tiene un
plano osculador en todo punto reqular sy en el que la derivada sequnda respecto al
pardmetro arco es no nula: &(sq) # 0.

Este plano es paralelo a los vectores &u(so) y &(so), y el orden de contacto con la
curva es > 2.

Como consecuencia de esta proposicion la ecuacion del plano osculador en un
punto B, es:

— — —

B — d(sg) &(sg) @(so)| =0.
Que expresada en coordenadas, esta ecuacion es

X —z(s0) Y —y(so) Z—z(s0)
I(S()) ’y(S()) Z(So) = O

(s0) §(s0) Z(s0)
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2.3 Contacto de una curva con un plano. Plano osculador 27

Demostraciéon.- La ecuacién del plano que pasa por el punto Py y es perpendicular
a un vector unitario a es: .
(6 —adf(sg))-a=0.

La distancia de un punto P de la curva con vector de posiciéon a(sg + h) a dicho

plano es:
dn = |(d(so + h) — d(s0)) - dl .

Usando la formula de Taylor,

a(so + h) — @(s) = ha(so) + o €

siendo &= o(h?).
Consecuentemente, salvo signo,
2

. h2

Los planos con orden de contacto 1 deben verificar:

. dh . g - h? - 1_,_, =z -
0—}1}2})7—%13%)(a(so)-a+§a(so)-a+ﬁs-a> = a&(sp) -a=0.

Por tanto son todos aquellos que contienen a la tangente.
Entre todos estos tiene un contacto de orden dos:

1= 1 12

. dp .
0= lim — = lim o1

h—0 h?  h—0

aquél que ademéas contiene al vector ('37'(30). Pero como los vectores 52(30) y 5’2(30)
son independientes (&(sg) L @&(sp)), ambos determinan el plano buscado al cual el

vector d es perpendicular.
Asi podemos determinar a, salvo signo:
OéSO X@SO . 5 OéS() X&SO
(s0) X &ls0) L dls0) X E(so)

— —

a(sg) X a(so)H

]
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28 TEMA II. Tangente y plano osculador a una curva

Nota 2.24 En general el plano osculador en un punto no tiene porqué tener un
H

orden de contacto superior a dos. Puede tenerlo si, por ejemplo, « (sg) = 0.

Nota 2.25 Si 52(30) = 0 el plano osculador en el punto sg, o bien puede no existir o
si existir, en cuyo caso esta determinado por las derivadas de orden superior a dos.

Por ejemplo, si 5’2(30) = 0 y la primera derivada de & en sy que es linealmente
H
k

) es (oz)(so), entonces el plano osculador existe y es paralelo a

)

(=)

independiente de (s

x|

los vectores c(so) y @ (so), v el orden de contacto no es menor que k.

Ecuacién del plano osculador en una parametrizacion general

Consideremos ahora el caso de una parametrizacién general @ : I — IR® | no
necesariamente natural y sea tg un punto regular de esta parametrizaciéon. Intro-
duciendo el parametro natural tenemos

L, =ds H,,_d(ﬁ)der?d%_ﬁ ds\*>  d%s
@ TNy CTH\Y) T Y% T\ & Yae
Entonces

3
-/ — // dS g 2
a Xoa = i a X (.
dt

/ /

En puntos regulares, los vectores @ ' x @ ” y & x & son asi colineales y, en
consecuencia, podemos reemplazar uno por otro en la ecuacién del plano osculador,
obteniéndose

§ = dlto) @'(t) @" (k)| =0
en forma vectorial y, en coordenadas:

X —z(to) Y —y(to) Z—=z(to)
z'(to) y '(to) z'(to) | =0.
z "(to) y " (to) z " (to)

Una caracterizacion del plano osculador

Proposicién 2.26 Sea C una curva paramétrica de clase CF (k > 1) que pasa
por un punto Py(xo,yo,20), definido por la parametrizacion @ : I — R® | tal
que A(0) = O—PS. Para que el plano 11 pasando por Py de ecuacion f(x,y,z) =
ax +by+cz+d =0, sea el plano osculador a C en Py es necesario y suficiente que,
si F(t) = f(a(t)).

F(t) = o(t?).
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2.3 Contacto de una curva con un plano. Plano osculador 29

Demostracién.- El desarrollo en serie de Taylor de F' en ¢ty = O:

t t2 tP
F(t) = F(0) + 1 F/(0) + 5 F/(0) + -+ + EF(p)(O) +o(tP) =
t / / / t2 1/ /7 12 2
= (axo + byo + czo + d) + ﬂ(axo + by, + czp) + a(aajo + by, + czpy) + o(t?).
Como los tres primeros términos de este desarrollo se anulan si y sélo si 11 es el
plano osculador en P, se tiene el resultado anunciado. O

Nota 2.27 El orden de contacto de la curva con el plano osculador es exactamente
p<ksient=0
F(t)=o(t’) F(t) #O(tPth).

La curva y el plano tienen, por definicién un contacto de orden p exactamente si
dy, = o(h?) y dn # O(hPT1). O sea, si

hp+1 1 1
d = ) area Y&V ax0 F=omrty).

(p+1)!

Expresando las derivadas de & respecto del parametro arco en funciéon de las
derivadas respecto al parametro ¢ en el punto Py, y viceversa, se obtiene la carac-
terizacion de orden de contacto enunciada.

Ejemplos

Ejemplo 2.28 Se consideran dos curvas requlares de clase C> en IR® admitiendo
las dos el origen como centro de simetria y con mismas tangentes en el origen,
entonces el contacto de estas curvas en el origen es necesariamente de orden par.

Supongamos que el eje OX coincide con la recta tangente a ambas curvas en el
origen y que en un entorno de dicho punto se expresan por y = fi(z) e y = fa(x).
Si tienen un contacto de orden p:

£1(0) = f2(0),  £1(0) = f5(0),  £P(0) = £ (0),  FPTV(0) # £577V(0).

Consideremos la funcién F(z) = f1(x) — f2(x), que para |x| suficientemente pequeno
y 0 < 0 < 1, admite el siguiente férmula de Mac-Laurin:

1 1
F(z) = F(0)+ F'(0)x 4 --- + = F®)(0) 2P + —'F(p+1)(9x) ARy

p! (p+1)!
que se reduce en nuestro caso a:
1
Flg)= —— @+ (g, ZP L
(@) = oy P 02)

y como F(z) cambia de signo y F(PTD(fz) lo mantiene, resulta que p es par.
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30 TEMA II. Tangente y plano osculador a una curva

Ejemplo 2.29 El plano osculador f(x,y,z) = ax + by + cz +d =0 a la curva

en el punto (0,0,0), se determina a partir de la definicién de la funcién F(t) =
f(z(t),y(t),2(t)) = at + bt* + ct* + d, poniendo:

F(0) =d=0; F'(0) = a+ 2bt + 4ct®)g = 0; F"(0) = 2b + 12¢t?)y = 0,

de donde resulta que a = 0,b = 0y d = 0, y por tanto ¢ # 0; es decir, que la ecuacién
el plano osculador es z = 0.

El orden de contacto de la curva con el plano osculador es exactamente 3, pues
F'"(0) =0y FUV)(0) = 24c # 0.

Ejemplo 2.30 Los puntos de tangencia de las circunferencias de orden de contacto
al menos tres (circunferencias superosculatrices) con la elipse x%/a® + y?/b? = 1,
estan en los vértices (puntos de interseccion con los ejes) de dicha elipse.

Sea la parametrizacion de la elipse = = acost, y = bsent (0 < t < 27) y
la ecuacién f(z,y) = (z — a)? + (y — 8)* — 7> = 0 de una circunferencia genérica
con centro en (a, ) y de radio r. Para que ésta tenga al menos un contacto de
orden tres, en un punto correspondiente al parametro ¢, deben verificarse las cuatro
ecuaciones siguientes:

F(t) = f(acost,bsent) = (acost —a)® + (bsent — 3)> —r* =0

F'(t) = —2a(acost— «a)sent + 2b(bsent — [3) cost =0
F"(t) = 2a%sen®t—2a(acost —a)cost + 2b% cos®t — 2b(bsent — 3)sent = 0
F"(t) = 4a*sentcost+ 2a(acost —a)sent + 2a*sent cost +

—4b*sentcost — 2b(bsent — 3) cost — 2b% sent cost = 0.
De F'(t) =0y de F"'(t) = 0 surge que
6(a”® —b*)sentcost =0 = sent=0 6 cost=0.

Luego los puntos donde la elipse tiene una circunferencia superosculatriz correspon-
den at=0,7/2,7, 37/2.
1) En el punto (1,0) correspondiente a t = 0:

F(0)=(a—a)*+ 32 —r*=0, F"(0) = —2a(a — a) + 2b* = 0,
F'(0) = —2b3 = 0, F(0) = 2b8 = 0,

de donde se sigue que la circunferencia tiene centro en (o, 8) = ((a® — b?)/a,0) y
radio r = b?/a.

2) Para t = /2, se obtiene similarmente (a, 8) = (0, (b> — a?)/b) y r = a?/b.

3) Parat =, (o, 3) = ((b® — a?)/a,0) y r = b*/a.

4) Para t = 31/2, (o, 8) = (0, (a®> — b?)/b) y r = a?/b.
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Triedro de Frenet y Formulas de Frenet

Un método general para obtener invariantes locales de una curva consiste en
asociar una referencia invariante a cada punto de curva y expresar las derivadas de
los vectores que la forman respecto a la referencia misma. Este método es conocido
como “el método de las referencias méviles”.

3.1 El triedro de Frenet . . . . . . . . . .. ... ... 31
3.2 Férmulas de Frenet . . . . . . . . . . ... 33
3.3 Curvaturade una curva . . . . . . . . . . ... 34
3.4 Circunferica osculatriz . . . . . . . . . . . .. ... 36
3.5 Torsion de una curva . . . . . . . . ... e e 37
3.6 Posicion de una curva con respecto a sus triedros de Frenet . . . . . 38

3.1 El triedro de Frenet

Sea C es una curva con representacién paramétrica natural @ : I — IR®

s +— a(s), y P un punto arbitrario de ella ((ﬁ’ = d(s)). Es légico empezar la
construccion de las referencias invariantes en P tomando como primer vector el
vector unitario de la recta tangente a C en P, dado por £ = &(s)

Para obtener los restantes elementos de la referencia invariante, supongamos que
el punto P no es de inflexion (i.e. & # 6) y por consiguiente existe el plano osculador
en P ala curva C.

Definicion 3.1 La recta pasando por P perpendicular a la recta tangente y con-
tenida en el plano osculador se denomina recta normal principal a la curva en P. FEl
plano perpendicular a la tangente en P se llama plano normal a la curva en P. La
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32 TEMA III. Triedro de Frenet y Férmulas de Frenet

recta perpendicular al plano osculador en P se llama recta binormal a la curva en
P. Y el plano determinado por la recta tangente y la recta binormal se llama plano
rectificante.

Es claro que todos estos elementos
definidos son invariantes, y de los que
surge la referencia invariante que bus-
camos.

N\

En efecto, podemos elegir un vec- olano
tor unitario sobre la recta normal oscul ador
principal y otro sobre la recta binor-
mal con una conveniente orientacion.

Por ejemplo podemos tomar, respec- t recta
tivamente trgﬁgaente normal
—~
& - . . axa
=, b=txi=——5 plano
] (| rectificant ormal

Puesto que aJ.oz como se comprueba al derivar & - & = 1.

Definicién 3.2 Si P es un punto reqular de una curva paramétrica & : I — IR®
de clase C?, tal que & =0 en P, a la referencia con origen P y con vectores bdsicos
{F, 1, g} se llama referencia o triedro de Frenet, y a los vectores que la forman se les
denomina respectivamente, vector tangente, normal principal y binormal.

Tratamos de encontrar las formulas que expresan los vectores del triedro de
Frenet para una parametrizacion arbitraria
Vector tangente:

/

l

‘*l

a
=/
Tal

i - 3
Ya que b es un vector unitario con la misma direccién que & X & (%) a’'xa'’,
tenemos que

Utilizando estas relaciones, obtenemos (ver producto triple en el Apéndice, parra-
fo A.8):

(&/X&/,)X&/ (—’ &/) 1! (—‘//.O—é’/)&/

la7 < a || fla|l lar” > a " fla’|

Xt =

S

n=

Luego el vector normal principal es:

=/ =1\ =/

—(a’-a")a
—’//H

”62/”2—»//

n =
16| ja "
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3.2 Foérmulas de Frenet 33

Nota 3.3 Si & = 0, o, mds general, si {a’,a"”} son dependientes las férmulas
anteriores no se pueden obtener y el triedro de Frenet no esta definido. No obstante,
esto s6lo puede ocurrir en puntos aislados de la curva, a menos que un trozo de recta
forme parte de la curva.

3.2 Formulas de Frenet

Consideremos ahora curvas de clase C® con puntos regulares en los cuales se tiene
ademads que & =+ 0. Dada una tal curva vamos a estudiar el comportamiento de los
vectores de la referencia o triedro de Frenet en P cuando el punto P se mueve a lo
largo de la curva, origindndose tres campos de vectores a lo largo de la curva. Para
este fin, encontraremos las derivadas de estos campos de vectores con respecto al
parametro natural s.

La derivada de t es ~ .
dt  da

== = A= |alm.
Pl Ifed]
Definicién 3.4 Introducimos la funcion — k:1 — R, s+ k(s) = ||d|| que
llamamos curvatura.
Podemos escribir entonces: =
dt .
— = KN
ds

Con el fin de calcular las derivadas de las restantes vectores, expresémoslos como
combinacién de los vectores independientes {t, 1, b}:

dit/ds = & + ni + b
db/ds = X + pd + vb

Multiplicando estas relaciones por t, 7, b obtenemos:

& = t-dn/ds n = 7-di/ds ¢ = b-di/ds
A = {t-db/ds 7 ii - db/ds v = b-db/ds
Las identidades t2 =1, i2 =1, b2=1,¢t-i=0, t 520, ﬁ~5:0, implican
_ di dit = db
_ = R h. — —
ds 0 ds 0 ds 0
o odi o dE Edg_gdf ng_gdﬁ
ds " ds ds ds " ds ds

dedonden=v=0y ( = —pu.
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34 TEMA III. Triedro de Frenet y Férmulas de Frenet

Definicién 3.5 Denotamos por 7:1 — IR, s 7(s) = ((s) = —u(s) = b-dit/ds
la funcion denominada torsion.

Se tiene ademas que

- dn

‘i L dr b - oAt -

= —N-— =—N-Kl=—K A=t — —

" ds ds ds ds

Consecuentemente, podemos enunciar el siguiente:

Teorema 3.6 Las derivadas respecto al parametro arco de los vectores de los trie-
dros de Frenet satisfacen a las férmulas de Frenet siguientes:

dt/ds = KTl
dit/ds = —kt +7b
db/ds = —rit

3.3 Curvatura de una curva

Consideremos un punto regular P de una curva @ : I — R® s+ d(s) de
clase C? correspondiente a un valor fijo del pardmetro y un punto ) en un entorno
de P que corresponde al valor s + h del pardametro; asi |h| es la longitud del arco
entre P y (). Sea w el angulo entre los vectores tangente en P y @) a la curva. Con
estas notaciones tenemos la siguiente interpretacion geométrica de la curvatura:

Proposicién 3.7 La curvatura de la curva en P es limite de la razén w/h cuando

h—0 (0Q— P).

Demostracién.- Sea w el dngulo entre t(s) y
t(s+ h). Entonces ||t(s + h) — t(s)|| = 2sen 3w, con-
secuentemente:

w  w  2senjw  gw |[Hs+h)—Hs)]
|h|  2sengzw  |h ~ sen Tw |h|
Y como

. w

lim =1

h—0 sen %w

I LG RC]
Resulta:  lim % = 1-||a(s)| = w(s). 0
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3.3 Curvatura de una curva 35

Encontremos ahora las féormulas que expresan la curvatura en término de coor-
denadas:
En el caso de la parametrizacion natural:

k=al o k=224 + 2

En caso de una parametrizacion arbitraria: Haciendo uso de la primera féormula

de Frenet, a saber k = HtH y de t = a’/||@’||. Tenemos

d a’
— t — t =/ 1 — /|| — et _
= I =P = ) dt(H&,H)H
L |[1@ @ = @ na’
= Ja'|~ =
Ite ’H2
. S =412 =00 (= SINST = =4~ -1 .y
= @’ Fla=a” = (@"-a")a’|| = la’f| 7@ x a”) x a’l.

Para las ultimas igualdades hemos usado la férmula del producto vectorial triple
(ver Apéndice, pag. 179).
Ya que @’ es obviamente perpendicular a &’ x &@”, tenemos que

(@ x a”)xa'll=[la"xa"||a’|
y, consecuentemente:
l a’xa |
Cooale
O bien
/ r |2 / /|2 / r |2
W, Ay
Y 2" z x x Y

(x’2+y’2+z’2 )3/2

t(6+w 9)
Ejemplo 3.8 Curvatura de la circunferencia de radio a: “

xr =acosf, y=asenb,

A

2’ = —asenf, y' = acosb;
2" = —acosf, y' = —asenb.
a?sen® 0 + a® cos? 0 1 _ LW LW 1
= T = — o bien k= lim — = lim — = —.
(a?sen? 0 + a?cos?0)z a h—0h h—O0aw a
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36 TEMA III. Triedro de Frenet y Férmulas de Frenet

3.4 Circunferencia osculatriz

Definicion 3.9 La circunferencia que tiene un contacto de mayor orden posible con
una curva C en un punto P se llama circunferencia osculatriz de C en P.

Definicion 3.10 Se denomina centro de curvatura y radio de curvatura de la curva
C en P al centro y al radio de la circunferencia osculatriz en P.

Proposicién 3.11 Una curva paramétrica de clase C? tiene una circunferencia os-
culatriz en todo punto reqular y no de inflexion (i.e. k # 0). La circunferencia
osculatriz esta situada en el plano osculador y tiene un contacto de orden dos por
lo menos con la curva. Su radio es igual al inverso de la curvatura en el punto de
contacto. Su centro estd situado sobre la normal principal en el sentido del vector
normal principal.

Demostracién.- Sea C una curva de clase C?® y una circunferencia C* con repre-
sentaciones paramétricas naturales

a:I—-R o R
respectivamente, que tiene un punto P comun. .
Si tienen un contacto de orden uno: & = &°. Luego, las circunferencias de
contacto uno con la curva en P son todas las que tienen la misma tangente que C.

De estas circunferencias determinemos las que tienen un contacto de orden dos,
al menos:

= %
BTy E=F o a-w- -8
& &

Por consiguiente, la curva y la circunferencia tienen la misma normal unitaria y
la misma curvatura.

Con lo que queda perfectamente determinada la circunferencia que tiene al menos
un contacto de orden dos con la curva, ésta esta situada en el plano paralelo a los
vectores & y & y que pasa por P (plano osculador). Su centro estd en la recta normal
y su radio es a = 1/k (ver Ejemplo 3.8).

(|

Asi el centro de curvatura de la curva @ : I — IR® en un punto s tiene como

vector posicién
- 1
8 =ad(sg) +
(s0) =(50)

7i(so0)
y el radio de curvatura es p = 1/k.

Definicion 3.12 La recta que pasa por el centro de curvatura de una curva C en P
perpendicular al plano osculador de C en P se llama recta polar de la curva en P.

La ecuacién de la recta polar correspondiente al punto OP = @(s) es:

Blu) = (s) + %ﬁ@) +ub(s).
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3.5 Torsiéon de una curva

3.5 Torsion de una curva

Similarmente a la funcién curvatura se tiene la siguiente interpretacion geométri-
ca de la torsién de una curva, de la que sélo damos el enunciado [, pag. 59].

Proposicién 3.13 La torsién de una curva reqular @ : I — IR® de clase C* existe

en todo punto reqular en el que & =+ 0 y viene dada por el

h—0 h
O

siendo 0 el angulo que forma las binormales 5(5 +h) y 5( ).

Vamos a obtener ahora algunas férmulas para la torsién. Multiplicando la iltima

férmula de Frenet por n obtenemos:

g d -
=-b-n=——txn)-n=—
T il ds< n) -1 (
Ademas —
— - - o leY - « K -
t = q, n=-—-5-—=—, n=-—-—au
[re I KooK
Con lo que - /2 . -
I o [a ko2 & & o
T:{tnn}: a— | — - S« = D)
K K K K
oo
{a&a}
T = = 5
I'a |

r Yy =z
T Yy Zz
r oy oz

TT TR 2

Pasamos ahora a calcular la torsién cuando el parametro no es el natural

-, dt -, [dt 2+H,d2t
a=a — a=a” | — a'—
s’ ds ds?’

B o [ dt ’ 3
“-a <_> T e T G
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38 TEMA III. Triedro de Frenet y Férmulas de Frenet

de donde
LT dt\° 6
[O[CY CY] — [O—Zl C_f,/ &,//] % — [O—Zl 62// C_f//,] ‘|&/|‘ )
Por lo que
[62/ al —»///] ”a/H_6 [—»/ =1/ —»///] HO‘/H [62/ al &»///]
T =
K CllarxarPla® @ xar)?
ralara
T = (@/)2(0—2//>2 (0—2/ &»//)2

donde hemos usado la identidad de Lagrange (pag. 179).
La expresion de la torsién en coordenadas cuando el pardmetro de la curva es
arbitrario es:

T
2" y p
T

3.6 Posicion de una curva con respecto a sus triedros de
Frenet

Con objeto de determinar la posicion relativa de una curva con respecto al triedro
de Frenet en un punto regular en el que &(s) +£ 0, estudiaremos las proyecciones de
la curva sobre los planos del triedro. Sea nuestro punto correspondiente al valor
s = 0 del parametro natural. La ecuacion paramétrica de la curva puede ser escrita
en la forma:

a(s) = dy + dos + 5Gos + 6(108 +&  £=o(s").
Por las formulas de Frenet
ﬁ
2 - 2 - 27 4 o2 L
ap = to, g = KRoNyo, Qg = —I-iot() + KoNo + /430’7'0[)0.

Sustituyendo en la férmula anterior

1 . 1 1. . 1 - .
a(s) =dp+ (s — 6/{333)150 + (55032 + 6/41083)710 + 6/1070331)0 + €.
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3.6 Posiciéon de una curva con respecto a sus triedros de Frenet 39

Escojamos ahora un sistema de coordenadas especiales en el espacio tal que el
punto considerado arriba es el origen y los vectores ty, o, g() son los vectores
unitarios de los ejes coordenados. En este sistema de coordenadas la curva puede
ser representadas por las ecuaciones:

1 1
r=s4o0(s), y= 5%3032 +o(s?), z= EHOTOSS + o(s%).
Despreciando en esta ecuacion los términos de orden inferior, podemos expresar
las proyecciones aproximadas de la curva en un entorno de P sobre los planos del
triedro de Frenet en el punto:

\

e La proyeccion sobre el plano osculador es la parabola:
r=3s8, Y= %KJ()SQ, z = 0.

e La proyeccion sobre el plano normal es la parabola semictibica con un punto
de retroceso en el origen:
3

r=0, y= %fi082, z = %RngS .

e La proyeccion sobre el plano rectificante es la parabola cibica:
3

r=s, y=020, z:%moms.
Ejemplos

Ejemplo 3.14 (Ver también el Ejemplo 4.12) Calculemos la curvatura y la torsion
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40 TEMA III. Triedro de Frenet y Férmulas de Frenet

en el punto (1/2,1/2,1//2) de la curva interseccion de la esfera y cilindro siguientes:
2yt +2=1 2+t —x=0

Tomando x como parametro, dicha curva tendra por ecuacién, en un entorno del
punto (1/2,1/2,1/+/2), d(z) = (z,y(z), 2(x)). Derivando resultan las ecuaciones:

x+yy/+ZZ/:O 1+y/2+yy//+z/2+zZ//:0
2x +2yy' —1=0 2+ 2y% +2yy” =0

2y/y// + y/y// + yy/// + 2Z/Z// _|_ Z/Z// + Z, 1 _|_ 2Z/// — 0
4y/ 1 + 2y/ 1 _|_ 2yy/// —

Que particularizadas en el punto (1/2,1/2,1/4/2) resulta:

%y/_'_%z/:_% %y +\}§z//__% 1 ”’+2Z”’=—%
y’zO y,_ _9 ///_O

Sistemas que tienen por soluciones, respectivamente:
a =(1,0,—v2/2), a" =(0,-2,-v2/2), a@" =(0,0,-3/4).
&’ < & _ [(=v2,v2/2,-2)] \/13 /

K = =
a3 3/23

[Oél —*//62///] B 3/2 B 3
& x a2 13/2 13

T =

Ejemplo 3.15 Si una curva & = a(s) tiene torsion T constante, la curva

g(s) = —lﬁ(s) +/g(s)d3

tiene curvatura constante igual a £T.

Calculamos ﬁ y B’ ' para determinar la curvatura x* de 3:

2

1 — 2 - — .—,\
= (—kt+rb)+b=—1 F="i+"q
T T T T
K3
Y] )
K" = Hﬁ XB H T g = || = £T.

7
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TEMA IV

Ecuacion natural de una curva

Las funciones curvatura y torsién caracterizan totalmente (al menos localmente)
a una curva, en el sentido que dadas dos funciones k y 7, existe bajo ciertas condi-
ciones una unica curva, salvo su posicién en el espacio, que tiene como curvatura y
torsion, respectivamente, a las funciones dadas.

4.1 Teorema fundamental de la teoria de curvas . . . . . . . . .. . ... 41
4.2 Hélice general . . . . . . . . .o 46
4.3 Esfera osculatriz . . . . . . . .. 47
4.4 Curvas esféricas . . . . . . . . 49
4.5 Ecuacion de Ricatti. . . . . . . . . . 50
4.1 Teorema fundamental de la teoria de curvas
Teorema 4.1 Dadas dos funciones continuas
k=k(s) >0, 1=1(s), (4.1)

definidas en un intervalo (a,b), finito o infinito, existe una curva paramétrica para
la cual s es el parametro natural y las funciones dadas £ y T son, respectivamente,
la curvatura y torsion de la curva. Dos curvas con la misma curvatura y torsion
se pueden superponer mediante un movimiento rigido. A las ecuaciones (4.1) se les
conoce como ecuaciones naturales o intrinsecas de la curva.

Demostracion.- Si una curva con estas propiedades existe, su ecuacion vectorial

@ : (a,b) — R s +— al(s),

41



42 TEMA IV. Ecuacion natural de una curva

satisface al sistema de ecuaciones diferenciales:

—

da/ds = t
dt/ds = i
tfds e (4.2)
dri/ds = —kt+7b
db/ds = —TNn
con las siguientes condiciones adicionales
2=i?=0b2=1, {-ii=@-b=0b-1=0, (4.3)

que expresan que los vectores t, 7, b, forman una base ortonormal.

La demostracion de nuestro teorema puede ser asi reducida a la demostracion
de existencia y unicidad de solucién del sistema (4.2) con las condiciones iniciales
(4.3). El valor inicial serd la posicién del punto para el valor sy del parametro y las
posiciones de los vectores del triedro de Frenet para el valor sg.

Sean las componentes de los vectores en cuestion, relativas a un sistema de coor-
denadas fijo en el espacio:

F= (" ¢%1%), = (n'n"n®), b=0"0"1), a=(zy,>2)

El sistema (4.2) es entonces equivalente a un sistema formado por las ecuaciones:

dx 1 dy dz 4
ds T ds T ds ’ (4.4)
y las nueve ecuaciones:
dt'/ds = Kn'
dn'/ds = —kt'+71b" (i=1,2,3) (4.5)
db/ds = —Tn’

y las condiciones (4.3) equivalen a que sea ortogonal la matriz:

tt 2
A= | nt n? n (4.6)
bl 2 b

El sistema (4.5) es un sistema con nueve ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden con nueve incégnitas (continuas). El teorema de existencia y unicidad
de la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, implica que este sistema tiene una
solucién que esta unicamente determinada por los valores iniciales:

(to:tot0),  (nosmgy o), (bos bg, bp)-

Probemos ahora que si la matriz de valores iniciales es una matriz ortogonal
entonces la matriz formada por las soluciones encontradas es también ortogonal. Ya
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4.1 Teorema fundamental de la teoria de curvas 43

que el determinante de esta matriz es una funcién continua y sus valores pueden ser

1 o —1 solamente, este determinante sera constante. Consecuentemente los vectores

t. i, b forman una terna orientada positiva, determinada por el valor inicial.
Consideremos las funciones

st +n'n? + b, (i,7 =1,2,3)
donde t*, n¥, b* son soluciones del sistema (4.5). La derivada de cada una de estas

funciones es igual a:

d dt’ dtf dni . dnddb v
i¢d I N T nd i 2 R
g5 ('t i’ 4+ 00) st T T T s st T s T

— kn't! + kt'n? — kt'n?d + b7 — kn't? + Y — 'Y — Thnd = 0.

lo que implica que - o -
t't? +n'n? + 0V = cte.
Pero la matriz (4.6) es ortogonal (*AA = 1) si y sdlo si

1 parai=7

iy i g inj _
t't! +n'n’ + b0 {O para i £ j

Consecuentemente, si la matriz es ortogonal para un valor de s, es ortogonal para
todos los valores.

Usando la solucién de (4.5) que estd determinada por los valores iniciales de
t. 1, g, podemos encontrar la solucién de (4.4), que estd univocamente determinada
por los valores (xg, Yo, z0) de las funciones z, y, =z

Asi, vemos que, dado el punto inicial y los valores iniciales de los tres vectores
del triedro de Frenet, podemos encontrar una unica curva que tiene las funciones
curvatura y torsiéon dadas y el triedro de Frenet dado en el punto inicial.

Ya que dos triedros de Frenet pueden ser superpuestos por un movimiento rigido,
lo mismo ocurre para las soluciones encontradas, lo que prueba la segunda parte del
teorema. O

Definiciéon 4.2 Las ecuaciones k = k(s) y 7 = 7(s) que establecen la dependencia
de la curvatura y la torsion de la longitud de arco y determinan la curva salvo su
posicion en el espacio se denominan ecuaciones naturales de la curva.

Solucién general de las ecuaciones intrinsecas de una curva

La ecuacién natural de una curva plana (7 = 0) puede resolverse (es decir, se
puede hallar las coordenadas cartesianas) mediante dos cuadraturas. En efecto, si
damos una ecuacién de la forma x = k(s), mediante las relaciones

dy dx dy

= cos p = - sen @ = =,
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44 TEMA IV. Ecuacion natural de una curva

vemos que x e y pueden determinarse por dos cuadraturas:

x:/scosgo(s)ds y:/ssengp(s)ds gpz/sm(s)ds

S0 S0 S0

O bien
¢ 1 ¢ 1 s
:1::/ —cos pdyp y:/ —sen @dp gpz/ K(s) ds
K K s

®o %o

En el caso de curvas alabeadas (7 # 0) cabe intentar la resolucién de la ecuacién
diferencial de tercer orden en t(s) que se obtiene a partir de las ecuaciones (4.2) por

eliminacién de 7i(s) y b(s); o sea la ecuacién [6, pag. 33]:

d3t d(l 2)d25+ d /1 L1 dde_i_ 2, 2 df+ d(lﬁz){ 0
— — —(In7r*)—= + |k—5 | — — — — + R F T —F T ()t =
ds3  ds ds? ds®> \ Kk KT ds ds ds ds T
A partir de la cual 7 y l;, se obtienen de
- 1dt g 1 d*t 1d/<;df+ 27
= —— = —|=-—=—-——-—+K1]|.
Kds’ kT \ds? Kk dsds

Sin embargo, es posible reducir el problema a la resolucién de una ecuacion de
primer orden (ecuacién de Riccati, ver pag. 50); este tipo de ecuaciones esta bien
estudiado, su integracion no puede reducirse a cuadraturas, su resoluucion debe
pasar necesariamente por encontrar una integral particular, con lo cual se puede
reducir a una ecuacién de Bernoulli (n = 2), y finalmente a una ecuacién lineal;
encontrada la solucion de ésta y haciendo las transformaciones inversas se llega a la
solucién general de la ecuacion de Riccati.

Dicha ecuacién de Riccati es [7, Pag. 27] [21, Pag. 43]:

dw T 5 . VT
— = —Ww” —kw — —.
ds 2 2
Cuya solucién se expresa de la forma
cfi + f2
w=———"=
cfs + fa

siendo f1, fo, f3, fi4 funciones de s.
Entonces la curva tiene por ecuaciones:

S S S
:E:/ t!ds y:/ t% ds z:/ t3 ds
S0 S0 S0
siendo

BB -1 o (B—RD+U—FD) o abi—hif
2(f1fs — faf3) 2(f1fa— faf3) fifa— fafs
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Ejemplo 4.3 Ecuacion intrinseca o natural de la circunferencia: k= 1/a, 7 = 0.
A) Como curva plana:

x:/acosgodgo y:/asencpdcp @z/l/ads
Condiciones iniciales: @9 =7/2 (z0,y0) = (a,0)
r=aseny Yy=-—acosy p=s/a+m/2

x=acos(s/a) y=asen(s/a).

O bien

a::/cosgo /sengo gpz/l/ads

x = /cos(s/a+7r/2 /sen s/a+ m/2)ds o =s/a+m/2

r =a sen(s/a+7m/2)+ 1 y = —a cos(s/a+7/2) + co

xr = a cos(s/a) y = a sen(s/a).

B) Por el método de la ecuacién de Riccati:

dw T

iT
— = —Ww’ —ikw — —
ds 2 2
dw : s
— =—lkw = w=ce e
ds
Por lo que:
fl_e_za f2:07 f3:O7 f4:1
B e—1(2s/a) 4+ 1d . e—1(2s/a) _ 1d
V= Toemit/ay ¥ YT Tt/ ¢
1 : , 1 . ,
= / (O L sy =i / (e=i(5/a) _ ¢ils/a)) g
1 -s . —S C s 1 s S
x == [(cos— +isen — + cos — +isen—)ds = = [ 2cos —ds = asen —
2 a a a a 2 a a
’ — 1
Yy = 3/(cos—8 +isen — + —cos ~ —isenf)ds —/2senfds — —acos >
2 a a a a 2 a a
s s
r=asen— Y= —acos—
a

Haciendo el cambio de pardmetro sx = s — a(mw/2), resulta:

S S
r=acos— Yy =asen—.
a
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46 TEMA IV. Ecuacion natural de una curva

4.2 Hélice general

Definicién 4.4 Una hélice es una curva que forma (su vector tangente) un dngulo
constante con una direccion fija en el espacio.

Proposicién 4.5 (de caracterizacién) Una curva paramétrica de clase C3, con
k # 0, es una hélice general si y solo si T/k = cte; ademds, T/k = cotag 0y, donde
Oy es el dngulo constante entre la curva y la direccion fija en el espacio.

Demostracion.- Sea u un vector unitario que determina la direccién constante.
Entonces tenemos:

Consecuentemente -t =0y ku -1 = 0. Como por hipétesis x # 0, se sigue que

-n =0,

£

con lo que el vector u queda en el plano rectificante.
Diferenciando esta ecuacién, se obtiene:

T n=0 & —kG-t+70-b=0.

Ya que @ es un vector unitario en el plano rectificante y 4 - t = cos 6, tenemos
que (U b=sen § o @b=—sen 0). Podemos excluir el ultimo caso sin pérdida de
generalidad, simplemente reemplazando el vector « por el vector —u, que determina
la misma direccién en el espacio. Consecuentemente tenemos la ecuacién natural o
intrinseca de una hélice:

—K cos 0 +7 sen =0
T cotag 0 = cte.
K

Reciprocamente, si se satisface la relacién 7/k = cte, entonces el vector @ =
(T/K)t + b es constante, ya que

da T = I .
— =—t—m=—-—rn—m =0.
ds K K

Por otra parte, €l 4ngulo entre @ y ¢ es constante, ya que

cotag 0 =

=1

-
= — = cte.
K
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4.3 Esfera osculatriz

Definicion 4.6 Una esfera tiene un contacto de orden p al menos con una curva en
un punto comun P si d, = o(hP), siendo dy, la distancia de un punto de la curva de

abscisa curvilinea h a la esfera.

Definicion 4.7 Una esfera que tiene un contacto superior a dos con una curva en
un punto Py se llama esfera osculatriz de la curva en Py.

Proposicién 4.8 Una curva de clase C* tiene una y sélo una esfera osculatriz en
todo punto reqular en el que k # 0, T # 0. El centro C de la esfera osculatriz estd
situado en la recta polar (Definicion 3.12) y si K es el centro de curvatura, se tiene

KC=-"3

El radio de la esfera osculatriz es igual a R = | — +

k2T

1 k2

K2 kA2

La esfera osculatriz tiene un contacto de orden 3 al menos con la curva.

Demostracion.- Sea C el centro de una
esfera pasando por el punto Py, y sea () un
punto variable en la curva.

Denotemos por Sy S’ los puntos en que
la recta que pasa por C y (@) interseca a
la esfera. En orden a estimar el orden de
contacto de la esfera y la curva en el punto
Py, hemos de estimar la distancia d = QS
del punto () a la superficie de la esfera. En
su lugar podemos estimar la cantidad 0 =
QS QS

En efecto, cuando ) — P, tenemos que
QS — 0y QS" — 2R, donde R es el radio

de la esfera. Por tanto:
)
‘E‘ —2R<6=0(d) &

< 0 y d son del mismo orden infinitesimal.

Ahora sea @ : I — IR® s d(s) una representacién paramétrica regular de la

curva, y el punto Py correspondiente al valor s = 0; &g, tg, 7g, by, To, ko los valores
de las correspondientes funciones en el punto s = 0, por @ = OC' el vector posicion
del centro de la esfera y por R el radio de la esfera. Entonces tenemos:

§=0SQ5 =

= (QC - R)(QC + R)

(QC —CS)(QC+CS") =

—QC" — R* = (4(s) — 4)? — R?
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La féormula de Taylor en s = 0 da:

5§ = (Ay—a@)%— R?+2s(dy — a)to+ s*(1+ (ao — @)kofig) +
2 oL -
—1-533(520 — @) (—kKity + koflo + KoTobg) + o(s2).

Ya que el punto P, esta en la esfera, tenemos:
(dg —a@)*> — R* =0.

El requerimiento de que el contacto fuera de orden 3 por lo menos lleva consigo

las condiciones:
(@ — @)to =0, (4.7)

que significa que la curva es tangente a la esfera;

1
1+ (520 — a)ﬁoﬁo =0« (O_ZO — 5)ﬁ0 = -, (48)
Ko
que significa que la proyeccién del centro sobre el plano osculador coincide con el
centro de curvatura K, en otras palabras, que el centro esta en la recta polar; y
finalmente

(620 — d’)(—m%ﬁ) + KoTg + lﬁ?()T()g()) =0

que, usando (4.7) y (4.8), queda

— ? + /‘6070(0_20 — 6)50 =0 (49)
0

Las ecuaciones (4.7), (4.8) y (4.9) determinan completamente el vector posicién
del centro. En efecto, sea

@ — @y = Mo + pito + vbo.

Multiplicando escalarmente por £, se obtiene, por (4.7), que A = 0.

1
Multiplicando escalarmente por 7iy, obtenemos, debido a (4.8), que p = —.
Ko

Y finalmente, multiplicando por by y usando (4.9), se sigue que
K K
— 4+ koTov = 0, de donde v=— 20 .
Ko RgTo

Consecuentemente, el centro de la esfera osculatriz en P, viene dado por
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4.4 Curvas esféricas 49

El radio de la esfera osculatriz es pues

O

Corolario 4.9 FEl plano osculador corta a la esfera osculatriz a lo largo de la cir-
cunferencia osculatriz. O

4.4 Curvas esféricas

Si una curva estd enteramente en una esfera, entonces esta esfera es la esfera
osculatriz de la curva en todo punto. Consecuentemente, el radio de la esfera oscula-
triz como una funcién del parametro es constante, y también lo es el vector posicion
del centro de la esfera osculatriz.

Inversamente, si todas las esferas osculatrices en varios puntos de la curva coin-
ciden, entonces la curva esta en esta esfera constante.

Encontraremos una condicién necesaria y suficiente para que el centro y radio de
la esfera osculatriz sea constante:

— — 1—» K o
a = a—i——n—Tb
K K2T

- - 15 K d K - P
a = a+-n——n——|—)b— ——b=

+/<, K2 ds(&%) K2T

. d K - K
= t+ —(—kt+70)— 50— — | 5= | b+ 5—Tii =
+ o (—nt + 7b) mn ds(n%‘) +H2TTn

Esto implica que el centro de la esfera osculatriz es constante si y sélo si

T d K
o2 () =o.
Kk ds (/{%’)

Por otra parte tenemos:

o= (X 2
K2 k21 )
dR? K d K
- — —2 tr 4 2 _— —_— _— —
ds R (/127') ds </<c27'>
2k 2% 0d [k
o K31 K21ds \ K21 )
B 26 | T d K
k2 |k ds \ k27 )|
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50 TEMA IV. Ecuacion natural de una curva

Asi, bajo la suposicién de que k # 0, 7 # 0, esta derivada es nula si

T d K
———|—==]=0
Kk ds \ k°T
Consecuentemente, en este caso, el radio y el centro de la esfera osculatriz son
constantes. Y tenemos la siguiente caracterizacién de curvas esféricas:

Proposicién 4.10 Una curva de clase C* tal que k # 0, 7 # 0, estd en una esfera

st y solo si
T d K
——— (=] =0.
K ds(m%)

4.5 FEcuacion de Riccati

La ecuacion de Riccati:

y' = A(z)y® + B(z)y + C (=), (4.10)

se puede resolver completamente cuando se conoce una integral primera ¥;; pues
sustituyendo y = y1 + 2, resulta la nueva ecuacién:

v+ 2" = A(@)yi + B(x)ys + C(z) + 2A(z)y1 2 + A(z)2* + B(x)z,
que simplificada, por satifacer y; a la ecuacién (4.10) , resulta:
2 = (2A(z)y1 + B(2))z + A(z)2>.

Que es una ecuacién de Bernoulli (n = 2), que se convierte en lineal, dividiendo
por z2 y poniendo u = 1/z:

u' = (= 2A(z)y1 + B(z))u — A(z).

Integrando esta ecuacién se deduce la solucion de la ecuacién (4.10) mediante la

transformacion: |

y=1y + —.
U

Ecuacion de Bernoulli
y' +yP(z) = y"Q(x).

Mediante la transformacién v = y! =" = y~"y’ = (1/1—n)u’, resulta (en nuestro
caso n = 2):
u' 4+ (1 —n)uP(z) = (1 —n)Q(x).
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4.5 FEcuacién de Riccati 51

Ecuacién lineal
y' +yP(z) = Q(x). Solucion: yef Pla)dr _ /Q(m)ef Plo)de g 4

Ejemplo 4.11 Resolver la ecuacién de Riccati y’' =272 — 271y — 42,

Una solucién particular es y = —1/x y con la sustitusicién y = —1/x + 1/u,
resulta la ecuacién lineal: u’+u/x = 1, cuya solucién general es: u = (22 +¢)/2z.
Resultando como solucién general de la ecuacién de Riccati dada, el haz de

cubicas:
2x 1

24+c¢ 2

y:

Ejemplos

Ejemplo 4.12 Un punto P que parte desde Py(1,0,0) (en coordenadas cartesianas)
recorre con movimiento uniforme, de velocidad angular constante, la circunferencia
de centro O(0,0,0) y radio 1 del plano XOZ; al mismo tiempo gira el plano que
contiene a dicha circunferencia, también con movimiento uniforme con la misma
velocidad angular, alrededor del eje OZ.

La tayectoria del punto P es
la curva C situada en la esfera de
centro O y radio 1, descrita por
la representacion paramétrica

a(#) = (cos® ), cos @ sen ), sen §).

La proyeccién de la curva C
sobre el plano XOY es una cir-
cunferencia de radio 1/2 y cen-
tro en (1/2,0,0); en efecto, dicha
proyeccion es

a# () = (cos® 0, cosfsen ), 0),
que satisface a la ecuacién:

(x—1/2)* +y* =1/4.

También podemos verificar que a#* es circunferencia dicha, comprobando que
tiene curvatura constante y calculando su centro (centro de curvatura):

.
ax (0) = (—2cosfsen, —sen? 4 cos? 6,0) = (— sen 26, cos 26, 0),
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H2 TEMA IV. Ecuacion natural de una curva

—

ax"(0) = (—2cos 20, —2sen 26,0).

. — — sen 20 cos 20 _ 9
FE=1 _9c0s20 —2sen20 |~ ©

Luego el centro de curvatura es

a%(0) + i%o?(e) — (1/2,0,0).

K*

La curva C queda definida como la interseccién de la esfera y el cilindro
4yt =1 (x —1/2)* +y* = 1/4.

Esto nos permitira calcular las rectas tangente, normal principal y binormal,
asi como los planos osculador, normal y rectificante a dicha curva en el punto de
coordenadas (0,0, 1), sin que tener que parametrizar la curva con el parametro arco.

Tomando y como parametro y derivando tenemos

xx' +y+22/=0

. I
(z—1/2)2' +y =0 }, que en el punto (0,0,1): (z',y',2') = (0,1,0).

$/2 —|-LC'£U” _I_ 1 _I_ Z/2 _|_ ZZ// — O
2?4 (2 —-1/2)2" +1=0 ,oen (0,0,1): (2,97, 2") = (2,0, -1).

Con estos dos vectores, ahora es inmediato, determinar las rectas y planos del
triedro de Frenet en (0,0, 1):

Recta tangente (direccién, (0, 1,0)): x=0,z=1.
Recta binormal (direccién, (0,0,1) x (2,0,—1) =(-1,0,-2)): y = 0,22 —2+1 = 0.
Recta normal (direccién, (0,1,0) x (1,0,2) = (2,0,—-1)): y=0,z+2z—2=0.

Plano osculador (perpendicular a (1,0, 2)): x+2z—-2=0.
Plano normal (perpendicular a (0,1,0)): y = 0.
Plano rectificante (perpendicular a (2,0,—1)): 2 —z+1=0.

A esta curva C se le conoce como béveda de Viviani y ademas de ser la interseccion
de
Esfera: 22 + y? + 2° =1, y Cilindro: 22 +y* — 2 = 0,

es la interseccién de
L2 2 2 s Qi 2
Cono: 2z = (x — 1) +y*, y Cilindro parabdlico: z* =1 — .
Asi como la interseccién de la esfera y cono, esfera y cilindro parabdlico, cilindro y
cono, cilindro y cilindro parabélico, considerados.

Se obtiene la béveda de Viviani poniendo la punta de un compés en el interior
de un cilindro de revolucién y trazando sobre este cilindro una circunferencia del
mismo radio que el diametro del cilindro.
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TEMA V

Curvas deducidas de otras

Este tema lo dedicamos a obtener ciertas curvas C; a partir de una curva dada
C, estableciendo una correspondencia entre sus puntos, basiandonos en determinadas
propiedades geométricas.

Trataremos de caracterizar tales curvas C; mediante sus ecuaciones paramétricas.
Tiene fundamental interés estudiar las propiedades de las curvas C; y, en particular,
investigar su relacién con la curva dada C; para lo cual es conveniente referir los
puntos de C; a un sistema de coordenadas asociado a un punto variable de la curva
C. Por lo que podemos considerar este tema como una aplicaciéon de resultados
obtenidos fundamentalmente en los dos temas anteriores, a la resolucion de ciertos
ejercicios, para lo cual necesitamos ademas algunos conocimientos relativos a la
resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales.

5.1 Evolutasdeunacurva . . . ... .. ... ... ... ... ... 53
5.2 Involutasdeunacurva . . . . . . . . . . ... ... ... 55
5.3 Curvas paralelas . . . . . . . .. . ... 56
5.4 Envolvente de curvas planas . . . . . . . . ... ... ... 59

5.1 Evolutas de una curva

Una curva en el espacio tiene infinitas normales en todo punto. Ellas son las
rectas que pasan por el punto y son perpendiculares a la tangente en el punto; asi
ellas estan situadas en el plano normal que es generado por los vectores 77 y b.

Consideremos una familia uniparamétrica de normales a la curva C con ecuacion
paramétrica @ : I — IR* s+ d(s) tal que a cada s corresponde una normal
en el punto correspondiente a s, y el vector direcciéon de la normal es una funcion
diferenciable del parametro.

53
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Definicion 5.1 Una curva Cy cuyas tangentes constituyen una familia uniparamé-
trica de mormales de la curva C, siendo el vector direccion de las normales una
funcion diferenciable del parametro, se dice que es una evoluta de la curva C.

Tratamos de encontrar las evolutas de una curva de clase C3. Sea la ecuacién
deC @ :1— IR’ s+ d(s) con parametrizacién natural. Si una evoluta existe,
el vector posicion de sus puntos viene dado por:

—

Bs) = d@(s) + A(s)ii(s) + u(s)b(s),

donde A, i1 son funciones del pardmetro s (ndétese que el parametro s no es necesa-
riamente natural para la evoluta Cy).

En el supuesto que las funciones A y u sean diferenciables, tratemos de determi-
narlas.

La ecuacion del vector tangente a la curva Cq es:

G = & + At + A+ jub + pib.

Usando las férmulas de Frenet obtenemos:

3 =1+ Mi(s) + M=kt + 7b) + b — prA.

G = (1= A&)F+ (h — pr)ii + (A + )b,
Pero este vector tangente debe ser paralelo al vector An + ,ul_; . Asi:

3 x (At 4 ub) = 0,
esto es .
1— Xk =0, p(A — pur) — XA+ 1) = 0.

La primera ecuacion implica que

A=,
K

es decir, A es igual al radio de curvatura de la curva C (con xk # 0). Por tanto, el
punto de vector posicion & + A1l es el centro de curvatura, y el punto de la evoluta
con vector de posicion & + A1l + ,ug esta situado en la polar de la curva C en s. jNo
existe punto en la evoluta correspondiente a un punto de la curva en el que & = 0!

La segunda ecuacién es una ecuacion diferencial que puede transformarse como
sigue:

| . A=\ ?
pA — 2T = NPT+ A = ph = A= (N 4+ 0T = 'u)\—2“: <1+<H) >T

5=+ (0)) = di—@— = (arecots (£)) =7
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Integrando:

arccotg (%) = /T(S)dS +c, (¢, constante)

M:Aax</}@ym+c>

Asi la ecuacion de la evoluta, si existe, es:

y finalmente

B(s) = d(s) + 571(s) + =5y cotg (f 7(s)ds + ¢) b(s)

K

Nota 5.2 Si la curva es plana, entonces 7 = 0, y existe entre las evolutas de la
curva una que esta situada en el mismo plano de la curva. La ecuacién de ésta es:
- 1

B(s) = d(s) + @ﬁa

la evoluta plana es, por tanto, el lugar de los centros de curvatura de la curva dada.

Nota 5.3 En el caso general (7 # 0) el lugar de los centros de curvatura no es una
evoluta, ya que las tangentes a este lugar geométrico pueden no intersecar a la curva

dada.

5.2 Involutas de una curva

Definicion 5.4 Una curva C1 que interseca segun un dngulo recto a las tangentes
de una curva C se llama involuta de C.

Se deduce obviamente de esta definicién que “C; es una involuta de C si sélo si
C es una evoluta de C;.”
Sea @ : I — IR® una representacién paramétrica natural de clase C? de una
curva C, entonces la ecuacién de una involuta, supuesta que existe, sera de la forma:

— =

B(s) = al(s) + A(s)t(s)-

Esta sera la ecuacion paramétrica de una involuta si y soélo si su vector tangente
(' es ortogonal al vector tangente ¢ de la curva original C. Esta condicién nos permite
calcular la funcién A(s):

G =&+ M+ M= (1+ N+ Awi.
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La condicién ' -t = 0, implica
1+A=0=>A=—-1=\A=s55—s5,

donde sp es una constante arbitraria.
Entonces la ecuacion de una involuta es

Bls) = as) + (s0 — 9)ils)

Cs

Q|
™|

5.3 Curvas paralelas

Definicion 5.5 Dos curvas son paralelas en caso de que sea posible establecer una
correspondencia biyectiva entre sus puntos de tal forma que puntos correspondien-
tes estén a tgual distancia y ademds las tangentes en puntos correspondientes sean
paralelas.

Dos involutas de una curva C son paralelas, para las que puntos correspondientes
estan sobre una tangente a C. De una curva puede decirse que es paralela a si misma,
la distancia entre puntos correspondientes es cero en este caso.

Determinemos ahora todas las curvas paralelas a una curva dada C, distinta de
una recta y de una curva plana. Para este propésito, consideremos la ecuacion
paramétrica @ : I — IR® s — d(s) de una curva curva C, con parametrizacién
natural; el vector posicion de una curva C; paralela a C, sera

Bs) = als) + &(s)E(s) +n(s)ii(s) + C(s)b(s),
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y como la tangente a C; debe ser paralela a la de C, esto es, perpendicular a la
normal y a la binormal de C, resulta

3 =+ &0+ Erit + it + n(—kt + 7b) + (b — ¢,
i-f=kE+n—1¢C=0, b-F=m+(=0,
y ademés como ||3(s) — @(s)|| = ¢ (constante), resulta
E+nt4+2=¢ de donde §§7+m'7+¢<':0.
Tenemos asi que resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
TC=rE+N,  C=-Tn, &M+ (=0,

El resultado de eliminar 5 y 1) entre estas ecuaciones es

£(6 —kn) = 0.

Tendremos que considerar tres casos, segin que ambos factores se anulen 6 £ # 0
6&—kn#0.

e En el primer caso, las condiciones £ =0 y é = kn, implican que ¢ =0, =0y
¢ = 0. Entonces, en este caso la curva C; paralela a la curva C coincide con C:

B(s) = a(s) (5.1)

e En el segundo caso, tales curvas son caracterizadas por £ #0y £ — k& = 0. En
consecuencia, las curvas paralelas se obtienen resolviendo las ecuaciones diferenciales

E=kn, H=-kE+TC  (=-Tn,

sistema que es similar al (4.5) para cada uno de los valores de i = 1,2, 3; por lo que
la solucién més general es

&= art' + ast? + ast® n = byn' + bon? + byn? (= c1b' + cob® + 03b3,

donde los a;, b;, ¢; (i = 1,2,3) son constante que verifican a; = b; = ¢;.
Las ecuaciones de las curvas paralelas a la curva C seran

3 3 3
B=a+ ( Z a; (t " +n'n'+b'b"), Z a; (t*t +nn’ +b%b"), Z ai(tsti—l—n?’ni#—b?’bi)) :
i=1 i=1 i=1
Y, por el mismo razonamiento hecho en la pagina 42, tenemos, si @ = (aq, as, as),
que
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—

G(s) = d(s) + . (5.2)

Asi, en este caso, las curvas paralelas se obtienen a partir de C por traslaciones.

e El tercer caso estd caracterizado por las condiciones & = 0 y 5 — kn = 0.
Es evidente que 1 # 0, y la solucion del problema pasa por integrar el sistema de
ecuaciones diferenciales

n=1(  C=-mn, N+ =c (c#0)
O sea,
al = 7ds

NG e

= —71ds.

Cuya solucién es

§=0 7 = csen (/ Tds + h) ¢ = ccos (/ Tds + h) (h constante)

En este caso las curvas paralelas a C vienen dadas por

g(s) = ad(s) + csen (f Tds + h) n + ccos (f Tds + h) b. (5.3)

Estas son curvas (distintas de C, pues ¢ # 0) que son paralelas a C y no se
obtienen por traslaciones de la curva C.

Otra caracterizacién de curvas paralelas esta dada por:
Proposicién 5.6 Las trayectorias ortogonales de los planos normales a una curva
C son paralelas a C.
Demostracién.- Si @ : I — IR® es la parametrizacién natural de C, las trayec-
torias ortogonales a sus planos normales vendran dadas por

B(s) = ai(s) + n(s)ii(s) + ()b(s)-

Por tanto, debe verificarse que

§—=7¢=0 ¢+71=0,
de donde, eliminando 7, resulta
m+CC=0 porloque 7*+¢*=c® (c, constante)

Luego, las curvas de parametrizacion 3 son paralelas a C y sus ecuaciones vienen
dadas por (5.3); incluyéndose ademés la propia curva C si ¢ = 0, pues entoces n = 0

y ¢ =0.

Utilizando todo lo obtenido hasta sobre curvas paralelas ((5.2), (5.3) y Proposi-
cién 5.6), podemos enunciar:
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Proposicion 5.7 Las curvas paralelas a una curva dada C, que no sea una recta ni
una curva plana, son las curvas obtenidas por traslaciones de C y las trayectorias
ortogonales a los planos normales de C. O

5.4 Envolvente de curvas planas

Definicion 5.8 Una familia uniparamétrica de curvas planas (Cy)xes es el conjunto
de curvas en el plano cuyas ecuactones vienen dadas implicitamente o paramétrica-
mente por:

fz,y,\) =0; r=x(t,\) y=y(tA)

respectivamente.

La familia recibe el nombre de haz de curvas cuando f es lineal en \.
Se puede definir también familia de curvas dependientes de varios parametros.
Ejemplo 5.9 La familia de curvas
(- N2 +y* =1, —00 < A < 00,
esta formada por todas las circunferencias de radio 1, con centro en el eje OX.
Ejemplo 5.10 La familia con dos parametros u, v
(x—u)?+(y—v)’ =1,

representa todas las circunferencias de radio 1, con centros en el plano XY . Para
v = 0 se obtiene la familia unipamétrica del Ejemplo 5.9.

Ejemplo 5.11 El par de ecuaciones:
r=Acosp y=Aseny (0<A<oo, 0<¢p<27m)
representan, para cada A, una circunferencia de centro O y radio \.
Ejemplo 5.12 La familia de curvas dada en forma paramétrica:
x=M\N+cosp, y=sen g, (—oo <A< o0, 0<p<2m),
es la misma familia del Ejemplo 5.9.

Definiciéon 5.13 Se llama envolvente de una familia de curvas planas (Cx)aer a
una curva £, no comprendida en la familia, tal que en cada uno de sus puntos es
tangente a una curva de la familia.

Veamos ahora como se obtiene la envolvente de una familia de curvas.
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A) Caso de curvas dadas en forma implicita

Proposicién 5.14 Para que exista una envolvente £, de ecuacion paramétrica re-
gular x = x(X), y = y(N), de la familia unipamétrica de curvas planas (Cx)xer
dadas en forma implicita por la ecuacion:

teniendo f primeras derivadas continuas y verificando ademds, al menos en los
puntos de contacto, f* + fy2 £ 0 (D es necesario que satisfaga al sistema

f(@(A),y(A),A) =0
fr(z(N),y(N),\) = 0. (5.5)

Por tanto, si existe envolvente de (5.4), ésta se encontara entre las soluciones del
sistema:

flz,y,A) =0
fA(m7y7)‘) = 0.

Demostracion.- Supongamos que en un cierto intervalo del parametro A, la fa-
milia (Cy)xes tenga una envolvente & regular respecto a dicho pardmetro . Esta
envolvente £ vendra representada paramétricamente por:

r = x(A), y =y(N),

con la condicién z’2 4+ y’? # 0, al suponerse regular, a fin de que la tangente a &
exista en todos sus puntos. El valor del parametro A es el correspondiente a la curva
de la familia (Cy)xes que contiene al punto de contacto de la envolvente. Por tanto,
en el intervalo considerado, las ecuaciones de la envolvente deben satisfacer a (5.4),
es decir se verificara:

f((A),y(A),A) =0.
Por derivacién respecto a A obtenemos:

fex" () + fuu' (V) + fr =0.

En un punto P de contacto la tangente comun a la curva de la familia Cy y a la
envolvente & tienen de pendientes, respectivamente:

fa )IZMM
fy z'(A)’
y como ambas deben ser iguales, se verificara:
fex'(N) + fyy'(N) = 0;

expresion que, junto con la anterior, implica que

f)\(xa:%A) =0.

(1) Para que los puntos sean regulares y la curva tenga asegurada una tangente en ellos.
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Proposiciéon 5.15 Si f(x,y,A) = 0 es la ecuacion de una familia uniparamétrica
de curvas planas (Cx)xer y se verifica:

a(f, fr)
A= O(z,y)

entonces existe una curva £ envolvente de la familia (Cy)xes tangente a las curvas
de la familia en sus puntos ordinarios.

#0 'y fa#0,

Demostracion.- La primera parte, es decir la existencia de la solucion = =
x(t), y=y(t), se sigue inmediatamente debido al teorema de la funcién implicita

al ser A # 0.
Por otra parte, derivando en (5.5), respecto a A, obtenemos el sistema:

' N+ fyy' AN+ =0
fma:’( )+ gy (A) + fax = 0.

sistema equivalente al:

fex'(N)+ fyy'(A) =0
Pre ' (A) + fayy'(N) + for =0,

al ser f, = 0. Pero, por las hipdtesis impuestas, este sistema tiene solucion
x'(A),y’(\) no idénticamente nula. Y la primera de éstas, expresa la condicién
de tangencia entre £ y C,. O

Nota 5.16 Hay que tener en cuenta que, al hallar la envolvente, la soluciéon del
sistema que permite determinar la envolvente puede contener no sélo a la envolvente
de la familia, sino también al lugar de los puntos singulares de la familia y a algunas
curvas de la propia familia.

Veamos, lo relativo a los puntos singulares:

El lugar de los puntos singulares de la familia de curvas (5.4) se obtiene como
solucion x = z(\),y = y(A) del sistema fi(z,y,\) = 0, fy(z,y,\) = 0. Estas
soluciones satisfacen no sélo a f(x,y,A) = 0, sino también a fy(z,y,A) = 0; pues,
derivando en f(z,y, ) = 0, obtenemos f, z’(X)+ f, y'(A\) + fx =0, y como en tales
puntos f; = f, = 0, resulta f\ = 0.

Ejemplo 5.17 (Ejemplo 5.9) Sea la familia de circunferencias de radio 1 y centro
en el eje OX:

(x—N)?4+y* =1
Tendremos
O,y ) ==2x—-)) = 2@x—-A)=0 = z=)

que llevada a la ecuacién de la familia, nos da y = £1, que son las ecuaciones de las
dos rectas envolventes.
Las condiciones de la Proposicion 5.15, se cumplen evidentemente.
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Ejemplo 5.18 Consideremos la familia de astrofoides
fx,y, ) =@+ @y =N (z—-2)+z=0.
Tendremos
zy,N)==2y—AN)(x—-—2)=0 = y=X\ z=2.

La x = 2, corresponde a una asintota, que descartamos
como envolvente ya que no es tangente en puntos propios,
de hecho se trata de una curva de la familia (A = 00).

La y = A, llevada a la ecuacion de la familia, nos da

X
5 > ??(x—-2)+x=0 = 2=0 z=1.

a La recta x = 1 es el lugar geométrico de los puntos
dobles (f, = f, = fn = 0); por tanto, no forma parte de

la envolvente.
La recta x = 0 es, evidentemente, la inica envolvente.

Fijémonos que en el caso de los puntos singulares, no se cumple la primera
condicion de la Proposicion 5.15.

Ejemplo 5.19 Sea la familia de rectas
f(x7y7)‘) :y_)\B —3>\2($—)\) = 0.
Resulta ser:
iz, y,A\) = =6Az—A) =0 = A=0; A==
Y

Para x = )\ obtenemos la parabola ctbica y = 23, que es
/ — la envolvente (toda la curva es la envolvente de sus propias
X  tangentes).
Para A = 0 obtenemos la curva de la familia y = 0, que

no se considera como envolvente y que es la tangente a la
curva en su punto de inflexion.

B) Envolventes de curvas planas dadas en forma paramétrica

Proposicién 5.20 Para que exista envolvente & reqular de la familia de curvas
planas (Cx)aer dada en forma paramétrica por la ecuacion vectorial & = a(t, ) ,
donde & estd definida en un dominio D C IR?, con derivadas continuas @y, @ y tal
que Qi # 0, es necesario que se verifique

d(at, a?)

oty
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5.4 Envolvente de curvas planas 63

Demostracion.- Si existe una envolvente regular £, ésta tendra una ecuacién de
la forma ~
B(A) = a(t(A), A),
que resulta de sustituir en & = a@(t, \) la dependencia funcional regular ¢t = t(\) que
exigimos debe existir entre ¢ y A en los puntos de contacto de la envolvente con las

curvas de la familia.
Un vector tangente a la envolvente sera de la forma

d3 0a 0a dt
AT N atdn
mientras que un vector tangente a una curva de la familia es
@’
ot
En el punto de contacto entre envolvente y curva de la familia, deberan ser
linealmente dependientes ambos vectores, es decir, el determinante

oa Oadt Oa

o Tanan an Y

de donde se obtiene

at’ o

oa oa
O

-

Proposicion 5.21 Para que la familia (Cx)xer de curvas planas de ecuacion a =
a(t,\), tenga envolvente en un entorno de un punto (a,b) € D, es suficiente que la
funcion

d(at, a?)

: 2 _, _
¢:DCIR>—> R HtN R

verifique:

N =
—_ — — —

¢(a,b) = 0.

¢ diferenciable.

o continua y ¢x(a,b) # 0.
¢+ continua y ¢¢(a,b) # 0.

La envolvente se encuentra entonces eliminando \ o ¢ entre las ecuaciones:
1 .2

o(at, o)
(L, \)

3
03

G=dat,N), ot = = 0.

Demostracion.- Como las condiciones del teorema de la funcién implicita se cumplen

en un entorno del punto (a,b) € D, la funcién ¢(¢, ) = 0 define un funcién continua
y diferenciable en (a,b) € D, A = A(t) y, por consiguiente, existe una curva

G(t) = at, At)

que cumple las condiciones de envolvente. O
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Ejemplo 5.22 La familia de circunferencias del Ejemplo 5.9 de centro en el eje XY
y radio 1, se puede poner en forma paramétrica

a(t,\) = (t, /1 — (t — N)?2).

Condicién de envolvente:

t—A
data?) |1 T |,
o(t, \) 0 t=A ’

Vit

de donde obtenemos t = .

Las condiciones de la Proposicién 5.21 se cumplen, pues: ¢(t,\) =t — X es
diferenciable, ¢(a,a) = 0, y ¢x(a,a) = —1 (continua y no nula).

La envolvente se obtiene sustituyendo A = ¢, en la ecuacion de la familia.

Dicha envolvente estd formada por las rectas a(t) = (¢, £1).

Podemos usar otras parametrizaciones de esta familia de circunferencias, por
ejemplo:

@ :[0,2n] — IR®  @(t,\) = (A +cos t,sen t).
Entonces, ¢ es diferenciable:

1 —sent

gb(t,)\):‘ 0 cos t ‘:cost.

d(t,\)=0=cost=0=t=m/2, 3n/2
B(r/2,0) = 0, G(31/2,0) = 0, $4(m/2,)) = (—sen ) /o # 0, Gu(37/2,1) # 0.

Luego ¢; existe y es no nula.
Luego, la envolvente tiene por ecuaciéon paramétrica: @(A) = (A, +1).

Nota 5.23 Si la familia de curvas viene dada en forma explicita
y=[f(z,A),
podemos considerar z = ¢ como pardmetro y estamos en el caso B) anterior:
=t y=f(t,A).
También podemos poner la ecuacién de la familia en forma implicita
F(z,y,A) =y — f(z,A) =0,

y estamos en el caso A).
Y la condicién necesaria para que existe envolvente en el caso B):

1 0
fx(xv)‘) f)\(ZC,A)

se traduce en la condicién necesaria del caso A):

Fx(z,y,\) = fa(z, ) =0.
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5.4 Envolvente de curvas planas 65

Envolvente de una familia de curvas planas dependientes de dos parame-
tros

Sea una familia de curvas dependiente de dos parametros A, u ligados por una
ecuacion, es decir

flz,y, A, 1) =0, o(A, ) =0,

que supongamos admiten derivadas continuas.
Si la envolvente existe, como curva paramétrica dependiente de un parametro t,
se debe verificar:

flz,y, A\, 1) =0 flz,y, A\, pu) =0
p(A,u) =0 N (A p) =0
fmx/+fyy/+fA>\/+fuN/:0 1B fu 0
OAN Foup’ =0 O Pu

Por lo que para hallar la envolvente hay que eliminar A\ y u entre estas tres
ultimas ecuaciones.

Nota 5.24 De modo analogo se procede para hallar la envolvente de una familia de
curvas planas dependiente de n parametros:

f(CU,y,)\l,Az, .. ;>\n) = O,

ligados por n — 1 ecuaciones:

gOl(Al,/\Q,...,/\n) :O, (,02()\1,)\2,...,)\71) :0, ,(pn_]_(Al,AQ,...,An) = 0.

Se demuestra que para hallar la envolvente hay que eliminar i, Ao,..., Ap_1
entre las n ecuaciones anteriores y la siguiente:

a(fvgplagp2a .. '790’@—1)

— 0.
Oy Azs - )

Ejemplo 5.25 Envolvente de la familia de rectas:

x Y
I A |
a+b

sobre las cuales los ejes de coordenadas determinan un segmento de longitud cons-

tante c, es decir, a® + b? = 2.

—x/a® —y/b* | 2bx  2ay
2% o |7V T e T
br + ay = ab _a® b
—2b3r + 2a® = 0 } Tr=E YT g

que junto con la dependencia de los parametros, resulta:
22/3 4oy = 23,
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Este ejemplo se puede poner también en la forma de una familia dependiente de

un solo parametro:
L Y

= 1.
ccosf csenf

Entonces:
f(x,y,0) =z sen 0 + ycos @ — ccos 0 sen 0 = 0.

fo(x,y,0) = xcos @ —ysen @ — ccos? § 4 csen? § = 0.

Resolviendo este sistema obtenemos
r=ccos’f y=csen’H

que nos da la misma solucién que antes:

22/3 +y2/3 — 2/3

Ejemplos

Ejemplo 5.26 Una transformaciéon de Combescure entre dos curvas es una corres-
pondencia biyectiva entre los puntos de ambas curvas tal que las rectas tangentes
en puntos correspondientes son paralelas. Entonces las normales principales son
también paralelas y asi mismo las binormales.

Si @ = d(s) es la ecuacién con pardmetro arco de una de ellas, la ecuacién de la
otra sera g(s) = a(s) + d(s). Luego 3 =t+a y como, por hipétesis, 3 es paralelo
a t, resulta que @ = @y = cte. 6 @ es paralelo a t.

En el primer caso, g(s) = a(s) + dp, y se verifican claramente las propiedades
anunciadas. B

En el segundo caso, @ (s) = A(s)t(s). Entonces
B’” — kil +ad" = ki + Nt + it = N+ k(1 + ).
Asi, la direccién de la binormal de ﬁ es
G x B = (1+NFx (NT+ (14 A)rii) = (1+ \)2kb.

Por lo que las binormales de @ y ﬁ son paralelas; y, por tanto, también lo seran las
rectas normales.
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TEMA VI

Representacion paramétrica de
superficies

Estudiaremos subconjuntos de IR? que pueden ponerse en correspondencia biyec-
tiva con un conjunto del plano, es decir, que a cada punto de aquél le podemos asignar
dos pardmetros. Si un mismo subconjunto de IR® lo podemos parametrizar de diver-
sas maneras, exigiremos que la relaciéon entre cualquiera de estas parametrizaciones
sea diferenciable.

6.1 Superficie simple . . . . . .. .. Lo 67
6.2 Superficies . . . . . .. 70
6.3 Plano tangente . . . . . . .. ..o 75
6.4 Orientacion de una superficie . . . . . . ... ... ... .. ..... 76

6.1 Superficie simple

Definicién 6.1 Se llama superficie simple @ un conjunto M en IR® que es imagen
continua e inyectiva de un abierto del plano.

Es decir, una superficie simple es el conjunto de puntos Men IR®, cuyo vector
posicién viene dado por una funcién continua e inyectiva definida en un abierto A
del plano

X:ACR> - R (u',u?) — R(u',u?) R(A) =M.

Definicién 6.2 A la aplicacion X : A C IR> — IR® se le denomina representacién
paramétrica de la superficie simple.

Dada una representacién paramétrica X = X(u!,u?), los valores de los pardme-
tros u! y u? determinan la posicién del punto en la superficie.
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68 TEMA VI. Representacion paramétrica de superficies

Definicion 6.3 A estos pardmetros se les llama coordenadas curvilineas en la super-
ficie.

Si el valor de una de las coordenadas, sea u?, es fijo y el otro, u!

, varia, los corres-
dient t 1 fici d d i6n u? = u = cte,;
pondientes puntos en la superficie quedan en una curva de ecuacién u* = ug = cte.;
estoes, @ : I — R® u' — ad(u') = X(u',ud). Esta curva se llama linea de
coordenada u'.
La linea u! = cte con u? variable se denomina linea de coordenada u?.
Ambas familias de curvas juntas forman una red de lineas coordenadas o curvas

paramétricas en la superficie.

2

Ejemplo 6.4 El conjunto de puntos en IR®> que satisfacen a la ecuacién

z = f(z,y),

donde f : A — IR es una funcién continua definida en el abierto A, es una su-
perficie simple, de representacién paramétrica X : A C R* — R®  X(u',u?) =

(uh, u?, fut, u?)).

Ejemplo 6.5 Sea A = {(u',u?) € R*/(u')? + (u?)? < 1} y

Z(ut,u?) = (ul,u?, +y/T— ()2 — (u2)2),

este es un caso particular del Ejemplo 6.4; la imagen de esta aplicacion es el casquete
superior de la esfera unidad.

Ejemplo 6.6 Sea A = {(u',u?) € R*/ — (1/2) < u' < (7/2), —7 < u? < 7},
entonces

%(u',u?) = (cos u' cos u?, cos u' sen u?, sen u'),

representa la superficie simple M = 52, la esfera unidad desprovista del meridiano
180° y de los polos.

Ejemplo 6.7 El conjunto de puntos M de IR® que satisfacen a la ecuacién 22 = zy

(cono) admite la parametrizacién ¥ : IR> — IR?, ®(u',u?) = ((u!)?, (u?)2, u'u?).
No es una superficie simple, ya que X no es inyectiva pues entre otros, X(1,2) =
X(—1,—2). Sin embargo, si

A={(' v?) € R*/u' >0, u* >0}
entonces X(A) es una superficie simple.

Ejemplo 6.8 El conjunto M = C x IR, donde C = C; U(Cs UC(C3 es la unién de las
curvas C; formada por el segmento [-1,1] del eje OY,

1 2
Co = {(x,y)/y:seng, xr > ;}
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6.1 Superficie simple 69

y C3 es una curva regular que une el punto (0,-1) con el punto (2/m,1) sin que corte

a la grafica de la curva Cs.
Y A

G C

Ut X
1 i =
_1 a

La curva C puede parametrizarse por la longitud de arco medido a partir del
punto (0,1) a lo largo de C;, a continuacién a lo largo de Cs, desde (0, —1) hasta
(2/m,1) y finalmente a lo largo de la curva Cs, esta curva es la imagen continua
e inyectiva @ :)0,co[— IR%. Mpuede ser considerada como superficie cilindrica
formada por las perpendiculares al plano XOY pasando por los puntos de C, su
ecuacién paramétrica, ¥ :)0,00[xIR C IR?> — IR’ , est4 descrita por:

(5,8) 1> K(s,1) = (0 (5), a%(s), 1).
Se trata, pues, de una superficie simple.

Definicién 6.9 Una representacion paramétrica ¥ : A C R* — R® | (u',u?) —

X(u',u?) es regular y de clase C* si ® es una aplicacién de clase C* y

% (ulu?) x Zo(ut,u?) £0  Y(uh,u?) € A.
Donde hemos usado la notacion:
- 0x S 0x
X1 === Xo=—.
LT oul 27 w2
Ejemplo 6.10 Si en el Ejemplo 6.4, la funcién f es de clase C* la correspondiente
parametrizacién es de clase C* y regular.

El Ejemplo 6.5 proporciona también una parametrizacién de clase C* y regular.
En el Ejemplo 6.6 se tiene una parametrizaciéon de clase C* y

)21 X ig =
= (—sen u' cos u?, —sen u' sen u?, cos u') x (—cos u' sen u?, cos u' cos u?,0) =
= (—cos® u' cos u?, — cos? u' sen u?, —sen u' cos u'),

ya que cos u' es no nulo en |—m/2,7/2[ v cos u? es no nulo cuando sen u? lo es,

resulta que X; x X2 # 0 en A. Se trata de una parametrizacién regular. Finalmente,
si consideramos la primera parte del Ejemplo 6.7, en el punto de parametros (0,0),
X1 X X9 = 0. Luego no es regular en (0,0,0).

2
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Definicién 6.11 Una transformacién de coordenadas (o cambio de pardametros) de
clase C* es una aplicacion biyectiva de clase C*, h : A — B entre abiertos de IR?
con inversa de clase C*.

Proposicién 6.12 Si X : A ¢ IR* — IR® es una representacién paramétrica
de una superficie simple reqular de clase C* y h : B — A una transformacion de

coordenadas de clase C*, entonces ¥ : B C IR> — IR® , § = Xoh, define la misma
superficie simple que X.

Demostracion.- y es inyectiva pues X y h son inyectivas, su clase es el minimo de
las clases de X y de h; ademads, dada la biyectividad de h, ¥(B) = X(A). También la
representacién paramétrica ¥ : B C IR* — IR® es regular, pues, como

hiB— A, (01,0%) = A, 0?) = (B (v, 02), 20", 0%) = (u!, u?)
tiene Jacobiano no nulo y

DR ) )

yj_xlﬁ—i_XQw: 1%)(17 (] ) )a

se sigue que
Oht\ S -
6Uj) 1 X X9 75 0.

ylxygzdet(

Luego, ¥ : B € IR? — IR® es una representacién pardmetrica regular de clase
C* que define la misma superficie simple que X: A ¢ R* — IR® . O

6.2 Superficies

En los ejemplos anteriores hemos dado parametrizaciones de partes de la esfera,
pero ninguna describe la esfera completamente. Se hace necesario definir superficies
como una coleccién de superficies simples que se solapen y que sobre sus intersec-
ciones las parametrizaciones estén relacionadas por transformaciones de coordenadas
diferenciables.

Definicién 6.13 Una superficie de clase C* en IR® es un subconjunto M C IR®,
tal que todo punto P de M tiene un entorno que es la imagen homeomorfa de una
representacion paramétrica reqular de clase C* de una superficie simple. Ademds,

si X:ACIR*> - IR® e ¥: B CIR>— IR® son dos de tales representaciones con
X(A)=U e ¥(B) =V, entonces:

ylex:x ' (UNV)CR* -y '(UNV)C IR

es una transformacion de coordenadas de clase C*.
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Nota 6.14 Al par (U, X) se le suele denominar carta local de la superficie.

Nota 6.15 Antes de seguir con el desarrollo de la teoria de superficies debemos
precisar cual es la topologia que consideraremos sobre M, es decir, quienes son los
entornos de los que se habla en la definicién de superficie:

Nosotros consideraremos a lo largo de este curso solamente la topologia relativa
sobre M ; es decir, la inducida por la topologia de IR>. Asi, la superficie simple del
Ejemplo 6.8 no la consideraremos como una superficie, ya que su parametrizacion
no es un homeomorfismo: basta considerar cualquier entorno de un punto que se
proyecta sobre el eje OY.

Podriamos considerar en M una topologia mas fina que la relativa, considerando
los entornos abiertos de cada punto como la componente conexa, que contiene a
dicho punto, de la interseccién de un abierto de IR® con M ; topologia ésta que es
equivalente a la definida en M de forma que las representaciones paramétricas que
definen la superficie simple se conviertan en homeomorfismos. A esta topologia en
M se le denomina topologia intrinseca. Con esta topologia el Ejemplo 6.8 si seria
una superficie.

Con cualquiera de las dos topologias consideradas la definicién de superficie es
mas restrictiva que la dada de curva, pues si la definicion de ésta permite que las
curvas se corten a si mismas, sin embargo, con las superficies esto no puede ocurrir.

Ejemplo 6.16 (El plano) Usando el propio sistema de coordenadas cartesianas en
el espacio, siendo el eje OZ perpendicular al plano y el origen en el plano, podemos
representar el plano por las ecuaciones paramétricas
r = ul, y = u?, z=0.
Otra representacion es
x = pcos 6, y = p sen 0, z =0,
donde p, 6 son las coordenadas polares en el plano. Esta representacion no es re-
gular en el origen, el cual corresponde a p = 0 y 6 arbitrario. También si 6 varia
sobre toda la recta real el plano es recubierto infinidad de veces. Restringiendo esta

parametrizacion a
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72 TEMA VI. Representacion paramétrica de superficies

X 3]0, 0o[x]0, 27[C IR* — IR?
se obtiene una aplicacion continua e inyectiva y un homeomorfismo sobre su imagen.

Ejemplo 6.17 (Coordenadas esféricas en la esfera)

El movimiento de un punto P en la esfera
22 + y? + 22 = a® puede ser determinado por dos
coordenadas llamadas longitud ¢ y latitud 6. La
longitud es el angulo diedro orientado ¢ que forma
el plano XOZ con el plano que contiene al punto
P y al eje OZ. La latitud es el angulo 6 entre
la recta OP y el plano XOY, con signo positivo
para z > 0 y negativo para puntos con z < 0.
Las dos coordenadas determinan la posicién de los
puntos de la esfera, pero los dos puntos (0,0,1) y
(0,0,—1), llamados polos, corresponden a los va-
lores § =7/2, 6 = —7/2 y a todo ¢.

Para obtener una representacion paramétrica de la esfera expresemos la proyec-
cién de los vectores OP sobre los ejes coordenados en términos de las coordenadas
esféricas 0 y ¢.

Tomemos primero la proyeccion P; de P en el plano XOY. Entonces tenemos
OP; = a cos 6.

Tomando ahora la proyecciéon de O—Pl> sobre el eje OX y OY obtenemos
OA =a cos 0 cos ¢, OB = a cos 0 sen ¢. La proyeccién de OP sobre el eje OZ es
OC = a sen 6. Asi las ecuaciones paramétricas son:

x=a cos 6 cos ¢, y=a cos 6 sen ¢, z=a sen 0.

Las componentes del vector X; x X2 (en este caso Xy X X,) estan determinadas
por los menores de la matriz:

(—asen@cosgb —a sen 0 sen ¢ acos@)

—a cos 6 sen ¢ a cos 6 cos ¢ 0

cuyo rango es 2 siempre, excepto en los polos (§ = +m/2). Asi tenemos la repre-
sentacién paramétrica:

X(0,¢) = (a cos 0 cos ¢, a cos 0 sen ¢, a sen ),

salvo en los polos. Ahora bien, cuando 6 varia en el intervalo |-7/2,7/2[ y ¢ en
]—00, 00 las imégenes de esta tira cubren a la esfera agujereada (i.e. sin sus polos)
infinitas veces, y la aplicacion arriba considerada es s6lo un homeomorfismo local.

Las curvas ¢ = cte. se llaman meridianos, y las curvas 6 = cte. se llaman paralelos
(o circunferencias de latitud). La circunferencia § = 0 se llama también ecuador,
éste es la tunica circunferencia méxima entre las circunferencias de latitud. Todos
los meridianos son circunferencias maximas.
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Ejemplo 6.18 (Superficies de revoluciéon) Una superficie de revolucién se ob-
tiene girando una curva plana alrededor de un eje de revolucién, quedando el plano
rigidamente conectado con la curva a lo largo de toda la rotacion.

Elijamos el eje OZ como eje de revolucion. La
interseccién de la superficie de revolucién con los
planos pasando a través del eje se llaman me-
ridianos. Ellos son curvas congruentes con la
curva generatriz de la superficie. Cada uno de
ellos puede ser representado por las ecuaciones
paramétricas:

que determinan la distancia r de los puntos de los meridianos al eje de revolucién y
la coordenada z del punto como funcién del pardmetro u. Para un u fijo todos los
puntos estan en una circunferencia llamada circunferencia de latitud (o paralelo) de
la superficie. Para determinar enteramente los puntos P de la superficie, necesitamos
aun otro parametro el cual pueda indicar el meridiano que pasa por P. Como tal
parametro puede ser usado el dngulo diedro orientado v entre el plano XOZ y el
plano del meridiano. Entonces las coordenadas de un punto P de la superficie seran:

x = f(u)cosv, y= f(u)senv, z=h(u).

Las curvas v = cte. son los meridianos, las curvas u = cte. son las circunferencias
de latitud (paralelos).

Las ecuaciones pueden ser simplificadas si los meridianos pueden ser representa-
dos en su plano por la ecuacién z = F(r). Entonces:

r=rcosv, y=rsenv, z=F(r),

con parametros r y v.

De forma andaloga que en la esfera, en este caso, cuando v varia en el intervalo
]—00, o[ la superficie es recubierta infinidad de veces.

Si la curva directriz corta al eje de revolucién, dicho punto es singular (no regu-
lar).

La esfera es un caso particular de superficie de revolucién.

Ejemplo 6.19 (El helicoide) Esta es una superficie formada por las perpendicu-
lares al eje de una hélice circular pasando por los puntos de la hélice. La posicion
de un punto P del helicoide estd determinada por dos pardmetros, uno de ellos 2,
indicando el punto en la hélice en que la perpendicular que pasa por P la corta; el
otro indicando la posicion del punto P en la perpendicular. La ecuacion paramétrica
del helicoide sera:

z =au' cos u?, y=au'senu?  z=0bu’

La correspondencia entre el plano y el helicoide es inyectiva.

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



74 TEMA VI. Representacion paramétrica de superficies

Ejemplo 6.20 (El conoide) Un conoide es una superficie formada por perpendi-
culares a una recta, el eje del conoide, pasando por los puntos de una curva dada
llamada directriz del conoide. Un helicoide es un caso particular de un conoide, la
directriz es la hélice y el eje coincide con el eje de la hélice.
Las ecuaciones del conoide con eje el OZ y con directriz x = f(t), y = g(t), z =
h(t), son:
r=u'f(u?), y=u'g(u?), z=h(u?).

Ecuacién implicita de una superficie

Tratamos ahora de investigar cuando un conjunto de puntos, que satisface una
ecuaciéon de la forma

F(x,y,z) =0,

es una superficie.

Este es el caso de las ecuaciones del plano ax + by + cz + d = 0, de la esfera
22 +y? + 22 —a® =0, etc...

Bajo algunas condiciones este conjunto es una superficie, y entonces F'(z,y, z) =0
se denomina ecuaciéon implicita de la superficie.

Proposicién 6.21 Si una funcion F : IR®> — IR es de clase C* (k > 1) en un

entorno de un punto (xg,Yo,z0) tal que F(xg,yo0,20) = 0, y una de las derivadas

parciales Fy, Fy, I, es distinta de cero en este punto, entonces existe un entorno V

de este punto en el espacio tal que los puntos de V que satisfacen a la ecuacion
F(x,y,z) =0

forman una superficie simple, admitiendo una representacion reqular de clase C*.

Demostracién.- Sea, por ejemplo, F,(xg, Yo, 20) # 0. Por el teorema de la funcién
implicita, existe un entorno abierto A C IR* de (x¢,%o) y un entorno abierto I C IR
de 2y, y una funcién f : A ¢ R*> - I C IR (z,y) — z = f(x,y) diferenciable de
clase C*, tal que F(x,vy, f(z,y)) = 0.

Tenemos asi una representacion paramétrica de un cierto entorno de cada punto
del conjunto de puntos que satisfacen a la ecuacién F(x,y, z) = 0:

X:ACR* - R® (u',u?) — X(u',u?) = (ul,u?, f(u',u?))

Los vectores X1, Xs, X1 X X5 tienen por componentes:

F, F,
)_(’1: (1707%)7 §2: <0717g_‘?];>7 )—()1Xi2: <_%7_Z_£71> = <F7Fy’1>

Asi, X1 X X9 # 0, y la parametrizacion es regular. O

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



6.3 Plano tangente 75

6.3 Plano tangente

Plano tangente y vector normal a una superficie dada por una repre-
sentacion paramétrica

Definicién 6.22 Sea P un punto de una superficie Men IR®. Un vector ¥ €
Tp (1R3) es tangente a Men P si ¥ es el vector tangente a alguna curva en M .

Proposicién 6.23 Sea X: A C IR*> — IR® una representacion paramétrica de una
superficie M en IR® y sea P un punto de M tal que OP = X(ud,ud). Un vector
v € Tp(IR?®) es tangente a M si y sdlo si podemos expresar ¥ como combinacion
lineal de %1 (ud,ud) y Xa(ud, ud).

Demostracién.- Las curvas paramétricas son curvas en M, asi X;(ud,ud) y
X2 (ug,ud) son tangentes a Men P.

Supongamos que ¥ € Tp(IR?) es tangente a M, existe una curva @ : [ — IR
en Mtal que @(0) = OPy a’(0)

Podemos expresar d(t) = X(a
luego como

t
U

—

(t),a%(t)) para a',a?, funciones diferenciables,

resulta que

Entonces la curva definida, en un conveniente intervalo, por
@l — IR telw alt)==xud+c'tud+c?t),
estd en la superficie, y se verifica: @’(0) = ¢. Luego, ¥ es tangente a Men P. O

Definicion 6.24 Se llama plano tangente a M en P al conjunto de todos los vectores
tangentes a M en P (se denota por Tp(M )).

Definicion 6.25 La recta que pasa por un punto P de una superficie y es perpen-
dicular al plano tangente se llama normal a la superficie en el punto P. A cualquier
vector de esta recta se llama vector normal en P.
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Ecuacion del plano tangente en coordenadas

Sea la superficie, de ecuacién paramétrica X = X(u', u?), de componentes

1 2)
Y

r=uz(u,u y =y, u?), 2=z u?).

Entonces la ecuacion del plano tangente, al estar generado por X; y Xs, es:

X—ax Y-y Z—=z
1 U1 21 :0
T2 Y2 Z2

donde X,Y, Z son las coordenadas de un punto genérico del plano tangente en el
punto (x,y, z), y los subindices indican derivadas parciales.

Plano tangente a una superficie dada en forma implicita

Proposicién 6.26 La superficie F(x,y,z) = 0 de clase C1 tiene un plano tangente
en todo punto reqular (r,y,z), y su ecuacion es:

Fo(X —2)+ F) (Y —y)+ F.(Z—2)=0.

Demostraciéon.- Si suponemos, para fijar ideas, que F, # 0 en el punto de
contacto, entonces la superficie puede ser localmente representada por la ecuacion
z = f(x,y), la cual es un caso particular de ecuacién paramétrica, con = e y como
parametros. Entonces, (ver demostracion de la Proposicién 6.21)

i’lx>‘<’2:<—% _9f 1):(F”” £y )

ax7 a_y7

FZ 9 Fz 9
Lo cual significa que el vector de componentes
(Fy, Fy, F)

es también un vector normal a la superficie. Asi se obtiene la ecuacién del plano
tangente del enunciado. O

6.4 Orientacién de una superficie

Sea F un espacio vectorial real de dimensién n y {uy, do, ..., U, }, {01, 02,..., U}
dos bases ordenadas de E y sea la matriz cambio de base (a}) definida por

mn
v; = a1,
i 5 Wi
i=1
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Definicién 6.27 Las bases ordenadas {ty,Us, ..., U,} y {U1,V2,...,U,} dan la mis-

ma orientacién a E si det(aj) > 0. Y dan orientacién opuesta si det(aj) < 0.

La orientacién en un punto P de una superficie es la inducida por la eleccion de
la normal a la superficie segtin la orientacién dada en el plano tangente en P.

En un entorno suficientemente pequeno de un punto regular se puede extender
la elecciéon de una orientacién. Pero no es siempre cierto para toda la superficie.

Existen casos, como la esfera, en que es posible elegir un vector normal de forma
continua, para otras superficies esto no es posible (superficie no orientable o de una
sola cara), por ejemplo la banda de M&bius.

De forma mas precisa podemos dar la siguiente definicién de orientabilidad:

Definicién 6.28 Una superficie M es orientable si la aplicacién v : M — S? con
v(P) vector normal unitario a Men P € M, es continua.

Relacion entre orientacion y parametrizacion

Toda parametrizacion induce una orientacion dada por la eleccion de
= )21 X )22
N = S S -
‘Xl X X2|
En un dominio sin puntos singulares, N = N(u!,u?) es una funcién continua,
de hecho, una funcién de clase C¥~!, si la parametrizacién es de clase C¥, y asi

la orientaciéon se establece en todo el dominio. Si cambiamos a otras coordenadas
curvilineas (4!, u?) por las férmulas

u' =t (@ a?),  ut=ul(a ),

tenemos la nueva representaciéon paramétrica y(ul, u?) = X(ul (al, @?), u?(at, u?)) y

resulta
= — " X X
YLZY2= 5@t a2) ™)

y para el correspondiente vector unitario obtenemos:

O(ul,u?)

—),_ — o .
N'=e¢N e—szgnm

Asi la orientacion inducida por la nueva parametrizacién es la misma si el Jaco-
biano de la transformaciéon de coordenadas es positivo, y cambia a la opuesta si el
Jacobiano es negativo.

Utilizando este hecho, podemos dar la siguiente definicién intrinseca de orien-
tacién de superficies

Definicion 6.29 Dar una orientacién en una superficie es dar un conjunto de cartas
locales que recubran toda la superficie y tal que las transformaciones de coordenadas,
alli donde estén definidas, tengan Jacobiano positivo.
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Ejemplos

Ejemplo 6.30 Sea X = X(u',u?) una representacién paramétrica de una superficie
My F una familia de rectas que pasan por cada punto de M, de vector director
unitario @ = a(u',u?). Entonces la condicién necesaria y suficiente para que exista
una superficie que tenga por vectores normales a los de direccion de la familia de
rectas F, es que se verifique la identidad:

J .. . g .
W(a-xl):%(a-xﬂ.

Demos una representacion paramétrica de la superficie a encontrar por
ool o2y 212 1, 2\=(, 1 2
V(u,u) =X(u,u”) + AMu,u?)d(u, u®).

ASi, Se tiene, }71 = )21 + )\16—L)+ )\&’1 (S yg = ig + A25+ )\62

Luego para que exista tal superficie se debe verificar que y¥; X yo sea paralelo
a d; lo que es equivalente a que y1 -d = 0e yo-d =0; estoes Xy -a+A =0y
Xo - d+ Ao = 0.

Con lo que tenemos la siguiente ecuacion diferencial exacta

d\ = —)21 -6du1—i’2-5du2.
Cuya condicién necesaria y suficiente de integrabilidad es la del enunciado.

Ejemplo 6.31 ;Para qué wvalores de a, los puntos que satisfacen a la ecuacion
F(z,y,z) = 2(z — 2) + xy — a = 0 constituyen una superficie reqular?

Como F,(z,y,z) = y, para los puntos en que y # 0, aplicando el teorema de
la funcién implicita, existe una carta local (carta de Monge) de la forma X(u,v) =
(f (u,v), u,v).

Para hacer el estudio en los puntos de la superficie que quedan en el plano y = 0,
nos fijamos en F,(x,y,z) = 2z — 2; y podemos garantizar que en los puntos que
verifican y = 0, z # 1, existe una carta de la forma X(u,v) = (u,v, g(u,v)).

Finalmente, para los puntos de la superficie que quedan en la recta y =0, z = 1,
acudimos a Fy(z,y, z) = x; con lo que en los puntos que verificany =0, z =1, z # 0,
existen cartas de la forma X(u,v) = (u, h(u,v),v).

Por lo que el dnico punto donde no existiria una carta local es en el (0,0,1).
Basta pues elegir el valor de a conveniente para que la superficie correspondiente no
pase por dicho punto. Asi, si x = 0, y = 0, basta elegir a de tal forma que z # 1:

2z—-2)=a; z=1£V1+a; 1=1++1+a.

Luego, a # —1, la ecuacién F(x,y,z) = z(z — 2) + zy — a = 0, representa una
superficie regular.
Los puntos que satisfacen a la ecuacion dada representa una cuadrica no dege-

nerada para a # —1 y, por tanto, una superficie regular; para a = —1 se trata de un
cono cuyo vértice (0,0,1) es un punto singular.
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Envolvente de una familia de superficies

7.1 Envolvente de una familia uniparamétrica de superficies . . . . . . . 79
7.2 Envolvente de una familia uniparamétrica de planos . . . . . . . .. 83
7.3 Envolvente de familias biparamétricas de superficies . . . . . .. .. 86

7.1 Envolvente de una familia uniparamétrica de superficies

Consideremos una familia uniparamétrica de superficies { M}, ;
F(z,y,z,A\) =0 (7.1)

de clase C* (cada superficie de clase C') y supongamos que la funcién tiene también
derivadas continuas respecto a .

Supongamos que F(z,y, z, \) = 0 representa una superficie para cada \; si Fi # 0
en alguna superficie de la familia correspondiente al valor \g del parametro, entonces
F(x,y,z,\) = 0 representara diferentes superficies para valores diferentes de A en
algiin entorno de \g, pues, entonces F' no serd una funcién constante de A.

Definicién 7.1 La envolvente de una familia {My} cr uniparamétrica de superfi-
cies de ecuacion F(x,y,z,\) = 0 es una superficie £ que es tangente en cada uno
de sus puntos a una superficie de la familia y, ademas, en todo entorno del punto
de contacto con una superficie de la familia existen puntos de contacto con otras
superficies de la familia.

Nota 7.2 Lo dltimo que se requiere significa que la envolvente no puede coincidir
con una de las superficies de la familia en un entorno abierto.

Proposicién 7.3 Los puntos de la envolvente de la familia de superficies (7.1) sa-
tisfacen a las ecuaciones:

F(x,y,z,\) =0, Fx(xz,y,z,\) =0.
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80 TEMA VII. Envolvente de una familia de superficies

Estas ecuaciones son también satisfechas por los puntos singulares de las super-
ficies de la familia, incluso si estos puntos no pertenecen a la envolvente.

Demostraciéon.- Supongamos que la familia dada tiene una envolvente que es
una superficie regular, y que dicha envolvente esta representada localmente por una
ecuacion parameétrica

% = %(u',u?).

A todo punto de la envolvente, con coordenadas curvilineas (u!,u?), le corre-
sponde una superficie de la familia {M},\c; que es tangente a la envolvente en este
punto; a través de esta correspondencia, \ viene a ser una funcién de u!, u?, es decir
A = A(ul,u?). Supongamos ademds que existe una representacién paramétrica de la
envolvente tal que \ sea una funcién de clase C*.

Puesto que el punto (u!,u?) de la envolvente es el punto de contacto con la
superficie de la familia que corresponde al valor A\(u!,u?) del pardmetro, tenemos la
identidad:

F(z(u',u?),y(u, u?), z(u', u?), \(u',u?)) = 0.

1

Derivando esta identidad respecto a u', u?, obtenemos:

oA\
Foon+Fyp+F, a1+ Fx57=0

ou

3 (7.2)
Fypxo+Fyys + F, Z2+F>\W = 0.

Ya que la envolvente y la superficie son tangentes, tienen el mismo plano tangente;
por tanto el vector de componentes
(Fy, Fy, F)
normal a la superficie de la familia serd perpendicular a los vectores X1 = (x1,y1, 21)
y Xo = (T2,Y2, 22) que son tangentes a la envolvente. Asi:

Fa:xl"'Fyyl"'FzZl:O

F, $2—|—Fy ys + F, 29 = 0. (73)

Y de estas ecuaciones y de las (7.2) resulta que

oA oA

2 —o, JoNal
A ul A Du?

= 0.
Pero, por nuestra suposicién, O\/Ou’ y O\/Ou? no pueden ser simultdneamente
nulas; asi tenemos en los puntos de la envolvente:

FA(:U7 y? z7 A) = 07

la cual, junto con la ecuacién de la familia (7.1), da las ecuaciones del enunciado a
las que satisfacen los puntos de la envolvente, con lo que se prueba la primera parte.

Por otra parte, los puntos singulares de la superficie de la familia verifican F, =
F, =F, =0, pues en ellos el vector normal es nulo. Por tanto, cumplen (7.3) y, en
consecuencia, usando como antes las (7.2), satisfacen las ecuaciones del enunciado.
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Ademas, si los puntos que verifican F' = 0, F\ = 0 y no son puntos singulares
de la familia forman una superficie, ésta es tangente a la superficie correspondiente
de la familia y, por tanto, es la envolvente; pues, la ecuacién (7.3) se verifica. O

Nota 7.4 La funciéon A = A(u!,u?) depende de la parametrizacién que haya sido
elegida para la envolvente, y no se conoce previamente. Para hallar, en la practica,
la envolvente se procede como sigue: de las ecuaciones

F(x,y,z,\) =0
Fx(z,y,2,A) =0

o bien se elimina A entre ellas y se obtiene una ecuacién implicita, o bien se expresan
x,y,z, A como funciones de dos pardmetros (uno de los cuales puede ser \) y se
obtienen ecuaciones paramétricas. La ecuacién resultante representara la ecuacion
de la envolvente y los puntos singulares (de las superficies de la familia) y asi, con
un calculo posterior se determina qué parte es la envolvente.

Nota 7.5 Para un valor fijo \g, las ecuaciones
F(xaywza)\O):O’ F)\(x7yaza)‘0):07

representan (salvo singularidades) una curva sobre la superficie de la familia que
corresponde a este valor del parametro. Esta curva, si no es una curva de puntos
singulares, también esta sobre la envolvente, y la supeficie de la familia y la envol-
vente son tangentes a lo largo de ella. Tales curvas se llaman curvas caracteristicas
de la familia. Su unién, cuando A varia, constituye la envolvente.

Ejemplo 7.6 Sea la familia de esferas de centro en el eje OX y radio 1:
(x = N2 +y?2+22=1.

Flx,y,z,\) = (= A\)2+9y?*+22—-1=0
Fx(z,y,z,\) = =2(x —X\) =0

} = y’+2°=1 Envolvente

esta envolvente es tangente a cada una de las superficies M) de la familia, es decir,
a cada una de las esferas a lo largo de las circunferencias

r=X y4+22=1 Curvas caracteristicas
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Envolvente de una familia uniparamétrica de superficies dadas en forma
paramétrica

Si las superficies de la familia estan dadas en la forma
% = xX(ut,u? N,

2 son las coordenadas curvilineas de las superficies y \ es el pardmetro de

]_ 2 — — I~

LU, Ay que X1 X X #£ 0

donde u', u
la familia, y si suponemos que X es de clase C'! respecto a u
(no existen puntos singulares), tenemos:

Proposicién 7.7 Una condicion necesaria para que exista envolvente de la familia
de superficies X = X(ul,u?,\) es que [¥1 X2 X,] = 0.

Nota 7.8 La envolvente debera satisfacer pues al sistema formado por
izi(ul,UQ,)\), [)21 )22 iA] = 0.

1

La ecuacién de la misma se obtendra eliminando ', u?, \ entre las ecuaciones

T = x(u17u2’>\)7 Yy = y(u17u2’)\), = Z(u17u27>‘)9 [il X2 }_(’)\] = 0.

Demostracion.- Procediendo de forma andloga al caso en que la familia de su-
perficies viene dada en forma implicita. Sea A = A(u!,u?) la funcién que determina
la correspondencia entre los puntos de la envolvente y parametros de la familia, que
suponemos de clase Ct y ON/dul, OX/Ou? no simultdneamente nulas.

La envolvente o lugar de puntos de tangencia, se obtiene sustituyendo A =
AMut,u?) en X = X(ul,u?, \); tendremos:

E: % = X(u', v, Mut, u?))

El vector normal a la superficie de la familia M, vendra dado por X; X X»
El plano tangente a £ vendra determinado por los vectores

X1 + X o\ Xy + X oA
X1+ X\—— —
1 A 8’&1 ) 2 A auz
En el punto de tangencia, al coincidir el plano tangente a My y a &, resulta:
O\ O\
(X1 x X2) - (X1 +i’\%) =0, (X1 Xi2)'(£2+>ﬁw) =0,
que equivalen respectivamente a
S L L 4,0 s )\
(X1 Xo X,\]w =0, (X1 Xo X)\]W =0

Por lo que, al no ser nulas simultdneamente O\ /Ou'l y OX/Ou?, resulta que
(X1 X2 X)]=0.
(|
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Ejemplo 7.9 Si la familia de superficies viene dada por z = f(z,y, \):
X =X(z,y,A) = (z,y, f(z,y,N),

la condicién necesaria de la envolvente, serd

1 0 0
[}21 iQ i)\] - 0 1 0 207
of of of

es decir: Hr=0.

7.2 Envolvente de una familia uniparamétrica de planos

Una familia uniparamétrica de planos esta representada por la ecuacion
X N(u) = f(u),

donde N(u) es un vector normal al plano que corresponde al valor u del pardmetro.
Es claro que como todas las superficies de la familia son planos, no tienen puntos
singulares.

Las lineas caracteristicas de la familia C,, satisfacen a las ecuaciones

= N(y) —

xR = (7.4)
X-N'(u) = f"(u)

Excepto en el caso de que la familia conste de planos paralelos (esto es, si ﬁ(u) =

cte. y N'(u) = 0), los vectores N(u) y N’(u) no son colineales (excepto para valores

excepcionales de u), y por tanto las curvas caracteristicas C,, de la familia son rectas

definidas por las ecuaciones lineales (7.4)
El vector direccién de las curvas caracteristicas C, (vector direccién de cada

recta) es N(u) x N’(u).
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Asi la recta caracteristica en el plano que corresponde al valor u del pardmetro,
C., tiene ecuaciéon paramétrica de la forma

@ :R— R’
v @) = B(u) + vN(u) x N'(u)

donde v es el pardmetro de la recta, y B’ (u) es un punto arbitrario elegido en la recta
caracteristica C,.

Si escogemos puntos B’ (u) solucién de las ecuaciones (7.4) tales que la aplicacién
3R — R
defina una curva diferenciable, y consideramos u y v como parametros independientes
de una representacién paramétrica de una superficie, entonces la ecuacién

% =X(u,v) = B(u) + v N(u) x N (u),

es una ecuacion paramétrica de la superficie envolvente. Esta envolvente estd gene-
rada por rectas que estan enteramente contenidas en la superficie (las curvas carac-
teristicas).

Damos a continuaciéon una proposiciéon que nos indica la configuraciéon de los
distintos tipos de envolventes de una familia uniparamétrica de planos.

Proposicién 7.10 Sea la familia de planos X - N(u) = f(u), no paralelos y las
aplicaciones N y f de clase C?.

1. 8i [N(u) N'(u) N"(u)] # 0, entonces la envolvente de la familia de planos es
una superficie de uno de los tipos siguientes:

(a) Una superficie engendrada por las tangentes a una curva alabeada (Su-
perficie tangente).

(b) Una superficie cénica, es decir una superficie engendrada por las rectas
que pasan por un punto fijo del espacio (llamado vértice del cono) y por
puntos de alguna curva (llamada directriz de la superficie conica).

—

2. Si [N(u) N'(u) N”(u)] = 0, entonces la envolvente es una superficie cilindrica,
es decir en la que los generadores rectilineos son paralelos entre si.

Demostracion.- Se trata de encon-
trar una curva para la cual todas las
curvas caracteristicas son tangentes.
Tal curva, si existe, se denomina arista
de retroceso de la envolvente.

Usaremos el parametro u de la fa-
milia como parametro de la arista de
retroceso y asignaremos al valor u el
punto de contacto de la arista de retro-
ceso con la curva (recta) caracteristica
que corresponde a u.
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Supongamos que la ecuacién paramétrica obtenida de esta forma sea
FIR— R ue (),
y que 7 sea de clase C'!'. Ya que para todo u estos puntos quedan en la correspon-
diente recta caracteristica, las ecuaciones (7.4) se satisfacen idénticamente:

F(u) - N(u) = f(u)
F(u) - N'(u) = f'(u)

Derivando la ultima identidad, obtenemos

' (w) - N (u) +5(u) - N"(u) = [ (u)
y como las rectas carateristicas deben ser tangentes a la arista de retroceso, resulta
que 7’ (u) es paralelo a N(u) x N (u), es decir 7'(u) - N’(u) = 0.
Asi, la arista de retroceso debera satisfacer al sistema de tres ecuaciones:

—

F(u) - N(u) = f(u)
F(u) - N(u) = f'(u)
F(u) - N"(w) = £ (u)

Si [N(u) N’(u) N”(u)] # 0, es decir, el determinante de los coeficientes de este
sistema de ecuaciones lineales es no nulo, podemos obtener, como solucién unica,
¥ = 7(u).

Si la solucién del sistema 7(u) es constante, entonces todas las rectas carac-
teristicas pasan por un punto del espacio y la envolvente es una superficie cénica.

Si la solucién es no constante en algun intervalo, entonces ¥/(u) # 0, excepto
para algunos puntos aislados, y se comprueba inmediatamente, sin mas que seguir
nuestro razonamiento en sentido inverso, que las rectas caracteristicas son tangentes
a la curva 7 = v(u).

Por dltimo, si [N(u) N’(u) N”(u)] = 0, pero N(u) x N’(u) # 0, entonces
son paralelos los N(u) x N”(u) (Ver la Nota 7.11 siguiente), lo que significa que las

rectas caracteristicas son todas paralelas y la envolvente es una superficie cilindrica.
U

Nota 7.11 “Sea ﬁ(t) un campo de vectores dependientes de un parametro t y
supongamos que [N(t) N’(t) N”(t)] =0y N(t)x N’(t) # 0, entonces N(¢) x N’ (¢)
tienen todos la misma direcciéon”.

Ponemos

Entonces, M(t) es perpendicular a los campos coplanarios N(¢), N’(t), N” (¢);
con lo que tenemos las identidades

—

M) -N(t)=0 M@)-N'(t)=0  M(@)-N" () =0.
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Derivando estas dos identidades primeras, resulta entonces que M’ (t) - N(¢) = 0
y M/(t) - N'(t) = 0.

Por otra parte, al ser |[M(¢)|| = 1, M(¢)-M(¢) = cte. = M’ (t)-M(t) = 0. Por lo
que se deduce que M’ (t) = 0, puesto que {1<T, N/, 1\7[} son linealmente independientes
para cada t y M’(t) es ortogonal a los tres. Por tanto M(t) = &, vector constante,

de donde

—

N(t) x N'(t) = |N(t) x N'(¢)||a.

Luego N(t) x N'(¢) tienen todos la misma direccion. O

7.3 Envolvente de familias biparamétricas de superficies

Definicién 7.12 Una envolvente de la familia de superficies F(x,y,z,A\,u) = 0,
donde F es una funcidén de clase C' y F, F,, no son idénticamente nulas en cualquier
abierto, es una superficie tal que en cada uno de sus puntos es tangente a una de
las superficies de la familia, y ademds, en todo entorno de un punto de contacto con
una superficie de la familia existen puntos de contactos con otras superficies.

Proposiciéon 7.13 Sea F(z,y,z,\, 1) = 0 la ecuacion de una familia biparamétrica
de superficies, entonces las coordenadas de los puntos de la envolvente satisfacen a
las ecuaciones:

F(x,y,z,k,,u):O, F,\(ZC,Q,Z,)\,,LL):O, F/L(x7y7zv>‘7ﬂ):0'

Este sistema de ecuaciones es también satisfecho por los puntos singulares de la
famalia.

Demostraciéon.- Supongamos que la envolvente puede ser representada por una
ecuacién paramétrica de clase C1, X = X(u',u?) tal que los pardmetros \ =
Mub,u?), p = p(ul,u?) de la superficie que es tangente en el punto (ul,u?) son

funciones de clase C! y el Jacobiano

(A, 1)

O(ul, u?) 7 0.

Ya que el punto (u!,u?) es el de contacto de la envolvente y la superficie de la

familia que corresponde a los valores de los pardmetros A(u',u?), u(u',u?), tenemos

idénticamente:

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



7.3 Envolvente de familias biparamétricas de superficies 87

Derivando respecto a u' y u?, tenemos:

O\ 9
Fomi+Fyy1+F. 2+ Fyx— + ot = 0
oul oul
) A (7.5)
(4
F, 332+Fy Yo + F, Z2+FAw+FH% =0

La envolvente y la correspondiente superficie de la familia tienen el mismo plano
tangente en el punto comun. Los vectores X1 = (x1,y1,21), X2 = (22,2, 22) son
tangentes a la envolvente, mientras que el vector N = (Fy, Fy, F,) es normal a la
superficie de la familia. Por tanto tenemos:

Fxlljl—i-Fyyl—f—FzZl:O }

que junto con las relaciones (7.5), resulta

oA ou
FN—+F,— =0
A ol + * out
O\ o
PN—+F,— =
A ou2 i " Ou? 0
Ya que el determinante
A1 (A, 1)
=|—7————F5| #0
' Ao 2 ‘a(ul,zﬂ) 70,

segun nuestra suposicion, resulta que F = F}, = 0. Por lo que las coordenadas de los
puntos de la envolvente satisfacen a las ecuaciones del enunciado de la proposicién.

Por otra parte, ya que los puntos singulares santisfacen a I, = F,, = F, = 0, de
las ecuaciones (7.5) resulta, por el mismo razonamiento anterior que dichos puntos
singulares satisfacen a

Fx(z,y,2,\,p) =0,  Fu(w,y,2,A un)=0.
0

Nota 7.14 Si deseamos hallar la envolvente de una familia biparamétrica de super-
ficies dada, podemos usar A y u como pardmetros en la envolvente y hallar x,y, z
como funciones de A y p; o bien, eliminando A\ y p para obtener la ecuacién implicita
de la envolvente.

En ambos casos es necesario separar los puntos singulares que las superficies de
la familia tuvieran.
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Ejemplo 7.15 Siendo A, B y C las proyecciones sobre los ejes coordenados de un
punto M wvariable del plano x +y + 2z — 1 = 0, encontar la envolvente de los planos
determinados por los puntos A, B y C.

Si A(u,0,0),B(0,v,0) y C(0,0,w) son los puntos proyeccién sobre los ejes del
punto M = (u,v,w) sobre el plano dado, la ecuacién del plano determinado por
ellos es vwzx 4+ uwy + uvz — uwvw = 0, cumpliéndose la condicion u+v+w —1=10
o w=1—u—w.

Para determinar la envolvente pedida debemos expresar las coordenadas x,y y z
en funciéon de u y v, a partir de las relaciones:

F(x,y,z,u,v) = vwx + vwy + uvz — uvw = 0
Fu(z,y,z,u,v) = —vz + (w —u)y + vz —vw +uv =0
Fy(z,y,z,u,v) = (w—v)xr — uy + uz — uw + uv = 0.

Se trata de resolver, utilizando, por ejemplo, la regla de Cramer, el siguiente
sistema de ecuaciones lineales, en las variables z,y y z:

VWT+ UWY+UVZ=UuvW
—vx+(w — u)y+ vz=vw — uv
(w—v)z+ (—w)y+ uz=uw — uv.

Resultando las siguientes ecuaciones paramétricas de la envolvente:

u3vw 9 uvdw 9 uvw?

= U ; y: = ; z =
uvw uvw uvw

T = :w2:(1—u—v)2.

O bien, en implicitas:

VT + Yy +Vz=1,

y quitando radicales
rT+y+z4+2/ry+ 2V +2/yz =1,
(x 4y +2— 1) =day + 4oz + dyz + 4/ 22yz + 8/ xy2z + 8/ Y22,

(22 +y? + 22 4+ 20y + 202 +2yz — 20 — 2y — 22 + 1)? =

= 6422yz + 64xy2 + 64zyz® + 2 - 64/ 23y322 + 2 - 64/ 23y223 + 2 - 64/ 229323 =
= 64zxyz(x +y + 2z + 2/xy + 2V xz + 2,/yz) = 64xyzZ.
(22 +y* + 2% — 20y — 222 — 2yz — 20 — 2y — 22+ 1)? — 6dayz = 0.
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TEMA VIII

Superficies regladas

8.1 Superficies desarrollables . . . . . . . .. ... ... ... 89
8.2 Superficies regladas . . . . . . .. .. o o 93

8.1 Superficies desarrollables

Definicion 8.1 Se llaman superficies desarrollables al plano y las superficies que son
envolventes de una familia uniparamétrica de planos (superficies tangente, conica y
cilindrica).

Demostraremos en esta leccién que toda superficie tangente, conica y cilindrica
es envolvente de una familia uniparamétrica de planos (i.e. el reciproco del resultado
obtenido en el tema anterior). Ademas, todo plano tangente tiene un contacto con
la superficie a lo largo de una recta — la curva caracteristica de la familia —. Conse-
cuentemente una superficie desarrollable es generada por la familia de generadores
rectilineos y todos los planos tangentes en los puntos de un generador particular
coinciden.

Superficie formada por las tangentes a una curva en el espacio

Sea la curva @ : I — IR®  u' — d(u') de clase C®, y supondremos para
simplificar que u! es pardmetro natural de la curva. La ecuacién de la recta tangente
en un punto correspondiente al valor u' del pardmetro es entonces ﬁ : IR — IR®
u? — Bul) = @ul) + uld(ut), donde u? es el pardmetro de la representacion
paramétrica de la curva.

Si consideramos u! y u? como dos parametros independientes, entonces esta
ultima ecuacién viene a ser la representacién paramétrica de la superficie formada

89
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por las tangentes a la curva dada (superficie tangente). Las curvas de pardmetro u?

(es decir, u' = cte) son las generatrices rectilineas de la superficie.
En primer lugar, tratamos de encontrar el vector normal a la superficie. La
ecuacién de la superficie tangente es

% = %(u',u?) = d(u') + v?t(ul)

entonces, por las férmulas de Frenet,

—

%, = t(u!) + lk(uh)A(ul), Xy =tub)

y, por tanto

—

%) X % = —u?k(u)Hu') x Au') = —u?k(u)b(ub).

Asi la representacion de la superficie tangente es regular excepto en los puntos
de la curva misma (u? = 0) y en los puntos de las generatrices que son tangentes a
la curva en puntos donde k(u') = 0. En todo otro punto la normal a la superficie
sera

= - 1 si u?2>0
N(u',u?) = —sgn(u?)b(u'), donde sgn(u?) = { 1§ <o

El plano tangente a la superficie en el punto (u!,u?), tiene la ecuacién:
(¥ — a(u') — w?(u')) - b(u') = 0,
0 sea, (¥ — a(u')) - b(u') = 0.

Esta ecuacién depende sélo del pardmetro u! y es la ecuacién del plano osculador
a la curva en el punto correspondiente al pardmetro u'. Asi el plano tangente a la
superficie a lo largo de una generatriz es constante y coincide con el plano osculador
a la curva en el punto correspondiente. Por tanto:

“La superficie es la envolvente de los planos osculadores a la curva.”

En el caso en que la curva sea plana, todas las tangentes quedan en el plano de
la curva y cubren parte del plano.

Con objeto de obtener una vision mas clara sobre la naturaleza de la superficie
y el papel de la misma curva, vamos a cortar la superficie por un plano normal a la
curva, obteniéndose asi una curva, la cual “tiene un punto de retroceso en el punto
de la curva dada”.

En efecto:

Sea Py el punto de la curva correspondiente al parametro uj. Entonces la ecuacion
del plano normal es

(¥ — d@(ug)) - t{ug) = 0,
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8.1 Superficies desarrollables

al intersecarlo con la superfici

(G(u') — alup))

2—_

de donde
(a(u') — 07(
(% - —
t(ul) -t

lo cual tiene sentido si u! estd préximo a ud (para que t(u') y t(ud) no sean perpendi-
culares).
Sustituyendo este valor de u? en la ecuacién de la superficie obtenemos una

ecuacién paramétrica (con parametro u') de la interseccién en cuestién
V(uh) = d(u’) — Mub)t(u')
1 no es, en general, longitud de arco de esta curva

Y

el parametro u
Usando las férmulas de Frenet para la curva inicial, encontramos

o & — X't — et = (1 — X\t — A&
3" N4+ (1= Nkl — N kil + A&%t — AeTb — A6l =
(=X + AT+ (5 — A6’ — 26NV — KATD.

Calculemos ahora la derivada de A

o () - fd)) () - b)) — (@) = db) - Tl _
(Hut) - Tud))’
_ (G = aw)) - Hug) g i) Huh) i
! (f(ul) f(u%)) ( )(f(ul f(u%)) L=A tty
no__ ,{/ﬁ tO_ K ﬁt_&) ,
Vo - (77

)\(u(l)) =0, M(up) =

lo que significa que
0 ’7//(“(1)) (Uo) (“0)
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Por tanto, la segunda derivada es no nula salvo en los puntos de la curva de
partida donde x(u}) = 0. El punto es por tanto un vértice de la curva interseccién
del plano normal en P, con la superficie; las dos ramas de la curva se aproximan a
P, desde el lado negativo de la normal principal de la curva inicial, es decir, desde
la parte conexa de curva. Esto justifica el nombre de arista de retroceso dado a la
curva inicial.

Superficies conicas y cilindricas

Supongamos que el vértice del cono es el origen de coordenadas y que su directriz
tenga una ecuacién paramétrica de clase C*
a:I— IR ul — a(ul).
Entonces, la ecuacién paramétrica del cono sera

% = ¥(u',u?) = v?ad(ul).

%, = u?d’(u'), %y = a(ul), %) X ¥y = u?ad’(uh) x a(ul).
Si los vectores @(u!) y @’(ul) no son colineales (podrfan serlo, para u! en algtin
intervalo, sélo para el caso en que la ecuacion represente un segmento de una recta,
la cual pasa por el vértice para valores de u! en ese intervalo) y u? # 0 (lo que
significa que el punto no es el vértice), entonces el punto de coordenadas (u!,u?) es
un punto regular y el plano tangente en él tiene por ecuacion

(¥ —w?d@(u')) @'(u') a(u')] =0,

[y a'(u) d(u')] =0.
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Asi la ecuacién depende de u! solamente, y la familia de planos tangentes es una
familia uniparamétrica de planos cuya envolvente es la superficie cénica.

Un cilindro con curva directriz de clase C' @& : I — R® u' — aul) y
generatrices paralelas a una direccion constante @, tiene por ecuacién

de donde X x %o =a'(u') xa

O Sea

es decir

— — /

con N(u!) = @’(u!) x @ f(u!) = [@(u!) &'(u') @ que de nuevo representa una
familia uniparamétrica de planos de los que la envolvente es la superficie cilindrica.

8.2 Superficies regladas

Las superficies desarrollables estudiadas anteriormente son un caso particular de
un tipo mas general de superficies llamadas superficies regladas y que pasamos a
estudiar ahora.

Definicion 8.2 Una superficie reglada es una superficie que tiene la propiedad que a
través de todo punto de ella pasa, al menos, una recta que esta enteramente contenida
en la superficie.

Asi la superficie esta generada por rectas llamadas generatrices rectilineas.

Ejemplos de superficies regladas son las ya citadas superficies desarrollables: su-
perfices tangente, cénica y cilindrica (Proposicién 7.10); el helicoide (Ejemplo 6.19);
el conoide (Ejemplo 6.20); el paraboloide hiperbdlico y el hiperboloide de una hoja
(realmente estas dos cuddricas de ecuaciones

2 2 2 2 2
S O i
a b2 a? b2 2

respectivamente, poseen dos familias distintas de generadores rectilineos).
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En orden a encontrar una ecuaciéon paramétrica de una superficie reglada esco-
jamos una curva C en la superficie, transversal a las generatrices rectilineas. Sea la
ecuacion paramétrica de dicha curva

a:1— R alub).

Llamamos a esta curva directriz de la superficie. En todo punto de esta curva
tomamos el vector unitario de la generatriz rectilinea que pasa por este punto. Este
vector unitario depende de 1!, asi tenemos otra aplicacién

BI—R e fl), B =1.

Ahora podemos escribir la ecuacién de la superficie en la forma

% = %(u',u?) = @u') + u?FG(ub).

El pardmetro u! indica la generatriz rectilinea de la superficie en la que el punto

de coordenadas curvilineas (ul. u?) estd, v el pardmetro u? determina la posicién de
) Y

este punto en la generatriz.
Supondremos en lo que sigue que ambas funciones & y 3 son de clase C*.

Proposicién 8.3 Una superficie reglada reqular de clase C*
% = X(u', u?) = @u') + u?B(ut)
es desarrollable si y sélo si [a’ 3’ B’] =0.

Demostracion.- De la ecuacion de la superficie surge:

—

% =a'(u') +u?f'(ut), %= f(u)

X1 X Xg = &' (u') x B(u') +u®F(u') x B(u')
La superficie serd desarrollable si y sélo si los planos tangentes en todos los
puntos de la generatriz rectilinea coinciden, lo cual sucedera si y solo si la direccion

del vector normal X; x X, no depende de u?; esto naturalmente ocurre si y sélo si
a’(ut) x But) y B'(ul) x B(u') son linealmente dependientes para todo u!, o sea

—

(@) x Bh)) x (5'(w') x Bu')) =0,
Pero efectuando el producto resulta (V) :

(@' (u) B'(u') Bluh)]fu') - |

Xy
—
e
s
SN—
X
/
I~y
—
SN—
X
—~
I~
.
=
l
—_
I~
—
N—
I

En general cuando la superficie no es desarrollable, los vectores @’ (u!) x B’ (ul)y
B’ (ul) x B(ul) son linealmente independientes y el vector normal ¥; x X, cambia su

M (@ x g) X ¢=(a- E)g— (c- E)&', ver Apéndice A, pag. 179.
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direccién a lo largo de la generatriz cuando u? varfa. Toda la generatriz rectilinea
queda en el plano tangente en todo punto de la generatriz pero los planos tangentes
varian de un punto a otro. En otras palabras, el plano tangente gira alrededor de
la generatriz rectilinea cuando el punto de contacto se mueve a lo largo de ella. El
plano tangente en P, interseca a la superficie a lo largo de la generatriz rectilinea
que pasa por Fp.

Estudiamos ahora el comportamiento del vector normal a la superficie cuando

u? — o0o. Para ello reemplazaremos X; X X5 por el vector

Ge_ Kax X _d'(ul) x fu) + sgn(u®)B' (u') x G(u')

w2l [u?|

el cual estd bien definido para u? # 0 y tiene la misma direccién que %X; x X5. El
correspondiente vector normal unitario N tendré la misma direccién, estara definido
para todo u? y, con tal que @’(ul) x ﬁ(ul) y 5’(u1) X E(ul) sean linealmente in-
dependientes, dependera continuamente de u?, puesto que en este caso X; X Xg €s
distinto de cero para todo u?.
Cuando
u? — —o0, N* — —G'(u!) x G(ub).
u? — oo, N* —  G'(u!) x G(ub).
Esto significa que como el punto de contacto se mueve a lo largo de toda la recta
generatriz el plano tangente gira en total un angulo 7 alrededor de la generatriz,
siendo la posicién limite del plano tangente perpendicular a 3’ (ul) x 3 (ul).

Definicion 8.4 A este plano se le denomina plano asintético.

La ecuacién del plano asintético es, teniendo presente que contiene a todos los
puntos de la generatriz y en particular al punto de la directriz por donde pasa la
generatriz:

¥ — a(ul) Blut) ' (u')] = 0.

Definicion 8.5 Se llama plano central correspondiente a una generatriz, al plano
tangente en un punto de la misma y que es perpendicular al plano asintotico.

Este es perpendicular al vector B’ X (5 "% B’), luego su ecuacion es

¥ — d@(ul) But) But) x G’ (uh)] = 0.

N D __plano asintotico
_P generatriz poo(u)

plano central

{[Q
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Definicion 8.6 Se llama punto central o punto de estriccidn al punto de una ge-
neratriz de una superficie reglada en el que el plano tangente es el plano central.

Definicion 8.7 Se llama linea de estriccién de una superficie reglada a la curva lugar
geométrico de los puntos centrales.

Pasemos a determinar la ecuacién de la linea de estriccion:
Sea (u',u?) el punto central de la generatriz u'. Entonces, el vector normal a la

superficie en este punto, X; X X5 es perpendicular a g’(ul) X g(ul), 0 sea

—

(@) x Bty + 3" () x Bluh)) (Bt x Ful)) =0,
lo que, operando nos lleva a

—

(@) x Bt (@) x Au)) +u?

Xy
=
-
X
=@

y aplicando las férmulas (ver pag. 179):

— —

@xb)-(@xd)=(0-d)E-a)—(b-d)d-a) (@xb)?=a—(ab)?

resulta que

— —

- (@' (u) - B'(wh) =0 (@' (") - B(u") + w?(B' (u'))* -1 - 0%) =0,

es decir a'(ut) - B’ (ut) + w28’ (uh))? = 0.

A la vista de esta ecuacién se deduce que si (6/(u'))? = 0, no existe el punto
de estriccién (pues no depende de u?) y esto puede suceder para u! en un intervalo
solamente si la parte correspondiente de la superficie es un cilindro, puesto que
entonces 3(u') es constante.

Excepto para estos puntos la Ultima ecuacién determina u?:

de donde, sustituyendo en la ecuacién de la superficie, obtenemos el vector de
posicién del punto sobre la linea de estriccién 7 : I — IR®

a'(u') - §'(u')

_ F(ut 8.1
Gy Blu™) (8.1)

F(u') = d(u') -

Si el vector 3(ul), en la direccién de la directriz rectilinea no es unitario, se
obtiene:
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Proposicion 8.8 En una superficie desarrollable la ecuacion (8.1) representa la
arista de retroceso.

Demostracién.- En tal caso [@'(u') 3’ (u!) B(u!)] =0, si B/ (u!) x B(u') #£ 0 (es
decir si 3,3 no son colinealeg y por tanto ( no es constante, o sea si no se trata de
un cilindro), los vectores @', 3’, 3 son coplanarios y se tiene

&' (u') = Mu"A(u') + p(u")F' ().
&'y Bty = p(u)B (") - B ().

Luego la ecuacién (8.1) tiene la forma

F(u') = d(u') — plu')B(u').
Derivando respecto de u!, tenemos

) = a ) - pe)F ) ) =

= Awh)B(ut) + p(uh)F' (wh) — p(u) B (ut) — p' (wh)But) =

= (Mu') = p'(u"))B(u'),
por lo que si A — u” # 0, la generatriz rectilinea es tangente a la linea de estriccidn,
y por tanto se trata de una superficie tangente de la curva (8.1) y dicha curva es la
arista de retroceso de la superficie.

Si A—p’ = 0 idénticamente en un intervalo, entonces la aplicacién 7 : I’ — IR?

es constante en este intervalo y la curva correspondiente se reduce a un punto, y la
porcién de superficie es un cono y (8.1) representa su vértice. O

Parametro de distribucion

Definicion 8.9 Se denomina parametro de distribucidon de una superficie reglada a
la funcidn p(ut) = [@'(u) G(ul) 7' (u)].

Existen varias interpretaciones geométricas de entre las cuales citamos las si-
guientes a modo de proposicion, cuyas demostraciones omitimos:
Proposicién 8.10 El pardmetro de distribucion correspondiente a una generatriz
ul es el limite del cociente entre la minima distancia § de la generatriz y la infini-
tamente prozima u' + Aul, y el dngulo ¢ entre dichas generatrices

)
1y li e
plul) = lim

O

Proposicién 8.11 El pardametro de distribucion es el cociente entre la distancia, d,
de un punto cualquiera D de la generatriz u' al punto central C y la tangente del
angulo que forma el plano tangente en dicho punto D con el plano central. O
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Ejemplos

Ejemplo 8.12 Las rectas normales a una superficie reglada no desarrollable en los
puntos de una generatriz rectilinea, generan un paraboloide hiperbolico o silla de
montar.

Sea la ecuaciéon de la superficie reglada:
X(s,u) = d(s) + uf(s),

con @ = da(s) la curva directriz para-
metrizada con el pardmetro arco y G=43 (s)
es el vector que da la direccién de las gene-
ratrices que suponemos unitario.

%, =d +uf; R,=0. Ry X %y =a' x B+uf x 3.

Tomamos en el punto de la directriz de pardmetro sg un sistema de referencia
(no necesariamente ortonormal) con vectores basicos {50, 3 x By, ag X 50}.

En este sistema, un punto genérico de una recta perpendicular a la superficie
tienen por coordenadas x = u, y = uv, z = v. Y eliminando parametros tenemos
la ecuacién implicita de un paraboloide hiperbdlico (cuddrica regular reglada con
cénica impropia degenerada): y = xz.

Ejemplo 8.13 La linea de estriccion de un hiperboloide de una hoja de revolucion
es la circunferencia minima de la superficie.

El plano tangente en un punto (acosf,asend,0) de la
circunferencia minima del hiperboloide

2 2 2

T z cos sen

#——2:1, es T+ y = 1.
a c a a

El plano tangente en cualquier punto de una generatriz
que pasa por ese punto contiene a dicha generatriz. Y el
plano tangente en el punto impropio de esa generatriz es,
si dicha generatriz tiene la direccién (—asen 6, acosb, c):

csenfx — ccosfy + az = 0;

que es perpendicular al plano anterior; por lo que se tiene
que (acosf,asenf,0) es un punto central.

Los céalculos anteriores nos permiten hayar la linea de estricciéon acudiendo a la
formula (8.1), expresando paramétricamente la superficie por

%(0,v) = @(0) + vB(0) = (acosb,asend,0) + v(a® + ) ~"/?(—asend, acos b, c).

. . HONAOP .
0) =a(l) — ——=06(0) = a(f) = (acosf,asenb,0).
7(6) = a(o) G0 B(0) = a(f) = ( )
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TEMA IX

Primera forma fundamental

En este Tema tratamos de medir distancias entre puntos, angulos entre curvas y
areas de regiones en una superficie. Ello se logra introduciendo una métrica sobre
la superficie: un modo de hacerlo es definiendo la métrica que sobre una superficie
regular induce, por restriccién, el producto escalar en IR®; tal como se hace en la
seccién 9.2.

9.1 Tensores sobre una superficie . . . . .. ... ... ... ... ..., 99
9.2 Primera forma fundamental . . . . . .. ... ... .. ... ... 101
9.3 Longitud de una curva sobre una superficie . . ... ... ... ... 103
9.4 Area de una superficie . . . . . ... ... L 105

9.1 Tensores sobre una superficie

Sea P un punto regular de una superficie Men IR* y Tp(M) el plano tangente
en P en el que, como espacio vectorial que es, vamos a exponer conceptos de algebra
lineal (1.

Definicién 9.1 Un tensor de tipo (r,s) en P es un elemento del espacio vectorial

Q. Tp(M ).

En particular un vector en P es un tensor de tipo (1,0).

Si ¥: AcC R* — IR® (u',u?) — X(u',u?) es una representaciéon paramétrica de
Men un entorno de P, los vectores tangentes a las curvas coordenadas que pasan
por P,

il(u(l)vug) S TP(M)’ iQ(utl)au(g)) S TP(M)7

(DVer Apéndice A, pégina 180, para tensores en espacios vectoriales.

99



100 TEMA IX. Primera forma fundamental

forman una base del plano tangente (espacio vectorial tangente) a M en P. Por
lo que les llamaremos vectores basicos relativos a la representacion paramétrica
x = X(whu?). Si §¥: B c R*> - R* (v',v?) — §(v',v?) es otra repre-
sentacion paramétrica local de M alrededor de P, los vectores bésicos relativos
a esta parametrizacion se relacionan con los anteriores por la férmula:

2. ou'
iz(u(l)aug) (Jj=12)

= 12
yj(vg,vg) = -
— 0v7 |(vg02)

siendo v’ = u*(v',v?) (i =1,2) las transformaciones de coordenadas.

Los co—vectores, 1-formas, o tensores de tipo (0,1) en el punto P de M son
elementos 0 € T/ (M), es decir, aplicaciones lineales 0 : Tp(M) — IR.

La base dual de la base candnica {X;,X>} la denotamos por {dul,du?} y estd
constituida por las aplicaciones lineales, definidas sobre los elementos basicos por

. 1 i=j

Andlogamente la base dual relativa a la base canénica {y1,¥2} la denotaremos
por {dvl,dv?}. Y se tienen las siguientes férmulas de cambio de base

2 .
ov’

dv? = .
Ou” |(ul,u?)

du’ (j=1,2).

1=1

Decimos que f : M — IR es una funcion diferenciable en un punto P de
Msi foX : A — IR es diferenciable para una representacion paramétrica local

de Malrededor de P % : A C IR* — IR® . Y definimos la diferencial de f como la
aplicacion

U:To(M) — R, ¥ € Tp(M) = df(9) = ¥(F) = 2 F(@(0))eo,

siendo @ : I — IR’ una curva contenida en M, tal que @(0) = OP y a'(0) = v.
Es claro entonces que df € TH(M).

En particular, si consideramos las funciones coordenadas u*:U C M — IR, (i =
1,2), dadas por X(ul,u?) — u! y %(ul,u?) — u?, sus diferenciales seran represen-
tadas por du' y du?, respectivamente; verificandose que

du' (%) =~ (R(u! u?)) = = (u') = 5!

J du’ ’ du’ '

Con esto queda justificada la notacién para los elementos de la base dual {du!, du?}
de T} (M), asociada a la carta local (U, X), que hemos adoptado més arriba.

Resulta entonces que

OfX) 1, 0(fX)  ,
df = ———du + ———du".
f oul ou?
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9.2 Primera forma fundamental 101

Un campo de vectores sobre una superficie M se puede considerar como una
aplicacion X que asigna a cada punto de M un vector tangente a M en dicho punto.

En particular, a cada representacién paramétrica local X : A ¢ R? — IR® de
una superficie M le estan asociados dos campos de vectores denominados candnicos
o basicos definidos en un entorno de M cuyos representantes en cada punto son los
vectores tangentes a las lineas coordenadas que pasan por ellos. Por consiguiente,
todo campo X de vectores definido en los puntos de la superficie correspondientes a
la parametrizacién X : A C IR? — IR® se expresard por

2
X = ZXi
1=1

donde las X" son funciones, denominadas componentes del campo de vectores X
respecto a los campos de vectores basicos X y Xs.

Un campo de vectores X sobre M se dice que es diferenciable (X € X(M)) si
sus componentes son diferenciables.

De manera similar se definen campos de tensores y su diferenciabilidad.

9.2 Primera forma fundamental

Definicion 9.2 Se denomina primera forma fundamental o métrica de Riemann de
una superficie M al campo de tensores I de tipo (0,2) definido en cada punto P de
M por la aplicacion bilineal simétrica y definida positiva:

IPZTP(M) XTP(M)—>1R Ip(l_l’,\_f)):l_l’-{; \V/l_l»,\_”ETp(M).

Las propiedades supuestas a I surgen de las correspondientes propiedades del
producto escalar en IR.

En los puntos correspondientes a una parametrizacién X : A ¢ R> — IR®
(ul,u?) — X(ul,u?) la primera forma fundamental se expresa por

2
I = Z gz-jdui ® du’ .

ij=1

Las g;; son las componentes (o coeficientes) de la primera forma fundamental, que
vienen dadas por

gij(ut,u?) = I(Z;(u',u?), %, (u, u?)) = R (ul, u?) - %5 (ul, u?).

Si la representacién paramétrica X : A € IR* — IR® es de clase C™ la pri-
mera forma fundamental es diferenciable de clase C" ™!, es decir sus coeficientes son
diferenciables de clase C™~1.

Teniendo presente la simetria de los coeficientes y la definicion de producto
simétrico (pag. 184), podemos expresar la primera forma fundamental en la manera
siguiente:
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102 TEMA IX. Primera forma fundamental

I = gndu' @du® + grodu® @ du® + go1du® @ du' + goodu® @ du® =
= gndu' ®dut + le(du1 ® du? + du? @ dul) + goodu® @ du® =

gndul o du' + 2g12du1 o du® + gggdu2 © du?.

I = g11(dut)? + 2g12dut du® + goa(du?)?

Los coeficientes de la primera forma fundamental forman una matriz simétrica

gi1 912
921 922
cuyo determinante, llamado discriminante de la primera forma fundamental, sera

denotado por g:
= ‘ gin Sz 911922 —9%2

g21  g22

y es siempre mayor que cero, puesto que, de la identidad de Lagrange (pagina 179),

gi1 912 X1 X1 XX = = = - - =
g= =5 o L L =X xX) (X xXg) = (X XxX2)° >0
921 922 X2 X1 X2:°'X2
Los elementos de la matriz inversa se denotan por g%, ellos son
11922 12 21 912 92 911
- 9 =9 =—— 9 = .
g g

La expresion de la primera forma fundamental respecto a otra representacion
paramétrica local de M ¥ : A € R* — IR? , (@', @?) — y(a', @?) se escribira:

I = gi1(du')? + 2g1adu’ du® + gao(du®)>.
En los puntos comunes a ambas parametrizaciones los coeficientes de la primera

forma fundamental se relacionan por:

2 . .
_ ou' ou’
ij=1

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004
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9.3 Longitud de una curva sobre una superficie

Consideremos una curva en la superficie ¥ = X(u!, u?) dada por las ecuaciones

paramétricas
u' =ul(t), u?=u*(t) a<t<b.

La ecuacién de la curva en la superficie es de la forma:
@ : [a,b] — R, t— at) = x(ul(t),u?(t)).

Proposicién 9.3 La longitud de arco de la curva a(t) = X(ul(t),u?(t)) entre t=a
y t=b es igual a

donde los g;; = X; - Xj son los coeficientes de la primera forma fundamental.

Demostracién.- Segun el estudio hecho en la teoria de curvas (1.36), la longitud
de un arco de curva en el espacio es

b
=

dx . dul LR du?
dt L dt 2T dt

dx

dt
dt|

y puesto que

se sigue que:

az\?
a )~

de donde se sigue la expresion del enunciado. O

"l

m12+ﬂ Hmuw{yéﬁdﬁmﬂ+ﬂ L (du\?
— X Xo————+Xo X1 ———— + X2 Xo | —
" V2T dt 27 dt 222 \a )

Como sabemos, un vector tangente a en un punto (u!,u?) de una superficie queda

rmin r su mponen a",a”) relativ. un sistem rden
dete ado por sus componentes (a',a?) relativas a sistema de coordenadas

curvilineas
2
a= E a'X;.
i=1

El cuadrado del médulo de este vector es igual a

2 2 2 2
&2 = (8)2 = (Zx> =Y ddi(x %)= Y gy
=1 i,j=1 i,j=1

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



104 TEMA IX. Primera forma fundamental

N

El producto escalar de dos vectores tangentes a = Z a'%; y b= Z b'X;, en un
i=1 =
mismo punto, es igual a

2 2 2 2
5. b — i ig. | = W R, = ath)
a-b= EaxZ : be] —E abx@-xj—g gija't’.
i=1 i=1 ij=1 ij=1

Si 0 es el angulo entre dos vectores a y b obtenemos:

2
b > gia't’

—

a ij=1
cosf = ——— =
&l [[b]l 2 R o
> giatdd | Y gib'V
1,j=1 1,j=1

Consideremos dos curvas de clase C?,
ut =o' (1), ut = ¢*(t);  ul =), v’ =¢(t)

en una superficie, que pasan por un punto Py de coordenadas u} = ¢'(tg) =
Y (tg), (i = 1,2). Sus representaciones paramétricas sern:
@I R (1) = RO, A1) B J— R Ft) = RN, 02 (0)).
El angulo 6 que forman estas dos curvas en el punto comun F, es el que forman
sus vectores tangentes en Fp:

1 2 1 2
2 dt dyp
290 ar
cos 0= vi= ,
§ gy, 10000 | St v
= Yodt dt = Yodt dt

d¢1d¢2__d¢2dwl>

\/911922—912<dt i I dr

sen =4
i dg' dg/ i Ay’ dy
= Y™ “ar = Y5~ "at

Obsérvese que si bien para el cosf no hay ambigiiedad en la eleccion el signo, si la
hay para el sen6.
En particular, si consideramos como tales curvas las curvas coordenadas dadas

por u? = cte. y u' = cte. respectivamente, se tendra:
dot dg? dip? d?
o’y 497 A, Wy
dt dt dt dt
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de donde, el d&ngulo entre ellas viene dado por

gi12
\/9119227

lo que implica que las curvas coordenadas son ortogonales si y sélo si g1o = 0. En
este caso las coordenadas curvilineas se dice que son ortogonales y la primera forma
fundamental se escribe:

cos O =

I = g11(du')? + goo(du?)?.

9.4 Area de una superficie

Para determinar el area de un dominio D de una superficie M correspondiente

a la imagen de un rectdngulo R en el plano de pardmetros u',u?, mediante la

representacién paramétrica X = X(u!,u?), hagamos una particién de dicho dominio

D en un numero finito de cuadrilateros utilizando las curvas

ut = uh, vt =g, .., ut = ul w? =l u? =l u? =l

A continuacion, reemplazaremos cada cuadrilatero ABCD acotado por las curvas

1

u = ’U,%\_l, ul

_ 1 2 _ 2 2 _ 2

= uy u” =y, g, Ut =,

por el paralelogramo rectilineo en el plano tangente a la superficie en A(u%\_l, ui_l),
determinado por los vectores

(U%\ - u%\—l)il(u%\—laui—l) y (ui - Ui—1)i2(u}\—1a“i—1)a

que son ambos tangentes a los la-
dos del cuadrilatero curvilineo y
los aproximan en longitud y di-
recciéon.  Asi aproximamos cada
celda de la division original por un
paralelogramo. El drea de cada uno
de estos paralelogramos es:

H(U%\ - U}\—l)il(uz\—lvui—ﬂ X (Uz - ui—l)iﬂu}\—puz—ﬂu =

= (u}\ - U}\—1)(ui - Ui—l)”il(u}\—hui—ﬂ X 552(15}\—17“;2;,—1)” =
= (uh — ko) =)\ gl puloy).

Si hacemos ahora la suma de las areas de todos los paralelogramos obtenemos

SN otuh o) — o) - ud),
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que es una aproximacién del area del dominio D. El area de D propiamente dicha
serd el limite de estas sumas cuando el didmetro de la particién tiende a cero. Si
la funcién /g es integrable en R, que es el caso si D esta contenido en un entorno
de las coordenadas u',u? de una parametrizacién de clase C'!, entonces la suma en
cuestion tiene un limite igual a la integral de la funcién /g en R, es decir

area(D) :// Vgul, u?)dut du?. (9.1)
R

Observemos finalmente que para obtener esta férmula hemos utilizado un sis-
tema de coordenadas fijo, por tanto para tener la seguridad de que “area de D”
tiene significado geométrico independiente de las coordenadas, tendremos que pro-
bar que la férmula que da el area conserva su forma bajo un cambio de coordenadas
curvilineas. Aplicando la férmula (9.1) para las nuevas coordenadas tendremos que
integrar sobre el dominio R correspondiente al mismo dominio D sobre la superficie,
asf si R es la imagen de R en la transformacién de coordenadas (u!,u?) — (4!, u?)

se obtendra:

/ / G @) dat di?

R

G = G11022 — G2, PETO

Por tanto,
1,2
//\/g(ﬂl,fﬂ)dﬂl du? = //\/g(ul,u2) % dut du? :/ Vgul, u?)du' du?,
R R R

de acuerdo con el teorema sobre el cambio de variables en una integral doble.

Ejemplos

Ejemplo 9.4 La ecuacion curvilinea de las curvas (llamadas lozodromas) que cor-
tan a los meridianos de una superficie de revolucion

T = UCOS, Yy = usenw, z = f(u),

segun un dngulo constante 0 es

v cotg 6 :/ i\/l—l— (f"(u))?du + c.
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La ecuacion diferencial, en el plano coordenado, de las curvas paramétricas Cy :
v=Aesdv=0.

Otra familia C,, de curvas sobre la superficie se obtiene estableciendo una relacién
entre los pardmetros u y v de la forma: ¢(u,v) = p; por lo que, de nuevo, la ecuacién
diferencial, en el plano coordenado, de dicha familia de curvas es de la forma:

A(u,v) du + B(u,v) dv = 0. (A= ¢u, B=¢y)

Para imponer que estas familias de curvas se corten segin angulo 6 constante, se
calculan los vectores tangentes a ambas, lo que va a permitir, conocer el cosf y el
sen 6. Sean sus ecuaciones paramétricas:

a(t) = X(u(t), v(t)), G(t) = R(u(t), o(t)).

=/ _ 2 !z - __ . — —
a =X, G =X, = + X, = // B(u,v)X, + A(u, v)X,.

_ a- g’ _ —g11B + g124
1@ 118" oriv/B2g11 — 2912AB + g2 A2
_lax gl AllX, X X, ||

@8 I/ B2gi1 — 2912AB + gaa A2

tagh = A\/gngzz - 9%2 _ \/911922 - 9%2 dv

—g11B + g124 g1 du — grodv

En este caso particular:
g11 = Xy - Xy = (coswv,senw, f') - (cosv,senv, f') =1+ f2,

gi2 = Xy, - X, = (cosv,senv, ') - (—usenv,ucosv,0) =0,

goz = X, - X, = (—usenw,ucosv,0) - (—usenv,ucosv,0) = u?,

N il N e i

(1+ f2)du ’ u
1
/—\/1 + f? du = cotg O v.
u

Ejemplo 9.5 La ecuacion curvilinea de las trayectorias ortogonales de las genera-
trices rectilineas de la superficie reglada

%(s,v) = d(s) +v(s), (la" () =1, 18(s)ll = 1)

tagfd =

du = cotg 6 dwv,

€s

—

v=— /s cosf(s)ds + ¢ (cosB(s) = t(s) - B(s)).

S0

Entonces dos trayectorias ortogonales intersecan segun una distancia constante
a todas las generatrices.
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Las trayectorias ortogonales a las curvas s = cte., es decir, a las que satisfacen
ds = 0, seran las curvas A(s,v)ds+ B(s,v)dv = 0, tales que el coseno del angulo que
formen sus vectores tangentes con los de las anteriores sea nulo. Las componentes
de tales vectores son (0,1) y (B, —A), respecto a los vectores basicos {Xs, X, }; asi,

se debe verificar
2Bg12 — Aga2 = 0.

Y como, gog = X, - X, = 3-6=1, g2 =Rg Ry = (T + UB’) 3= cosf(s). Luego
2B(s,v)cosf(s) — A(s,v) = 0.

Las trayectorias ortogonales pedidas satisfacen a
S
B(s,v)(2cosf(s) +dv) =0 = wv= —2/ cosf(s)ds + c.
50

La ecuacion paramétrica de tales trayectorias es pues

—

(s) = d(s) — (2 / " cos0(s)ds + c) (s),

S0

y, evidentemente, la distancia entre los puntos en que dos trayectorias v y 72 or-
togonales cortan a las genetratrices es constante, igual a |c; — ca.
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TEMA X

Operador forma. Segunda forma
fundamental

Estudiaremos en este Tema la forma de la superficie en el entorno de un punto
regular P; ello lo podemos hacer por dos vias diferentes: una estudiando la variacion
del vector normal a la superficie en puntos de curvas que pasan por dicho punto;
y otra estudiando la distancia de los puntos de dicho entorno al plano tangente en
P. Ambos procedimientos nos llevan a definir la segunda forma fundamental de la
superficie.

10.1 Operador forma sobre una superficie . . . . . . . . ... ... .... 109
10.2 Curvaturanormal . . . . . . . ... ... ... ... ... ... ... 111
10.3 Curvatura de Gauss y curvatura media . . . . . . . . . .. ... ... 115
10.4 Segunda forma fundamental . . . . . . . . .. ... ... 117
10.5 Curvas especiales sobre superficies . . . . . . ... ... ... .... 119

10.1 Operador forma sobre una superficie
Un campo de vectores Z sobre en una superficie M en IR® se puede interpretar
como una aplicacién que asigna un vector Zp € Tp(IR*) a cada punto P de M.
Z: PecMwr ZpcTp(IR%).

La derivada covariante DzZ tiene sentido siempre que v sea tangente a M, y se
calcula por cualquiera de los siguientes métodos (ver § A.7):

1. Si C es una curva @ : I — IR® en M, tal que @(0) = OP y a'(0) =&
entonces:

Y
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3

> #(Z))E;.

3
2. Si Z = ZZiEi tenemos: DzZ =
i=1 i=1
Nota 10.1 Aunque Z € X(M), campo de vectores diferenciable tangente a M,

DzZ no tiene por qué ser tangente a M.
Sea Pe My N una normal unitaria en un entorno de P. Si Mes orientable,

N estd definida globalmente.

Definicion 10.2 Sea P € M, la aplicacion
Sp : Tp(M) — Tp(IR?)

D{;N, se denomina operador forma de M en P.

definida por Sp(v)
Nota 10.3 S mide la variacién de N en la direccién de U, y por consiguiente la

variacién del plano tangente; describe cémo se curva la superficie.

Proposicién 10.4 En P € M C IR®, el operador forma Sp : Tp(M) — Tp(M) es

una aplicacion lineal simétrica, es decir,
Sp(8) - = 7 Sp()  (1(Sp(@), @) = I(#, Sp(i) ).

Demostracién.-
a) La aplicacién estd bien definida pues Sp(7) € Tp(M), ya que

0=3(N-N)=DsN-Np+Np DzN=2D;N-Np=-25p() Np

b) Es lineal:
Sp(Ni + pi) = —DigrusN = ASp (i) + pSp ()

c) Es simétrica, s6lo basta probarlo con los vectores basicos:
Sp(%;) = —Dg,N=-N; (i=1,2)
N izg =N sz = —Nj . )21 = Sp(ij) )Ez

%L

Sp(X) % =—-N,;-X; =

Ejemplo 10.5 Determinemos en algunos casos particulares el operador forma

FEsfera, % + y* + 22 = r? .

1< 1< 7

N=-Y 2'E;, Di;N=-) G@)E;=—- Sp(0) =-
DI > B == Sp(®)

.
Il
=

DsN =0 Sp(@) =0.

-
Plano, 2z =10 : N = cte
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T
¢ Cilindro, 2 +y? = r? :

S(Xy) = —Dg, N=0

S(%1) = —Dg N =L

r

RS X(ul, u?) = (r cos ul, r sen ul, u?
e

Paraboloide hiperbdlico (silla de montar), z = xy, en el origen:

10.2 Curvatura normal

Sea M una superficie que admite una normal unitaria (al menos localmente) N.

Proposicién 10.6 Si @ : I — IR® es una curva en M , entonces:
a’” N=S@"-a'
Demostracion.-

@' N=0= a”"N+a@' N'=0 = @’ 'N=-N"a@' = —(DgN)-@' = S@’)a’

Interpretacién geométrica:

“Todas las curvas en M con vector tangente v en el punto P, tienen la misma
componente normal de @” en P, a saber, S(¥) -7 ”. Es la componente de a@” que
se ven obligadas a tener dichas curvas debido a la forma de la superficie M en IR?.

Definicién 10.7 Sea @ € Tp(M) un vector tangente unitario, entonces al nimero
k(1) = S(@) - 4 se le denomina curvatura normal de M en la direccion de .

Nota 10.8 Obsérvese que k(@) = k(—u).
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Proposicién 10.9 (Teorema de Meusnier) Sean M una superficie en IR®, P
un punto de M , @ un vector unitario tangente a M en P y N la normal unitaria.

—

Si @ es una curva en M con tangente unitaria y tal que @(0) = oP y a’(0) = 4,
entonces

k(@) = k(0) cos ¢,

siendo k la curvatura de d y ¢ el dngulo entre 1(0) y Np.
Demostracién.- k(@) = @(0) - Np = 1(0) 7(0) - Np = £(0) cos ¢. O

Definicién 10.10 Se denomina secciéon normal de M en la direccion de i € Tp(M),
a la curva interseccion de M con el plano que contiene a Np y a u.

Se tiene de forma inmediata el siguiente resultado:

Proposicion 10.11 Sio es la seccion normal de M en la direccion de u € Tp(M),
entonces

k(@) = £#,(0).

O

Interpretacién geométrica del signo de la curvatura normal en la direccién u €
Tp(M). Para secciones normales, se tiene:

1. Si k(@) >0, 7@(0)=Np.

La seccion normal o se flexiona hacia Np en P. La superficie M se flexiona
hacia Np en la direccién de .

2. Si k(@) <0, 7(0)=—Np.
La superficie M se flexiona en el sentido contrario de Np en la direccién de .

3. Si k(@) =0, k,(0)=0.

No podemos asegurar que la superficie M se flexione en la direccion de .

Definicion 10.12 Se denominan curvaturas principales de M en P, a los valores md-
zimos y minimos de la curvatura normal k(@) de M en P cuando el vector tangente
unitario u en P gira de tal forma que el extremo genera una circunferencia unitaria
en el plano tangente a M en P. Se les denota por ki y ko.

Se denominan direcciones principales de M en P a aquéllas en las que ocurren
estos valores extremos.

Se llaman vectores principales de M en P a los vectores unitarios sequn las direc-
ctones principales.

Definicién 10.13 Un punto P de M C IR® es umbilical cuando la curvatura normal
k(i) es constante para todos los vectores unitarios U tangentes a M en P.
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Ejemplo 10.14 En la esfera, S(@) = —(1/r)ud y k(ud) = —1/r. Todos sus puntos
son umbilicales.

Proposicién 10.15

1. Si P es un punto umbilical de M C IR>, entonces el operador forma S en P
es la multiplicacion por un escalar A = k1 = ko.

2. 81 P no es umbilical, k1 # ko, entonces hay exactamente dos direcciones prin-
cipales, y son ortogonales.

Ademads si U1, Vs son vectores principales en estas direcciones, entonces

S(Ul) = klﬁl, 5(172) = kzgg.

Nota 10.16 Las curvaturas principales de M en P son los valores propios de S, y
los vectores principales de M en P son los vectores propios de S.

Demostraciéon.- Supongamos que k toma el valor maximo k; en la direccién del
vector tangente unitario ¥;:

Sea Uy € Tp(M) unitario y ortogonal a v;. Demostremos que ¥ es vector
principal.
Sea @ € Tp(M) un vector unitario,

U = cos 0 U7 + sen 0 vUs.
Tenemos entonces la funciéon de variable real:
0 — k() = k(cos 0 ¥ + sen 0 7).
k(@) = S(cos 0 U1 +sen 6 ¥s) - (cos 0 U1 + sen 6 Us)
= cos*0 S] + 2sen 6 cos 6 S; +sen? 0 S3,
donde St = S7 = S(#;) - 7; (i,j=1,2).

dk
0= —2cos 0 sen 0 S7 + (2cos* 6 — 2sen® 6)S, + 2sen O cos 0 Sa.

Sif=0 = dk/df =0 = 251 =0. Luego, se tiene
S(vh) = Siv S(vy) = S3s.

Distinguiremos dos casos:
1) P es umbilical

S5 = S(Ua) - Ua = k() = k1 = S7.
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Asi, S es la multiplicacién por un escalar.
2) P no umbilical (!

k(0) = cos*0 ki +sen?0 S, ki > l_c(g) = 53,

k' (0) = —2sen 6 cos O(k; — S3), k"(0) = 2(sen® 6 — cos® 0) (k1 — S3).

k'(0) = —(k1 — S3) <0 (méximo)

K'(3) =k —53>0 (minimo)

Luego ky = k(7/2) = S2. O

%’(0):0:>9:0,g:>{

Corolario 10.17 (Férmula de Euler) Sean ky, ko y U1, 72 las curvaturas princi-
pales y los vectores principales de M C IR® en P. Entonces si @ = cos 0 U1 +sen 0 ¥,
la curvatura normal de M en la direccion de U es

k(i6) = ky cos® 0 + ko sen? 6. (10.1)

Interpretaciéon geométrica de la curvatura normal

Elijamos una referencia en IR, con origen en un punto P de una superficie, el
plano XY es el tangente a Tp(M) y los ejes OX y OY son las direcciones principales.
Asi la superficie en un entorno del origen se expresa por

Se tiene f(0,0) =0, f.(0,0)=0, f,(0,0)=0.
Floo) = (70,000 + 2£2,(0,0)ay + £, (0.0)52). (10.2)

En las direcciones principales v; = (1,0,0), 5 = (0,1,0) en P, se tiene:

S(#h) = =Dz N = f (0,0)7; + 7,(0,0)
S(v2) = —=Dg,N = f7,(0,0)51 + f,7,(0,0)v2

(_fglm _fgl;a 1)

- 1
N =
VIH D2+ ()2
Como 77, U5 son vectores principales:
ki = f2(0,0), ko= fz’/’y(0,0), fg’c’y(0,0) = 0.

Luego: “La forma de M en las proximidades de P es aproximadamente igual a
la superficie

1
M* 2= §(k1$2 + kay?).

M* se denomina aproximacién cuadratica de M en las proximidades de P.”

MSi k; = S2 = k(0) = k1(cos? 0 + sen? 0) = k; = P es umbilical.
2
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10.3 Curvatura de Gauss y curvatura media

Tratamos de examinar el significado geométrico de los invariantes traza y deter-
minante del operador forma. Sea P un punto de una superficie My Sp el operador
forma en P.

Definicién 10.18 La curvatura de Gauss de M es K(P) = det Sp.

La curvatura media de M es H(P) = 1 traza Sp.

De esta definicion surge la siguiente:

Proposiciéon 10.19 La curvatura de Gauss y curvatura media se relacionan con las
curvaturas principales por:

1
K =kiks,  H==(ky +ks).
2 O

Nota 10.20 La curvatura de Gauss es independiente de la eleccién de la normal
unitaria a la superficie.

Corolario 10.21 En una superficie orientada M las funciones curvaturas princi-

pales son:
ki, ko = H++\H? - K.

Clasificacion de los puntos de una superficie

1. K(P)>0 Punto eliptico

Entonces k1 (P) y k2(P) tienen el mismo signo. La férmula de Euler (10.1) nos
dice que k(@) > 0 o k() < 0, para todo vector unitario @ € Tp(M). Por lo
que la superficie queda, en las proximidades del punto P, del mismo lado del
plano tangente en P a M.

La aproximacién cuadratica es:
22 = k1 (P)x? + ko P)y>.

Por lo que las secciones de esta aproximacion
por planos perpendiculares al eje OZ, son elipses
(reales o imaginarias).
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2. K(P)<0 Punto hiperbdlico

Las curvaturas principales tie-
nen signo opuesto en P y la apro-
ximacion cuadratica de M , en las
proximidades de P, es un hiper-
boloide:

22 = k1 (P)x? + ko(P)y?
(k?l(P) > 0, kQ(P) < 0)

Por lo que las secciones de esta aproximacion por planos perpendiculares al eje
OZ, son hipérbolas.

3. K(P)=0
(a) k1(P)#0y ko(P)=0 Punto parabdlico

La aproximacién cuadratica es un cilindro:

22 = ky(P)a?
(k1(P) > 0)
(b) k1(P) =0y ko(P) #0 Punto parabdlico
La aproximacién cuadratica es un cilindro:
22 = ko(P)y?
(k2(P) <0)

Por lo que las secciones de esta aproximacion por planos perpendiculares
al eje OZ, son rectas paralelas (reales o imaginarias).

(¢) k1(P) =ko(P)=0 Punto plano

En este caso la aproximacion cuadratica es el plano: z = 0.

Si se quiere dar una descripcion geométrica mas detallada de la superficie en un
punto plano, es necesario obtener més términos en (10.2),

fly) ~ =(firs(0,0)°+3f,.(0,0) f,(0,0)xz*y+3/..(0,0) f,, (0,0)zy*+ [, (0,0)y°).

S|

Es el caso, por ejemplo, de la silla de montar de mono, superficie de ecuacion

z = x(x? — 3y?).
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En el dibujo representamos las proyecciones sobre el plano XY de dos secciones
por planos perpendiculares al eje OZ, z = +¢, con trazo continuos y punteados,
respectivamente.

v X

10.4 Segunda forma fundamental

Definicion 10.22 Se denomina segunda forma fundamental de una superficie M al
campo de tensores 11 de tipo (0,2) definido en cada punto P de M por la aplicacion
bilineal simétrica

IIP:TP(M) XTP(M)—>1R IIP(G,W):SP(V)-W, VV,WETP(M).

Si ¥: Ac R* - R® (u',u?) — X(u',u?), es una representacién paramétrica
local de una superficie de normal unitaria NN, la segunda forma fundamental se
expresa por

2
II=Y Lijdu' ®du.
i,j=1

Las L;; son las componentes (o coeficientes) de la segunda forma fundamental,
que vienen dadas por

Lij(ul,u2) = II(ii(ul,u2),ij(u1,u2)) = S(ii(ul,u2)) . ij(ul,u2).

Si la representacién paramétrica X : A C IR> — IR® es de clase C" la segunda
forma fundamental es diferenciable de clase C™~2, es decir, sus coeficientes son

diferenciables de clase C™ 2.
Teniendo presente la simetria de los coeficientes y la definiciéon de producto simé-
trico, podemos expresar la segunda forma fundamental como sigue:

II = Lndul X dut + ledul & du? -+ Lgldu2 & du? -+ ngdu2 & du® =
Lijdu' @ du' 4 Lio(du' @ du® + du? ® du') + Logdu® @ du® =
= Lipdu' ©du' + 2L1adu' © du® + Losdu?® ® du?.

Il = Lll(du1)2 + 2L12du1 du2 + L22 (du2)2
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Calculo de la curvatura de Gauss y curvatura media

Vamos a expresar la curvatura de Gauss y la curvatura media en funcién de los
coeficientes de la primera y segunda formas fundamentales de una superficie M .
Daremos, previamente unas expresiones generales de ellas en términos del operador
forma.

Proposicién 10.23 Sean @,w@ € Tp(M), P € M C IR?, vectores linealmente inde-
pendientes, entonces:
Sp(¥) x Sp(W) = K(P) ¥ x w0,

Sp(U) x W+ 7 x Sp(W) =2H(P) v x .
Demostracién.- Existen A, &, 7, € IR tales que

Sp(0) = AT+ &0 Sp(W) =0T+ (@

K(P)=detSp =X —¢&n  H(P)= %tmza Sp = %(A +¢)

Utilizando la Proposicién 10.23 anterior y la identidad de Lagrange (ver péagi-
na 179) obtenemos inmediatamente:

Proposiciéon 10.24 Sean V,W € X(M) en una superficie orientada M , se tiene

S(V)-V  S(V)W
K‘S(W)-V S(W)-W'
Wy e
S(V)-V S(V)-W R A 1
_| WV Wew ‘+'S(W)-V S(W) W‘
H =
2wl |

O

En particular, tomando como campos de vectores los asociados a una repre-
sentacion paramétrica local, se tienen las siguientes expresiones para la curvatura
de Gauss y curvatura media:
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Proposicién 10.25 Si X: A C IR* — IR® es una representacion paramétrica local
de una superficie M, se tienen las siguientes expresiones de la curvatura de Gauss
y de la curvatura media:

_ Ly Loy — L3, 7 g22L11 — 2g12L12 + g11L22

K ,
911922 — 9%2 2(911922 - 9%2)

Y

estando dados los coeficientes de la primera y sequnda formas fundamentales, res-
pectivamente, por

gi1 =X1 - X1 L1 =8(X1) %1 =—-N;-% =N-%X;
gi2 = X1 - X2 Lipg=95(X1) X2 =—-N; -X=N-Xpy
g22 = X2+ X2 LQQIS()EQ)‘)EQ:—NQ'}_C)QZN')_()QQ

Demostracion.- La expresién de los coeficientes de la segunda forma fundamental
surgen de que, para ,7 = 1, 2,

—

10.5 Curvas especiales sobre superficies

Lineas de curvatura

Definicién 10.26 Una curva regular C en una superficie M C IR® es una curva
principal (o linea de curvatura) cuando su vector tangente en cada punto corresponde
a una direccion principal.

Nota 10.27 Hay exactamente dos lineas de curvatura que pasan por cada punto no
umbilical de My se cortan ortogonalmente. En un punto umbilical toda direccién

es principal.

Proposicién 10.28 Sea @ : I — IR® una curva reqular C en M y sea N un campo
de vectores normal y unitario restringido a C. Entonces:

La curva C es una linea de curvatura si y solo si N’ y @’ son colineales en cada
punto.

=/

La curvatura principal en la direccion de @' es (@' - N)/(c?’ -a’).

Demostracion.- .
| dN@E (1)

S(@')=—-Ds N = — = ~N".

Asi N’ // &' < S(@@')//d@" < @' esuna direccién principal.
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La curvatura normal sera:

. a l:'

Nota 10.29 En la demostracion de esta proposicion se ha obtenido una expresion
muy util para determinar la curvatura normal en cualquier direccién, dada por un
vector tangente a la superficie ¥, no necesariamente unitario, a saber:

k( il ) _ I1(V,0)
1] 1(v, )
Ademés, se obtiene que N’ = —k(@'/||@’||)@’, que se conoce como la férmula

de Olinde Rodrigues.

Proposicién 10.30 Sea C la curva que resulta de cortar una superficie M por un
plano (seccion plana en M ), si el plano que contiene a la curva forman un dngulo
constante con la superficie a lo largo de C, entonces C es una linea de curvatura en

M.

Demostracion.-

Sean N y V los campos de vectores uni-
tarios y normales a My al plano 7 a lo
largo de C, @ : I — IR® la representa-
cion paramétrica de la curva C.

Como N -V = cte y N-N = 1, se tiene:

N - V=0=S5@"\-v=0
N'" " N=0=S5@’")-N=0 ;=
Si N y V son independientes

S(@') /) @’ = C linea de curvatura.

SiN=+V = N’'=0= 5(@') =0 = C linea de curvatura.

Ejemplo 10.31 Los meridianos y paralelos de una superficie de revoluciéon son
lineas de curvatura. El Ejercicio 192 indica cémo obtener las lineas de curvatura en
una superficie.

Lineas asintoticas

Definicién 10.32 Se llama direccién asintética a la direccidn tangente a M C IR
en la que la curvatura normal es cero.

Proposicién 10.33 En un punto P de una superficie M en IR® se tienen las si-
gquientes situaciones sequn el valor de la curvatura de Gauss:
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1. Si K(P) > 0, no hay direcciones asintoticas.

2. Si K(P) < 0, hay exdctamente dos direcciones asintdticas en P, que quedan
bisecadas por las direcciones principales con dngulo 6 tal que

k1(P)

2 e
tag”0 = i (P)

3. Si K(P) = 0, entonces toda direccion es asintdtica si P es un punto plano.
Si el punto es parabolico, hay exdctamente una direccion asintotica, que es
también principal.

Demostracién.- Utilizaremos la formula de Euler (10.1)
k(0) = ky cos® 0 + ky sen? 0

1) Si K > 0, k() nunca se anula.
2) Si K <0, k1 y ko tienen signos opuestos, y podemos resolver la ecuacién

0=k cos?6 + ko sen?6

para obtener las dos direcciones asintoticas.
3) Si P es un punto plano, k1 = ky = 0, entonces k(0) = 0, V6.
Si k1 # 0y ko = 0, entonces k(6) = ky cos? .

s
k(@):O@COSQ:(]:Qza
la curvatura normal se anula en la direccién principal v5. O

Definicion 10.34 Una curva reqular C en una superficie M se dice que es una linea
asintética cuando es tangente a una direccion asintotica en cualquiera de sus puntos.

El Ejercicio 192 da la ecuaciéon diferencial que permite determinar las lineas
asintoticas. De la Proposicion 10.6 surge inmediatamente:

Proposicién 10.35 Una curva & : I — M C IR® es una linea asintética si y sdlo
si a’ es tangente a M , (es decir, su plano osculador es tangente a la superficie).

g

Ejemplo 10.36 La ecuacion diferencial curvilinea de la curvas asintoticas, distintas
de las generatrices, sobre una superficie reglada no desarrollable

X(s,0) = a(s) +vB(s)  (1a'] =1, 18]l =1, [{BE'] # 0)

tiene la forma de una ecuacion de Riccati (§4.5):

% — A(s)fu2 + B(s)v + C(s).
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Las lineas asintdticas son curvas que satisfacen (ver Ejercicio 192) a la ecuacién

diferencial
Lll(d8)2 + 2L19ds dv + L22(d1))2 = 0.

Para calcular los coeficientes L;; necesitamos:
= —KN + Ug//, isv = 5/7 ivv = 0.
o RyxX, tx B+v3 x 8
- — — - 9
Xs X X - = > =
H S UH \/1+2vt-6’+v2ﬁ’-ﬁ’

ya que
OB @xh=| 5% Th=TT =
T i) = %g’ %g =1y 1=
Li;=N-%, = —k[f B 7]+ [t 3 3" — w3 B 7]+ 023 B A )
1+ 20t - ﬁ/_|_1,25/ 5/
_ B BB+ ([EB ) + kG Bil)v+ k[ ]
\/1+2vt-6’+1;2ﬁ/.5/ 7
Lis =N -3, 381+ 35 _ 5 7] |
%1 wi-F+vf-F 12l FredF
Lys =N - %y,

Entonces las lineas asintéticas vienen dadas por el producto de las ecuaciones

diferenciales:

—

s (18 B30+ (T3 A" + vl B+ wll 7t B)ds +2[ F Flav) =

Luego las lineas asintoticas son, por una parte, las que satisfacen ds = 0, o sea
s = cte. (que son las generatrices rectilineas), y por otra las que se deducen de

dv (BB, [WBF)+rF B,
ds 2§ 7] 205 51 20 5 5

con [t B B'] # 0, al no ser la superficie desarrollable. Se tiene pues que las lineas
asintodticas, no rectilineas, satisfacen a una ecuacién de Riccati:

U = AW+ Blso + ()
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Si, como caso particular, consideramos la superficie reglada generada por las
normales principales a una curva, es decir 3 = 7, resulta:

kT’ — 7K 7/

A(s) = ———, B(s) = —,
() 2T () 2T

En consecuencia, en la superficie reglada generada por las normales principales
a una hélice circular (helicoide), las curvas asintéticas, a parte de las generatrices,

satisfacen a

C(s) =0.

dv kT — 71K T/

2
— = —v" 4+ —v
ds 2T 27
y como en una hélice circular se tiene k = cte. y 7 = cte., se tiene que v’ = 0, o sea

v = cte. Que son hélice circulares concéntricas con la dada.

Lineas conjugadas

Definicion 10.37 Dados dos vectores tangentes U y W a una superficie M se dice
que la direccion dada U es conjugada de la direccion dada por @ si S(U) - w = 0.

Nota 10.38 De la simetria del operador forma S, se tiene también S(w) - v =0, y
asi, decimos simplemente que las direcciones v y w son conjugadas.

Las direcciones principales obviamente son conjugadas. Y las direcciones asinté-
ticas son autoconjugadas.

Proposiciéon 10.39 En cada punto eliptico o hiperbolico de una superficie cada
direccion tiene una direccion conjugada.

Demostracién.- Si ¥ es un vector tangente en la direccién dada como S(%) # 0,
existe una vector tangente w que es ortogonal a S(%). O
Definicion 10.40 Dos familias de curvas en una superficie se dice que son conju-

gadas st en cada punto de contacto sus direcciones son conjugadas.

Nota 10.41 Los tipos de curvas especiales sobre una superficie definidos hasta
ahora en esta seccién tienen la siguiente interpretaciéon geométrica en términos de
teoria de cénicas que justifican sus denominaciones:

Si en el plano tangente en un punto P a una superficie consideramos un sistema
de referencias con origen en P y ejes los determinados por las direcciones principales,
y si en la férmula de Euler (10.1),

k(i6) = ky cos® 0 + ko sen? 0,

ponemos 1/p? = |k(@)|, € = p cos 0, n = p sen 0, se tiene la ecuacién de una cénica
(denominada indicatriz de Dupin)

+1 = k1€ + kon®.

Pues bien, las direcciones principales son los ejes de esta coénica; las direc-
ciones asintéticas vienen determinadas por las asintotas; y las direcciones conjugadas
corresponden a las de la cénica.
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Lineas geodésicas

Definicién 10.42 Una curva @ : I — M C IR® es una geodésica de M cuando @
es normal a M .

Proposicién 10.43 Si d es una geodésica en M , entonces ||@'|| = cte.
Demostracién.- @ es geodésica = a’-a” =0=a’-a’ = cte. O

Proposicién 10.44 St a es una geodésica con parametrizacion longitud de arco,
entonces

S() = kt — 7b.

— — — g

Demostracién.- & = sit = kN = S(i) = —N = —n = ki — 7b. O
Ejemplo 10.45

1. Las geodésicas en el plano son las rectas.
Sea u el vector director del plano y & una geodésica contenida en él, entonces
— / —
a'-u=0.

=/ —//

a’" i=0y a'f/ju = a’"=0 = a)=at+b.
El reciproco es inmediato.

2. Las geodésicas en la esfera son las circunferencias mdximas.

Sea @ una geodésica con parametrizacién natural en una esfera de radio r
1. 1
—t

= Kk=-, 7=0,
r r

SH=wt—7b y S =

Qa es una circunferencia maxima.

Reciprocamente, en una circunferencia maxima & en la esfera la & apunta hacia
su centro, que es el centro de la esfera, luego & //N.

3. Geodésicas en el cilindro circular.

Una curva en el cilindro tendré de ecuacion a(t) = (r cos 0(t), r sen 6(t), h(t)).

. L a"//N=h'(t)=0= h(t) =ct+d
St es geodésica: = { a'-a' =cte=r?0'(t)> + h'(t)* = cte
Luego 0'(t)? = cte = 0(t) = at + b, por tanto

a(t) = (r cos(at +b),r sen (at + b),ct + d)

Sia#0yc+#0,aesuna hélice; si a =0, @ es una generatriz; ysic=0, &
es una circunferencia.
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TEMA XI

Teorema fundamental de superficies

Como en el caso del teorema fundamental de la teoria de curvas, segin el cual
la curvatura y la torsion determinan la curva, queremos demostrar ahora que la
primera y segunda formas fundamentales determinan la superficie salvo su posicién
en el espacio. Para ello usaremos un método similar al utilizado en el caso de curvas
en IR?, pero en vez del triedro de Frenet de una curva consideraremos una referencia
definida por X, X, N en cada punto P de una superficie M (denominada referencia

de Darboux de M ).

11.1 Derivada covariante . . . . . . . . . . .. . ... ... ... ..., 125
11.2 Curvatura . . . . . . . . . o e 128
11.3 Teorema fundamental de las superficiesen IR® . . . . . . .. .. ... 132

11.1 Derivada covariante

Empecemos introduciendo la derivada covariante en una superficie, a partir de
la derivada covariante (§ A.7) y del producto euclideo (§ A.1) en IR

Consideremos una superficie M C IR®, un punto P en My un vector tangente
v € Tp(M). Ahora supondremos que Y es un campo de vectores tangente a M,
definido en un entorno abierto de P. Entonces, DzY es un vector en IR, que
descomponemos, de forma tnica en la parte tangente mas la parte normal a la
superficie, como sigue

125



126 TEMA XI. Teorema fundamental de superficies

D;Y = V3Y + aNp, Dy N

donde VzY € Tp(M).
Primeramente, notemos que como (ver Propo-
siciéon A.12)

]

0=3(N-Y)=DzN Yp+Np- Dz,
se tiene
a=Np -DsY =—DsN-Yp = S(@)-Yp = II(7,Yp).

Tenemos entonces la llamada Ecuacién de Gauss:

—

DsY = VY + I11(7,Yp)Np.

Y ésta puede ser extendida a campos de vectores tangentes X,Y € X(M):

—

DxY =VxY + II(X,Y)N (11.1)

Definicion 11.1 V3 se denomina derivada covariante con respecto a v.

Proposicién 11.2 El operador V (derivada covariante o conexion de Levi-Civita)
tiene las siguientes propiedades:

1) Vx()\Yl + ,LLYQ) AVxY +uVxYs

2) VAXH—MXQY = AVx, Y +uVyxY

3) Vx(fY) = X(N)Y +fVxY

4) VixY = [fVxY

5) X(Y1 YQ) = (VX)/I) Yo+ Y- (VXyg)
6) VxY-VyX = [X,Y]

para todo X, Y, X1, X2,Y7,Yo € X(M); \peR; feF(M).

Demostracion.- Basta tener presente las respectivas propiedades de la derivada
covariante en IR® (ver Proposicién A.12), la bilinealidad y simetrfa de la segunda
forma fundamental, asi como la definiciéon de corchete dada en el Ejercicio 12. O

Componentes locales de la derivada covariante

Sea X = X(u!,u?) una representacién paramétrica local de M . Expresamos las
derivadas covariantes de los campos de vectores basicos en funcion de ellos mismos,
por las expresiones:

2
k=1
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11.1 Derivada covariante 127

A los coeficientes Ffj se les llama simbolos de Christoffel de segunda especie o
coeficientes de la conexion de Levi—Civita.
La ecuacién de Gauss se escribe

X = Zr X + Li;N

Los campos de vectores X,Y y VxY tangentes a M se expresan localmente por

2 2
X=Yxx. v=Yrs
=1 1=1
2 2 < 2
i 15) & : .
VxY = ZX Z oui I +Zijiixj -
i=1 j=1 j=1
2
oY+
= > X <_a +FZY~7> %1
i,5,k=1 u

Asi la derivada covariante estd determinada por los coeficientes I‘fj.

Nota 11.3 Dado un campo de vectores tangente a M , X = Z X'%,;, sus derivadas
i=1

parciales respecto a u',u?, no son, en general, vectores tangentes a M (). Sin

embargo, si son componentes de un vector tangente a M, denominado derivada

covariante de X, las siguientes

% 8X’L 1 k
X;J ~ Oud +ZPJkX

Los simbolos de Christoffel de segunda especie se transforman respecto de dos
representaciones paramétricas de acuerdo con la ley:

2 _ .
Uj 8u 82ua au] 0uk
T L a ; —1,2
By = ;k:l ik auZ oul ouY ~— Ouw OuF 08 O (a, B,y ,2)

De donde se desprende que dichos coeficientes Ffj no son las componentes de un
campo tensorial de tipo (1,2), ya que no verifican las relaciones (A9.1) que dan la
condiciéon para que lo sean.

. 0X
1) X; = e no son, en general, las componentes e un campo de tensores de tipo (1,1)
U
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128 TEMA XI. Teorema fundamental de superficies

11.2 Curvatura

A diferencia de las derivadas usuales, las derivadas covariantes de orden superior
no son simétricas (?), lo cual nos lleva a definir el siguiente operador

R(X,Y): X(M) = M) XY € X(M)
R(X,Y)=VxVy — VyVx — Vixy]

el cual se denomina curvatura de V.
Utilizando la definicién del operador curvatura R y las propiedades de la derivada
covariante V, tenemos:

Proposicién 11.4 Para toda funciéon diferenciable f sobre My XY, Z € X(M)
campos de vectores diferenciables sobre M , se verifica

R(fX,Y)Z = R(X, fY)Z = R(X,Y)(fZ) = fR(X,Y)Z.
O

Proposicién 11.5 La derivada covartante y su curvatura solo dependen de la pri-
mera forma fundamental.

Demostracién.- Para calcular los coeficientes I'¥., relativos a una representacién

l]’
paramétrica X = X(ul,u?), tomemos X,Y, Z € X(M) arbitrarios, entonces

XY -2)= (VxY) Z+Y - (VxZ2)
Y(Z-X)=(VyZ)- X+Z - (VyX)
Z(X-Y)=(VzX) Y+ X-(VzY)
Restando la segunda igualdad de la suma de las otras dos, resulta
XY -2)-Y(Z - X)+Z(X-Y)=
= (ny— VyX) -4 — (VyZ—sz) - X + (sz—VZX) Y +
+(VzX) Y +(VzX) Y

De donde se deduce la llamada férmula de Koszul:
2(VzX) Y=XY - 2)-Y(Z - X)+Z(X-Y)-[X,)Y]- Z+[Y,Z] X - [X,Z]-Y

Tomando, en particular, X =X;, Y =X; Z =Xy, (4,4,k € {1,2}) la férmula de
Koszul queda

agjk: Ogii 89ij
2ZF’“ Ihi = - Oud + ouk Lrij-

A los coeficientes Fijk se denominan simbolos de Christoffel de primera especie.
2

2
. : 1
De la igualdad 2 Z F?j gkn = L'ijk, se sigue que Fr]fj =3 Z Lijn g"*
h=1
Es decir:

(2) En IR™ se tiene: DxDyZ — Dy DxZ = D[X,Y]Z-
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11.2 Curvatura 129

1 22: 893h Ogin  0gij
2 — ou’ 8uj ouh

Con lo que hemos probado que “la derivada covariante estd completamente de-
terminada por la primera forma fundamental”.

Los coeficientes Ff’j de la conexién de Levi-Civita sobre M , verifican la siguiente
propiedad de simetria:

Iy =T%. (4,5, k =1,2)

Ahora, para ver que también la curvatura sélo depende de la primera forma
fundamental, expresemos ésta en funcién de sus coeficientes:

R(X;,X;)X E R”kxh

Entonces,

2 2
R(X;, %)%, = Vg, (Z ryk§h> ~ Vs, (Z r?k§h> =

ork, L orh SN
- S (s e ety -
h=1 /=1 /=1
2 ar 2 2
- Z(W ey, zwfkrm)
h= /=1 /=1
ar 2
Zk ou’ +Z kF )
/=1

d

La ecuacién de Gauss (11.1) nos permite obtener una importante relacién entre la
derivada covariante (y por tanto, entre la primera forma fundamental) y la segunda
forma fundamental de una superficie.

Proposicién 11.6 Para X,Y,Z € X(M) (campos de vectores diferenciables tan-
gentes a M ), se tienen las siguientes relaciones:

R(X,Y)Z = II(Y,Z)S(X)—-II(X,Z)S(Y). (11.2)
S(X,Y]) = VxS(Y)-—VyS(X). (11.3)

Demostracién.- Hallando la derivada direccional en IR?, respecto a X, de los dos
miembros de la ecuacion de Gauss (11.1),

DyZ =VyZ+II(Y, Z)N,
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130 TEMA XI. Teorema fundamental de superficies

resulta: .
DxDyZ = DxVyZ+ Dx(II(Y,Z)N) =

— VxVyZ+1I(X,VyZ)N+ X(I(Y,Z))N+II(Y,Z)DxN =
= VxVyZ+(S(X)-VyZ)N+X(S(Y)-Z)N+II(Y,Z)(—5(X)).

De lo expuesto tenemos las tres relaciones siguientes:

DxDyZ = VxVyZ-II(Y,Z)S(X)+ (X(S(Y)-Z)+ (S(X)-VyZ))N.
DyDxZ = VyVxZ-II(X,Z)S(Y)+ (Y(S(X)-Z)+ (S(Y)-VxZ))N.
DixviZ = VixwvZ+(S(X,Y])-Z2)N.

En estas tres ecuaciones, restando miembro a miembro las dos ultimas de la
primera, se tiene
0 = DxDyZ—DyDxZ — Dixy)Z =
= VxVyZ—-VyVxZ -Vixy1Z—-I1(Y,Z)S(X)—-1I(X,Z)S(Y)) +

+((Vx(S(Y)) = Vv (S(X)) = S(IX,Y]) - Z)N.

donde hemos usado la propiedad 5) de la derivada covariante (Proposicién 11.2),
esto es

X(S(Y)-Z2)=VxS(Y) - Z+8(Y) -VxZ
Y(S(X)-Z)=VyS(X)-Z+ S(X) - VyZ

para obtener el coeficiente de N.
Por tanto, la parte tangente y la parte normal a la superficie deben ser nulas, es
decir:

R(X,Y)Z — (II(Y, Z) S(X) — II(X,Z) S(Y)) = 0.

Vx(5(Y)) = Vy(5(X)) - 5([X,Y]) = 0.

O

Definicion 11.7 Se denominan condiciones de integrabilidad a las relaciones que
figuran en esta Proposicion: (11.2) condicion de integrabilidad de Gauss y (11.3)
condicion de integrabilidad de Codazzi.

Es claro que para que se satisfagan las condiciones de integrabilidad de la proposi-
cién anterior basta con que se verifiquen para campos de vectores basicos. Ademas,
la condicién de Codazzi (por antisimetria) es suficiente expresarla para X = X;eY =
Xo solamente. Asi obtenemos una expresion para dicha condicién de integrabilidad
de Codazzi en coordenadas locales:

Poniendo, previamente
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2
SE) =Y L%, = | Ny=-) L% (11.4)

J=1 J=1

que se conoce con el nombre de ecuacién de Weingarten y cuyos coeficientes son

2 2 2
SRi) Re=> LI%; % = L= Lign = Li=> ¢"Ly
j=1 j=1 k=1
2 2
Vi, (S(X2)) = Vg, (S(1)) = S([%1, %)) = Vg, (O L3%;) = Vg, (O Li%;) =0
7j=1 j=1
2 i 2 2
OL oL .
Z <3—uf + Ly Z I a—uéxy — Iy Z F’i}Xk) =0
j=1 k=1 k=1
OLY 0L _ N~ (pipk _ ik
-SR-S (aroas) ko
j=1

Para discutir la condicién de Gauss (11.2), multipliquémosla escalarmente por
V € X(M), con lo que queda la siguiente condicién equivalente

R(X,Y,Z, V)= (R(X,Y)Z)-V = II(X,V)II(Y, Z) — I1(Y,V)II(X, Z)

Relacién que define el tensor curvatura de Riemann—Christoffel de tipo (0,4) sobre
M. Y cuyas componentes son

2

Rijn = R!

igkl — ginl; -
h=1

Si en la condicion de Gauss obtenida, ponemos X = X1, Y =Xy, Z =X, V =

Xs, se tiene
— — — — 2
R(X1,X2,%1,X2) = L — L11 L2y

y usando la curvatura de Gauss

T L3 Ri212

K 2 — 2 )
911922 — 919 911922 — 915

resulta la siguiente expresion para la condicion de integrabilidad de Gauss

Ri212

K= — 5
911922 — 913
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Se obtiene, en consecuencia, el siguiente

Teorema 11.8 (Teorema egregium de Gauss) La curvatura de Gauss depende
solo de la primera forma fundamental de la superficie. O

Nota 11.9 Observemos que sélo es necesario conocer el coeficiente Rq512 del tensor
de Riemann—Christoffel para determinarlo completamente, pues dicho tensor tiene
las siguientes propiedades, que resultan inmediatamente de su definicion:

R(X,Y,Z,V)=—R(Y,X,Z,V) = —R(X,Y,V,Z) = R(Z,V,X,Y)

11.3 Teorema fundamental de las superficies en IR’

Teorema 11.10 (Teorema fundamental) Sea D un dominio conexo y simple-
mente conezo en IR* y supongamos que gi; Y Lij son funciones diferenciables defi-
nidas en D, que satisfacen

1. gij = gji- (i.j = 1,2)

2 2
Z gija/iafj Z 0 Yy Z gija,ia,j =0 al = a2 =0.

i,j=1 i,7=1
2. Lij=Lju.  (ij=12)
3. Las condiciones de integrabilidad de Gauss (11.2) y Codazzi (11.3).

Entonces, existe X : D C IR*> — IR® wuna aplicacidn diferenciable que define
una superficie sin puntos singulares en R? que tiene como coeficientes de la primera
forma fundamental los g;; y como coeficientes de la seqgunda forma fundamental los
L;; (con respecto a la parametrizacion local definida por X). Esta superficie es unica
salvo su posicion en el espacio.

Demostracién.- De acuerdo con las ecuaciones de Gauss (11.1) y Weingarten

(11.4) vemos que la referencia {X;,Xs, N} relativa a una parametrizacion X =
X(ul,u?) de una superficie satisface al sistema siguiente de cinco ecuaciones diferen-
ciales vectoriales en derivadas parciales

2 2
%= IEg+ LN, Ni=-Y Lf=. (i,j=12) (11.5)
k=1 k=1

Por las hipotesis del teorema podemos calcular los coeficientes que aparecen
en estas ecuaciones, y considerarlo como un sistema de ecuaciones con incognitas
X1, X2, N.
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Por la teoria de tales sistemas se demuestra que la primera condicién que se debe
verificar es que las ecuaciones del sistema impliquen la igualdad de las derivadas de
orden superiores: . .

Xijk = Xikj,  Nij =Ny,

Es obvio que las condiciones de integrabilidad de Gauss y de Codazzi aseguran
que (11.5) implican X;;, = X;i;. En efecto, es suficiente usar dichas condiciones para
los vectores X;, X;.

Ademas, por diferenciacion de la ecuacién de Weingarten, se prueba que la igual-
dad ICTZ-J- = ﬁji se deduce de las condiciones de integrabilidad de Gauss y Codazzi.

En estas condiciones, usando la teoria de existencia y unicidad, que asegura

la existencia de una tunica soluciéon X;, Xs, N sobre D, con condiciones iniciales

XpP, %9, NO asociadas a un punto (u},u?) € D.

Ademas, si las condiciones iniciales satisfacen a:
=0 _ 1,2 20 N0 _ GO0 N0 20 20 N0
X; = gij(ug,ug), X, -N" =0, N°-N'=1, [X; %X N7]>0,

entonces, condiciones similares se obtienen para las soluciones X;, Xs, N en todo
punto de D.
Esto se puede probar, definiendo para estas soluciones las funciones asociadas

aij = X; - X; — Gijs bi:ii-ﬁ, c:ﬁ-ﬁ,
y demostrando que (11.5) implican
da;; = 0, db; = 0, dec = 0.
Luego estas funciones son constantes y, por las condiciones iniciales, resulta
ai; = 0, b; =0, c=1.
La condiciéil (X1 Xo ﬁ] > 0, se sigue de la continuidad y de la ultima condicién
inicial [¥ XY N°] > 0.

Finalmente, definimos

4 9
% (u / %;du’ + x°. (11.6)
=1
donde X; son las precedentes soluciones de (11.5), A = (u',u?) € D, Ay = (u},ud) €

D es el punto inicial, y la integral es una integral curvﬂmea a lo largo de un camino
arbitrario que une Agp con A en D (ésta estd bien definida ya que D es simplemente
conexo, y la integral no depende del camino).

Se tiene asi definida una superficie. Y otra que satisfaga a las condiciones del
teorema debe también ser solucién de (11.5) y (11.6), pero posiblemente corresponde
a otros valores iniciales.
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134 TEMA XI. Teorema fundamental de superficies

Entonces las dos referencias iniciales se pueden superponer una en otra mediante
un movimiento en el espacio. Por lo que, las dos superficies se obtienen por un
movimiento.

O

Ejemplo 11.11 Superficie cuyos coeficientes de la 1% y 2% forma fundamental son:
g11=1,912=0, goo=1; L11=-1, 12 =0, Laa =0

Las ecuaciones de compatibilidad de Gauss (11.2) se satisfacen:
Ly1Lyy — L7, =

2 2 orh, 2
T S S R )
h=1 h=1

2
1 09g; dg; 09g; ;i
Pues recordando que Ffj = — g g"* ( Jih + Jih _ 994 ), resulta que todos

2 out ouJ ouh
h=1

los Fk son nulos en este caso, por lo que se satisface la condicion de Gauss anterior.

Tamb1en, y por la misma razon, se verifica la condicién de compatibilidad de
Codazzi (11.3):

oLy oLy /., ~
@ " gut ~ 2 (BTG -HTE) (k=12

j=1
Las ecuaciones de Gauss—Weingarten ( (11.1) y (11.4) )

2
Xij = ZF ®p + LN, N; = —ZL‘Z)@-

quedan de la forma siguiente:

1)1 =-N 2)%3=0 3)Xp=0 4)N;=-% 5)N,=0.

De 1) y 4) se tiene X117 = —X;; y llamando y = X, resulta:
v +5 =0= yu' u?) = —¢(u?) senu' +d(u?) cosu'.
%(u',u?) = —C(u?) senu' 4+ D(u?) cos u + E(u?).
Con lo que %1 = —C(u?) cosu' — D(u2)senu!; y por 2):
%1y = —C'(u?) cosu' — D'(u?)senu' = 0 = C(u?) = cte. D'(u?) = cte.
Finalmente, usando 3), se tiene %92 = E’(u2) = 0 = E(u?) = Au® + B.
Por tanto

R(u',u?) = —Csenu! + Dcosu! + Au? + B

Ademas como g2 = Xj -Xg =0, resulta que A es perpendicular tanto a C como
a D. De g11 = X1 - X1 = 1, resulta que C es perpendlcular D y ambos son unitarios.
Finalmente, de gos = X5 - X5 = 1, se tiene que A es unitario.

Concluimos que la superficie en cuestién es un cilindro circular de radio uno.
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TEMA XII

Aplicaciones entre superficies

Consideraremos aplicaciones entre superficies que establecen una correspondencia
biyectiva entre sus puntos. Las aplicaciones consideradas en este Tema no son las mas
generales imaginables, sino que le exigiremos suficiente regularidad para que puedan
ser representadas por funciones diferenciables. Y de éstas, estudiaremos aplicaciones
que conservan ciertos entes geométricos, como longitud de curvas, dngulos entre
curvas o areas de dominios. Para su representacion analitica usaremos cartas locales
alrededor de un punto de partida y alrededor de su punto imagen.

12.1 Aplicaciones entre superficies . . . . . . . . .. .. ... ... .. .. 135
12.2 Aplicaciones isométricas . . . . . . . . .. ... 137
12.3 Isometria entre una superficie desarrollable y el plano . . . . . . .. 138
12.4 Aplicaciones conformes o isogonales. . . . . . . . . .. ... ... .. 140
12.5 Aplicaciones isoareales . . . . . . . . . ... ... ... 142

12.1 Aplicaciones entre superficies

Sean M; y Moy dos superficies en IR, una aplicacién F : M; — Ms, una
representacién X = X(u',u?) de M alrededor de un punto P € M; e ¥ = y(v!,v?)
una parametrizacion de My alrededor del punto @ = F(P) € Ma.

Haciendo las restricciones oportunas, la aplicacién F' se puede expresar en térmi-
nos de las coordenadas (u!,u?) y (vt,v?), mediante la aplicaciéon F =y 1o Fo%

~

(u', u?) — (FY(u', u?), F2(uh, u?)) = (' (uh, u?), v? (ut, u?)) = (v), 0?).
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S Q
\/2
y
£
u* v

Definicién 12.1 F es regular de clase C™ si v' = vi(u',u2) = Fi(u',u?) son fun-
ciones de clase C™ para 1= 1,2 y el Jacobiano

(vl v?) Lo,

d(ul, u?)

Aplicacién inducida entre los planos tangentes
2

Sea un vector tangente en un punto P € My, W = Zwliz € Tp(My). Consi-
i=1
deremos una curva en My, @(t) = R(ul(t), u2(t)), tal que @0) = OP y a'(0) = .
Consideremos su curva imagen mediante F' en Mo:

G(t) = ¥ (1), 0* (1) = ¥ (v (u (), u? (1), v* (u' (1), (2))) -

Definimos la aplicacion inducida sobre los planos tangentes

Fo:Tp(My) = To(Ms), @ — F.() = 5(0).

Es decir,

. dv' dv? 2. ovl du? . 2 02 du? .
PO =St V2= L ar V' 2w
j=1 j=1

particularizadas en el valor adecuado. O en forma matricial:

ovt  ovl wl L
oul  Ou?

ov?  ow? _
a2 w2 2
oul  Ou?

La aplicacién F) es lineal y no depende de la elecciéon de la curva, sélo de F'y
las componentes de 0.
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12.2 Aplicaciones isométricas 137

La aplicacion regular F' permite hacer una transformaciéon de coordenadas en
MQZ

Z = Z(u',u?) = §(F' (u',u?), F*(u', u?)),

y con esta parametrizacion los puntos correspondientes de M; y My tienen las
mismas coordenadas curvilineas y los vectores correspondientes tienen las mismas
componentes respecto a la base natural sobre ambas superficies, cuando ocurre esto
decimos que:

Definicion 12.2 FEstas parametrizaciones de las superficies se dicen que son com-
patibles con respecto a F'.

Nota 12.3 La utilizacion de parametrizaciones compatibles simplifica los calculos
y, por tanto, supondremos de ahora en adelante, para trabajar con aplicaciones entre
superficies, que las parametrizaciones son compatibles.

12.2 Aplicaciones isométricas

Definicion 12.4 Una aplicacion biyectiva reqular F : M1 — My se dice isométrica
0 que es una isometria si conserva la longitud de curvas; es decir, si la longitud de
la tmagen de un arco de curva es igual a la longitud del mismo arco.

Proposicién 12.5 Una aplicacion biyectiva reqular de clase C' entre superficies de
clase Ct es una isometria si y sélo si, en parametrizaciones compatibles, las primeras
formas fundamentales coinciden.

Demostracion.- Puesto que suponemos ambas superficies parametrizadas de for-
ma compatible con la aplicacién entre ellas, una curva sobre M y su imagen por la
aplicacion F' tienen las mismas ecuaciones paramétricas en coordenadas curvilineas:

ut =u'(t), (i=1,2).

Asi la longitud de arco de tg a t en M y sobre My son, respectivamente:

t t

2 . . 2 . .
du® du? du® du’
i — ——dL, Gij — —dt
/ ijzzlgj dt di / ”2219] At di

to to

Por la definicién que hemos dado, la aplicacion es una isometria si y sélo si, para
toda curva, se tiene

¢ 2 o ¢ 2

du® du’ du? du’
T g = 5 o T g
/ 2 9 / .Zgjdt dt

i \dd=1 b\ 6a=1

idénticamente para todo t. Pero esto es equivalente a la identidad
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138 TEMA XII. Aplicaciones entre superficies

22: du® du? aw L _ 22: du’ duj
2 5 g 9is dt dt
’L,jzl 7.7_
para toda curva.
2

En particular, si tomamos la curva u! = u(l) +t, u® = u%, en t = 0 se tiene:

g11(ug, ug) = gaa(ug, ug).

Y si tomamos la curva u! =u}, u? =ud+t, ent =0 se tiene:

g22(ug, ug) = oo (ug, ug).

Por ultimo, si tomamos la curva u! =ud +t, u? =2 +1t, ent =0 se tiene:

gll(u(lbu(z)) + 2912(u(1)7 u(Q)) + 922(1/%7 u(%) - gll(uéa ug)) + 2.&12(“(1)7 ug) + §22(u(1)7u%)7

y, por tanto:
912(u(1)7 ug) = 512(21{1)7 U(Q))
Como el punto (ug,u?) es arbitrario, se sigue g;; = gi;-

Reciprocamente, las identidades g;; = §;j, implican que para toda curva u' =
u'(t), a <t <b,se tiene

¢ 2 ¢ 2
du® dud du’ duJ
—dt =
/ D i gr dt di / > G gy TR
tO aJ— tO 7J_
y, por tanto, la aplicacion es una isometria. O

Definicion 12.6 Dos superficies se dicen que son isométricas si entre ellas se puede
definir una isometria. St todo punto de una superficie admite un entorno que puede
ser aplicado isométricamente sobre un entorno de su imagen en la otra superficie,
se dice que las superficies son localmente isométricas.

12.3 Isometria entre una superficie desarrollable y el plano

La superficie generada por las tangentes a una curva a = d(s), siendo s el
parametro longitud de arco, tiene por ecuacion

% =X(u,u?) = alu!) + u?tut) (s =ul),
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12.3 Isometria entre una superficie desarrollable y el plano 139

y su primera forma fundamental es
I= (14 (k(u")*(w?)?) (du')? + 2du'du® + (du®)?,

en la cual se observa que los coeficientes dependen solamente de la curvatura de la
curva, lo cual nos permite afirmar:

Proposicién 12.7 Si dos curvas tienen las mismas curvaturas como funciones del
parametro longitud de arco, pero no necesaritamente con las mismas torsiones, las
correspondientes superficies tangentes son isométricas (al menos localmente). O

Asi, en particular, podemos considerar una curva con la curvatura dada y con
torsion nula, cuya existencia sabemos que esta garantizada por el teorema fundamen-
tal de la teoria de curvas. En este caso, la curva estd en un plano y cada superficie
simple 4?2 > 0 y u? < 0 estd superpuesta a la otra.

Los parametros (u!,u?) pueden ser considerados como coordenadas curvilineas
del plano, y si nos restringimos a un entorno suficientemente pequeno sobre el plano
de los pardmetros (u!,u?) que esté enteramente contenido en uno de los semiplanos,
u? > 0 o u? < 0, esta representacién serd una representacién paramétrica regular de
una porcion del plano.

Asi, la aplicacion de la superficie desarrollable, con la arista de retroceso dada,
en el plano,

obtenida enviando el punto con coordenadas (u!,u?) en el punto del plano con las

mismas coordenadas curvilineas, es biyectiva cuando nos restringimos a un entorno
suficientemente pequeno de las placas de la superficie, y ademéas es claro que se
conserva la primera forma fundamental. Por tanto esta aplicacion es una isometria
local.

De forma similar se prueba que los conos y los cilindros son también isométricos
al plano. Podemos, por tanto, enunciar:

Proposicién 12.8 Las superficies desarrollables, excluida su arista de retroceso,
son localmente isométricas al plano. 0O
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140 TEMA XII. Aplicaciones entre superficies

12.4 Aplicaciones conformes o isogonales

Definicion 12.9 Una aplicacion F' : My — Moy se dice conforme o isogonal si
conserva los dngulos entre curvas que se cortan.

Representamos, por g;; v gi; los coeficientes de las primeras formas fundamentales
de My y M5 en coordenadas compatibles.

Proposicién 12.10 Una aplicacion reqular de clase C' es conforme si y sélo si, en
coordenadas compatibles, las primeras formas fundamentales de las superficies son
proporcionales en todos los puntos

Gij = N gij. (12.1)

Demostracién.- Es claro que si se verifica (12.1), la aplicacién es conforme, pues si
u' = @'(t) y u* = ¢*(t) (i =1,2) representan curvas en M; y sus correspondientes
imagenes en My, el angulo entre ellas viene dado por

i _ dg’ dy?
) T
cos 0 = i =
$ g, 10 | g g dvt v
2295 g Tar \| 2= 9T e
1,7=1 2,7=1
2 . .
S g, 4007
P Yodt dt
1,7=1
= = cos 0.
do* d¢’ dyt dyy?
N2 — —— N2 — ——
32:1 i~ at jZ: Y3~ "dt

Supongamos ahora que la aplicacion es conforme y elegimos en un punto de M;
dos direcciones perpendiculares dadas por los vectores ¥ y w. La primera direccion
viene dada por un vector arbitrario ¥ y la segunda estd determinada por la ecuacién

2
Z gijv'w! = 0.

1,j=1

Puesto que la aplicacién es conforme las imagenes son también perpendiculares,

y tenemos
2
Z gijviwj = 0.
Q=1
Caso A) g¢g12 # 0.
Escogiendo v! = 0,v? = 1, se tiene que la direccién perpendicular satisface al
sistema
9w + goow® =0,  garw' + gasw® = 0.
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12.4 Aplicaciones conformes o isogonales 141

que tiene solucion no trivial si y sélo si

g21 g22

2 0 =0, o equivalentemente g9 = /\2g21, oo = )\2922.
g21  9g22

Repitiendo el razonamiento, con v! = 1,v? = 0, se obtiene

gi1  gi2

~ 2 =0, osea g1 =MNagi1, G2 =N g2
gii 912

Como g1 # 0 resulta:
\2 g12 g1 _ g1 _ Go2
gi12 g21 gi1 g22

Caso B) g12 = g12 =0.

Las direcciones v! = v?2 = 1 y w! = g9, w? = —g1; son perpendiculares. En
consecuencia ~ ~
- ~ gii g22
g11922 — 922911 =0 = — =—"7,
g11 g22
con lo que (12.1) esta probado en todos los casos. O

Ejemplo 12.11 Toda superficie de revolucion puede aplicarse conformemente en el
plano.

Si se elige el eje OZ como eje de revolucion de la curva z = F(r) en el plano
y = 0, la superficie resultante esta dada por

X = T Cosv, Yy = rsenv, z=F(r).
La primera forma fundamental, para esta parametrizacién, es
I=(1+F*dr? +ridv.

/\/1+F’2d
————ar
r

Haciendo el cambio de coordenadas u = v = v, la primera forma

Y

fundamental queda ahora:
I = r?(du® + dv?).

Basta entonces establecer la correspondencia entre la superficie de revolucién y
el plano (en el que se considera las coordenadas cartesianas ortogonales) mediante
la aplicacion dada por

xr =, Yy = u.

Asi, los coeficientes de las primera forma fundamental de ambas son proporsio-
nales, teniéndose por tanto definida una aplicacién conforme.
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142 TEMA XII. Aplicaciones entre superficies

Mediante esta aplicaciéon, a los meridianos v = cte., le corresponden restas para-
lelas al eje OY y a los paralelos u = cte., rectas paralelas al eje OX.

En particular, si se trata de una esfera de radio a, esto es sir = acosf, F(r)=
asen @, se tiene la ecuaciéon paramétrica de la esfera:

x = acosfcosv, Yy = acosfsenv, z =asend.
Su primera forma fundamental es

I = a?d6? + a? cos? Odv?,

1
df, v = wv, se transforma en
cos

que haciendo el cambio de coordenadas u = /

I = a? cos? O(du® + dv?).

Se obtiene asi una aplicacién conforme de la esfera en el plano:

1 0 w
T =, y—u—/cosedﬁ—lntag<§+z>,

en la que, al ecuador 8 = 0 le corresponde el eje OX; a los paralelos 6 = cte., rectas
paralelas al eje OX y a los meridianos v = cte., rectas paralelas al eje OY. Esta es
la aplicacion que se utiliza para confeccionar los mapamundis, que pierden realidad
a medida que nos alejamos del ecuador.

12.5 Aplicaciones isoareales

Definicion 12.12 Una aplicacion se dice isoareal si conserva las dreas de los do-
minios.

Proposicién 12.13 Una aplicacion reqular de clase C' de My en My es localmente
1soareal si y solo si, en coordenadas compatibles,

9= 11912 — 91» = §11912 — G13 = §- (12.2)

Demostraciéon.- Las areas de los dominios sobre ambas superficies correpondientes
a un dominio € en el plano de los pardmetros (u',u?) son respectivamente

/ Vg dutdu?, / Vg dutdu?.
Q Q

Asi la aplicaciéon es isoareal si y sélo si

/!\/Edulduz = /!\/Eduldu?

para todo €2, lo que a su vez equivale a que los integrandos sean iguales, es decir
V9 =+/g o bien g = g. O
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Curvatura geodésica y lineas geodésicas

13.1 La geometria intrinseca de una superficie . ... ... .. ... ... 143
13.2 Curvatura geodésica . . . . . . . . . . . ... 144
13.3 Lineas geodésicas . . . . . . . . . . . ... 147
13.4 Coordenadas semigeodésicas . . . . . . . . . . ... ... ... 148

13.1 La geometria intrinseca de una superficie

Definicion 13.1 Se l[laman invariantes isométricos de las superficies a aquellas can-
tidades o propiedades que se conservan por isometrias.

Definicion 13.2 La geometria intrinseca de la superficie estudia los invariantes iso-
métricos.

Ejemplos de invariantes isométricos:

1) La longitud de una curva. 2) El area de un dominio.

3) El angulo entre curvas. 4) La curvatura de Gauss.

5) El tipo de puntos: eliptico, hiperbdlico, parabdlico.

Todas estas cantidades o propiedades estan bien definidas independientemente
de las coordenadas curvilineas que se utilicen para calcularlas o determinarlas y, por
tanto, se conservan bajo isometrias sin que influyan las coordenadas curvilineas.

Sélo si se usan coordenadas compatibles, los coeficientes g;; de la primera forma
fundamental y los simbolos de Cristoffel Fffj, se conservan por isometrias, por lo que
no se pueden considerar como invariantes isométricos.

Como ejemplo del caracter intrinseco de la curvatura de Gauss, tenemos la si-

guiente

Proposicion 13.3 La esfera no es localmente isométrica al plano.
143



144 TEMA XIII. Curvatura geodésica y lineas geodésicas

Demostracién.- Si lo fuera, sus curvaturas de Gauss en puntos correspondientes
deberian ser iguales, sin embargo, en la esfera es positiva y en el plano es nula. O

13.2 Curvatura geodésica

Consideremos una curva a = 62( ), parametrizada con parametro arco, sobre una
superficie M , entonces el vector &, se descompone, usando el producto escalar en
IR?, en un vector k tangente a la superficie (llamado vector curvatura geodésica)
y en un vector ky en la direccién de la normal N a la superficie (vector curvatura
normal):

— — —

o =kg+ ky.

Que, de acuerdo a la ecuacién de Gauss (11.1), resulta:
ky=Vz&;  kn=II(&&)N.

Supongamos que la curva estd sobre la superficie de representacion paramétrica
X = %X(u',u?) de clase C?, y que la ecuacién paramétrica de la curva en coordenadas
curvilineas es u* = u*(s), i = 1,2, con s parametro longitud de arco; es decir, la

representacién paramétrica vectorial de la curva sera
a(s) = X(u'(s),u*(s)).

Por lo que tenemos las siguientes expresiones para los vectores curvatura geodési-
ca y normal: 5

. 2uF S duid
k, = Z( + 3Ty d“ CZ:) (13.1)

k=1 ij=1
2 . .
- du® du’ \ -
A ( L2 _>N_ 13.2
'32:31 T ds ds ( )

Como el vector & es independiente del sentido de recorrido de la curva y como
ademas, el vector curvatura geodésica Eg no depende de la eleccién de la parametriza-
cion de la superficie, se trata pues de un invariante isométrico.

Consideremos una curva @(s) = X(u'(s),u?(s)), de clase C? sobre una superficie
de clase C?. En cada punto P de la curva consideremos el vector unitario @ €
Tp(M), definido por

i=Nxt
al que llamaremos normal geodésica. Se tiene que la terna {f; u, 1<T} estd ordenada
positivamente en IR® y que el sentido del vector @ depende de la orientacién de
la superficie. Debido a esto, el vector normal geodésica puede considerarse como
intrinseco, con la reserva de que su sentido depende de la orientacién.
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13.2 Curvatura geodésica 145

Puesto que tanto k, como @ son ortogonales a N y a ¢, tendran la misma direccién,
por tanto

kg = KqU.

Al coeficiente k4 le denominamos curvatura geodésica de la curva sobre la superficie.

Puesto que Eg es invariante por isometrias y @ es invariante si no cambia la orien-
tacion y cambia su signo si la orientaciéon cambia, resulta que la curvatura geodésica
kg tiene la misma propiedad. Por lo que podemos decir que el valor absoluto de la
curvatura geodésica es un invariante isométrico, y su signo cambia con la orientacion
de la superficie.

Proposicién 13.4 La curvatura geodésica de una curva de clase C? sobre una su-
perficie de clase C? estd dada por:

du? du?

\/_ st 2ds
Kg = V3| d24! dut du?  d?*u? du® du?
r rz2 &
ds? +”Z::1 Y ds ds ds? +i]Z::1 Y ds ds

siendo s el parametro longitud de arco. El valor absoluto de la curvatura geodésica,
no depende del sistema de coordenadas curvilineas, pero su signo cambia con la
orientacion de la superficie o de la curva. El valor absoluto de la curvatura geodésica
es un tnvariante isométrico.

Demostracidon.- Tenemos

Calculando los productos Xy -, (k= 1,2), y sustituyéndolos aqui, da la férmula
deseada.

2
Ry G=%, (Nxf) =N (Fx %) =N- <§:dl§g>><ik
S
(=1
- du? - du? - du?
— ‘—»:N‘ _—» — :—N- —N - _ -
X1 - U (ds Xy X X1) (V9 s ) 9
- dul - dul - dul
— .—):N. oz — :N- —N — -
X - U (ds X1 X X») (V9 - ) 9

Como hemos senalado antes, la curvatura geodésica no cambia bajo isometrias
conservando la orientacién, y cambia su signo cuando la isometria cambia la orien-
tacion.

El cambio de orientacién de la curva (cambiando s por —s) cambia el signo de
la primera fila del determinante, pero no afecta a la segunda fila, por tanto cambia
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146 TEMA XIII. Curvatura geodésica y lineas geodésicas

también el signo de la curvatura geodésica. Por ultimo, el hecho de que k, es
independiente de las coordenadas curvilineas puede ser comprobado directamente
en su exprexion en coordenadas dada; pero también se deduce del hecho de que
la definicion de la curvatura geodésica ha sido dada sin referencia a coordenadas,
unicamente usando el vector derivada segunda & de la curva y el vector normal a la
superficie. O

Nota 13.5 Observemos que la expresién de la curvatura geodésica obtenida es
valida solamente para la parametrizaciéon natural de la curva. Para obtener una
expresion valida en general, relativa a otra parametrizacion de la curva, se tiene

) N\ —1/2
dt (s
ds — dt ds dt \ A= dt dt ’

. N —1
Pub b () duh Pt dt 22: dutdw\ o dut Pt
ds?  dt? \ds at ds® a2 \ 4= 99 at dt ds?

1,j=1

que sustituyendo en la férmula de la Proposicion 13.4, y restando de la segunda fila
del determinante, la primera multiplicada por

. . 1/2
du du7> 2 24

2
(Z EAPTINT ds2’

t,j=1

resulta:

dul du2
Vo 372 | d*ul L dut du? dPu? 5 du® du?

2 i dud T, I;
( 3 g5 du d‘”) dt> Z Dot dt dt? Z bat dt

Hg:

dt ﬁ 7.7— 7] 1
1,j=1

Nota 13.6 De la definicién de los vectores Eg y K se siguen de modo inmediato las
siguientes propiedades:

1) Si dos superficies son tangentes a lo largo de una curva (es decir, tienen el
mismo plano tangente en todos los puntos de una curva comun) y tienen la misma
orientacién en los puntos comunes (es decir, la misma normal unitaria), entonces las
curvaturas geodésicas de la curva sobre ambas superficies coinciden. Si son opuestas
las orientaciones, las curvaturas geodésicas también lo son.

2) Si dos superficies se cortan a lo largo de una curva C segiin un angulo recto
en todos los puntos, entonces el vector curvatura geodésica de C sobre una de las
superficies coincide con el vector de curvatura normal de C sobre la otra en todo
punto de C y viceversa.
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13.3 Lineas geodésicas

Definicion 13.7 Una linea geodésica o simplemente una geodésica de una superficie
es una curva sobre la superficie cuya curvatura geodésica es cero en todos sus puntos.

Observemos, que esta definicién es equivalente a la dada en el tema en el que se
estudia curvas especiales sobre una superficie: allf (§ 10.5, Definicién 10.42) se definia
una geodésica como aquellas curvas cuyo vector derivada segunda es perpendicular
a la superficie, y por tanto su proyeccion sobre el plano tangente es el vector nulo.

La nocion de geodésicas pertenece a la geometria intrinseca, puesto que el valor
absoluto de la curvatura geodésica es invariante por isometrias.

Para obtener la ecuacion diferencial de una geodésica, basta con igualar a cero
la expresién en coordenadas del vector curvatura geodésica (13.1)

2 2 S
- d?uF du® du’
=Y S o
g — ds? +Z_j:1 7 ds ds X

Tenemos entonces, dos ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden:

d*u” i p dut du?

ds? < Y ds ds
t,j=1

=0 (k=1,2) (13.3)

Sin embargo, puesto que s es el parametro longitud de arco, la geodésica debe
verificar también la siguiente condicién

du® du?
i——— = 1 13.4
Zgj dS dS (3 )

du? 3 du? 2 du?
(dul 2 =T, (@) + (2T, — T'3,) (w) + (T — 21“%2)@ —- T,

donde hemos considerado u? como funcién de u! (ver, por ejemplo, [21, pag. 152]).

)

Comprobemos ahora que si los valores iniciales de u* y satisfacen las condi-

S
ciones (13.4), entonces esta condicién es satisfecha por la solucién de (13.3) deter-
minada por sus condiciones iniciales. Para ello, si diferenciamos el lado izquierdo de

(13.4) se tiene
2 2 k i 700 2.0 1.7
Z 0gi; du”™ \ du' du i _'dudi
— ouk ds | ds ds Y137 1s2 ds

1,5=1
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y sustituimos u’ por una solucién del sistema (13.3) obtenemos (prescindiendo de
los simbolos de sumatorio) que

dgi; du® du® du’ 9. T du® du® du?

ou¥ ds ds ds Ji ™ th B

ds ds ds

_ dgi; du® du® du’ ~ hi(Ogne | Ognk  Oguk dut du® du?
ouk ds ds ds iy ouk out oul | ds ds ds

_ 0gij du® du’ du? B 09k dut du® du’ B 0gje dut du® du’ N Ogr; dut du® du’
 OuF ds ds ds out ds ds ds ouk ds ds ds ouwl ds ds ds

y si ahora en el segundo sumando hacemos k — i,/ — k; en el tercero £ — i y en el
cuarto ¢ — 1,k — j,5 — k, obtenemos que la suma es cero; lo que significa que el
lado izquierdo de (13.4) es constante y su valor es el mismo que el inicial. Esto no
libera de la necesidad de comprobar cada vez si la solucién de (13.3) satisface (13.4).

Proposicién 13.8 Por todo punto regular de una superficie de clase C? y en toda
direccion pasa al menos una geodésica. Si la superficie es de clase C3, entonces
existe exactamente una geodésica.

2

Demostracion.- Sea a = g a'X; un vector unitario que determine la direccién
i=1 .
dada en el punto Py(uj,u3). Las componentes a’, utilizadas como valores iniciales
1

para Is satisfacen por tanto (13.4). Asi, la ecuacién de una geodésica por Py en

la direccién de @ es una solucién de (13.3) con valores iniciales

du’
ds

= ai.

Por el teorema de existencia y unicidad de la teoria de ecuaciones diferenciales,
una tal solucién existe si los coeficientes son continuos y es tnica si satisfacen unas
condiciones més fuertes (la condicién de Lipschitz); en cualquier caso, esto es cierto
si tienen derivadas parciales continuas. La hipétesis de clase C? implica que Ffj
son continuas y la clase C® implica que los Ffj son de clase C'. Esto completa la
demostracion. O

13.4 Coordenadas semigeodésicas

Definicién 13.9 Una parametrizacién X = X(u',u?) de una superficie M se de-
nomina parametrizacién semigeodésica st los coeficientes de la primera forma funda-
mental satisfacen g11 = 1,912 = g21 = 0 con respecto a esta parametrizacion.
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Proposiciéon 13.10 Para todo punto Py € M y para todo arco geodésico v a través

de Py, existe una parametrizacion semigeodésica de M alrededor de Py tal que ~
2

pertenece a las lineas paramétricas u® = cte.

Demostracién.- Sea « una curva en
M pasando por Py y ortogonal a v en
este punto (por ejemplo, « puede ser
la geodésica determinada por Py y por
la direccién ortogonal a v y tangente
a M ). Consideremos la familia F de
geodésicas definidas por los puntos de
a vy tangentes ortogonales a a.

Ahora consideremos el campo de vectores tangente de F, y un campo de vectores
ortogonal (y por el siguiente Lema 13.11) construimos una parametrizacion y =
y(al,4?) cuyas lineas paramétricas son tangentes a estos dos campos de vectores.
Es obvio que estas estan correctamente definidas en un entorno de F,, y ademads,
podemos escogerlas de tal forma que las curvas de F sean 42 = cte. Nétese que v es
un elemento de la familia F.

Ya que las lineas paramétricas son ortogonales, tenemos §12=0. Ya que u? = cte.
satisface a

2

R _ . du’ du?
222 — k=1,2).
ds? + Z Y ds ds ( 2)

ij=1

L 0, y por tanto i1 es sélo funcién de @?.

g1
0u2
L :/@dal, u? = 2,

obtenenemos una nueva parametrizacion alrededor de F,, la cual es obviamente
semigeodésica. O

Se tiene que I'?; = 0, esto es

Poniendo

Lema 13.11 Sean X e Y dos campos de vectores tangentes a M definidos en un
entorno abierto O C M y no colineales. Entonces, para todo Py € O existe una
parametrizacion X = X(ul,u?) tal que

X =aX; Y =0Xo (a y b funciones no nulas).

Demostracién.- Partimos de una parametrizacion y = y(v!,v?) alrededor de
Py tal que (ﬁ’o = y(v},v3). Encontraremos un cambio de parametrizaciéon u’ =
u(vt,v?) (i = 1,2), tal que la nueva parametrizacién X = X(u!, u?) sea la deseada.
Esto significa que las componentes de X e Y con respecto a la base natural de la

parametrizaciéon X = X(v!,v?) deben ser respectivamente ad: y b (i =1,2).
2

Si X = Zijj e Y = Zijj, se tiene
j=1 j=1
2

: ov’ o’ (9 J
i— E J— E :
X7 =) ad; oui  oul © ¥ 652 (9uZ ou?

=1
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Esto implica

1 1 1 1
dvl = = Xtdut + “Ytdu?,  dv? = = XZ%dut + =Y 3du’.
a b a b
Y resolviendo estas ecuaciones en las incégnitas du',du?® (lo cual es posible ya

que X1Y? — X2Y! £ 0, puesto que X e Y no son colineales), se tiene
du' = a(widv' +widv?®),  du® = blwidv' + widv?),

w; son funciones diferenciables conocidas definidas en un entorno abierto de (vg,v3).

Ahora, es conocido del célculo que toda forma w;dv! 4+ wedv? tiene un factor
integrante f, que estd definido en algiin entorno de (vl,v3) y para el que es una
diferencial exacta la forma:

flwidv' + wadv?).

Entonces, es posible encontrar a y b, e integrando tenemos el cambio de parametro
deseado, cuyo jacobiano no se anula, pues X e Y son independientes. O
Nota 13.12

Otra forma de introducir las coordena-
das semigeodésicas consiste en considerar
en un punto arbitrario Py de la superficie las
geodésicas que parten desde este punto en
todas las direcciones (u? = cte.), asf como
sus trayectorias ortogonales (ul = cte),
teniéndose, entonces

Il = (duh)? + G(ut, u?)(du?)?
’ en la cual u! es ahora la longitud de arco

a lo largo de la geodésica, medido a partir
de Fy. En este caso, se dice que tenemos
un sistema de coordenadas semigeodésicas
polares.

Propiedad minimal de las curvas geodésicas

Proposicion 13.13 Para todo par P,QQ € M de puntos suficientemente prorimos
unidos por una geodésica vy, entonces vy es el camino mds corto entre P y Q).

Demostracion.- Usamos una parametrizacion semigeodésica alrededor del punto
P, y suponemos que suficientemente préximos significa que () pertenece al rango de
esta parametrizacién. Entonces, si a(t) = X(u!(t),u?(t)) es alguna curva que une P
con (), su longitud esta dada por

Q d 1\ 2 d 2\ 2 1/2 Q
o) = / < <%> t go2 (%) dt > / du' = ug —up =1(7).
P P
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TEMA XIV

Transporte paralelo sobre una superficie

14.1 Transporte paralelo en el sentido de Levi-Civita . . . . . . . . .. .. 151
14.2 Integrabilidad del transporte paralelo. . . . . . .. .. ... ... .. 154
14.3 Transporte paralelo y curvatura geodésica . . . . . . . . . ... ... 156

14.1 Transporte paralelo en el sentido de Levi-Civita

En IR" un campo de vectores Y definido sobre una curva & es paralelo si sus
componentes respecto a la base candnica de campos de vectores en IR"™ son cons-
tantes, es decir, si la derivada covariante respecto al vector tangente a la curva es
nula:

dy
Dz/Y = — =0.
dt

Con esta situacién como referencia, pasamos a definir el concepto de campo de
vectores paralelo sobre una superficie.
Sea Y un campo de vectores tangente a una superficie M a lo largo de una curva

2
a(t) = X(u'(t), u?(t)); es decir, Y (t) € Tz (M), Y = Z Y'%,;.
i=1

Definicion 14.1 Se dice que Y es un campo de vectores paralelo a lo largo de la
curva & st Vg Y = 0.

En componentes, Y es paralelo a lo largo de & si y sélo si

dv® 3 reyi @ o k= 12), (14.1)
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Proposicion 14.2 Una curva 7 sobre una superficie M es geodésica sobre M si y
solo si su campo de vectores tangente unitario es paralelo.

Demostracién.- Si 7 es geodésica se tiene que 7" //N y ||7'|| = ¢ = cte, entonces,
de la ecuacién de Gauss (11.1)

7" =D5A"'=V45 +11(7',7")N,

resulta, V,y/’_y” = VC,§C§ =0= V;’? = 0.
El reciproco es inmediato. O

Proposicién 14.3 Sea @ : [0,1] — M C IR® una curva sobre M . Para cada vector
7 € Tg)(M) existe un tnico campo de vectores diferenciable Y sobre a tal que
Y(0) =7 eY es paralelo a lo largo de &.

La aplicacion Py : Tg)(M) — Tguy(M), definida por P, (V) = Ygu), es un
1somorfismo.

Demostracién.- Sea (u!,u?) las coordenadas alrededor de @(0). Un campo de
vectores Y sobre @ es paralelo si y sélo si satisface a las ecuaciones (14.1).

La condicién Y (0) = v{X; + v3Xs, define el valor inicial; y la teorfa de las ecua-
ciones diferenciales ordinarias dan una tnica solucién diferenciable Y?(t), satisfa-
ciendo dichas ecuaciones, sobre algtin intervalo [0, a]. Esto define el campo de vec-
tores Y.

Para t € [0, a] la aplicacién P, : Tg(0)(M) — T5x) (M) es lineal por la linealidad
de dichas ecuaciones diferenciales.

Si t € [0,1], obtenemos P, recubriendo el conjunto compacto @([0,t]) con un
numero finito de representaciones paramétricas y trasladando paralelamente en cada
entorno coordenado via la solucién del sistema dado. O

Definicién 14.4 La aplicacion Py : Tg0)(M) — Tz (M), se denomina transporte
paralelo de Levi-Civita de v € Ti(0)(M) a lo largo de a.

Proposicion 14.5 El transporte paralelo a lo largo de una curva conserva el pro-
ducto escalar de dos vectores. En consecuencia, conserva también la longitud de los
vectores y el angulo entre ellos.

Demostracion.- Sean Y, Z dos campos de vectores paralelos a lo largo de una
curva @, para comprobar que su producto escalar es constante, demostremos que su
derivada es nula:

Ay -7) dy dz
_ 74y
dt @O
= (Vav+11@ Y)N)-2+Y - (VarZ +11(@', Z)N) =

= VgY-Z+Y  -Vz.2=0.

g
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14.1 Transporte paralelo en el sentido de Levi-Civita 153

Proposicién 14.6 Si dos superficies son mutuamente tangentes a lo largo de una
curva, entonces las derivadas covariantes de un campo de vectores tangente a ambas
superficies a lo largo de la curva, coinciden.

Demostracion.- Sean My M* dichas superficies con derivadas covariantes V y
V*, e Y un campo de vectores a lo largo de la curva @ (curva interseccién) tangente
a ambas superficies, entonces

4y § .
—r =Va ¥V +11(@"Y)N = V5 Y +1I'(a",Y)N*

y cOmo N = :|:1<T*, se tiene que

VO_Z/Y — VE‘/Y

Aplicacion: Determinacién geométrica de campos paralelos

Sea C una curva contenida en una superficie M;. Consideremos la familia uni-
paramétrica de planos tangentes a M en los puntos de C; la superficie envolvente
My de esta familia de planos es una superficie desarrollable, tangente a M a lo
largo de C.

M es (localmente) isométrica al plano (Proposicién 12.8). Consideremos la

imagen C en el plano de la curva C en My mediante esta isometria.

Como la derivada covariante de un campo de vectores tangente a M7 y a My a
lo largo de C coinciden, éstas coinciden con la derivada ordinaria del campo imagen
en el plano a lo largo de la curva C, respecto al parametro de la curva.

Apliquemos este hecho en el siguiente

Ejemplo 14.7 Consideremos una esfera. Tomemos un vector @ en un punto P
tangente al meridiano que pasa por P, y encontremos el resultado en P del transporte
paralelo de a a lo largo de la circunferencia de latitud al dar una vuelta.
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La superficie desarrollable tangente es,
en este caso, un cono circunscrito a la
esfera y el vector @ queda en una gene-
ratriz rectilinea. Cortando el cono a lo
largo de esta generatriz y desarrollandolo
en el plano tenemos como imagen de la cir-
cunferencia comun a la esfera y al cono,
un arco de circunferencia. Efectuamos a
lo largo de éste el trasladado paralelo del
vector d; realizamos el proceso inverso y
tendremos el vector tangente a la esfera
en P imagen de @ mediante el transporte
paralelo a lo largo de la circunferencia de
latitud, el cual no coincide con @, a menos
que dicha circunferencia sea el ecuador de
la esfera.

14.2 Integrabilidad del transporte paralelo

El transporte paralelo de un vector depende de la curva sobre la superficie a lo
largo de la cual éste se efectua; es decir, si dos puntos P y Q) estan conectados por
dos arcos distintos y se da un vector a tangente en P, el transporte paralelo de @
hasta ) a lo largo de los dos arcos dard, en general, dos vectores distintos en (.
También el transporte paralelo a lo largo de una curva cerrada, en general, es un
vector diferente del inicial. Esto se se ve claramente en el Ejemplo 14.7.

Definicion 14.8 Se dice que el transporte paralelo sobre la superficie M es inte-
grable cuando es independiente de la curva sobre la cual se efectua.

Proposicion 14.9 FEl transporte paralelo sobre una superficie M es integrable si y
solo si su curvatura de Gauss es igual a cero.

Para tratar de caracterizar la integrabilidad del transporte paralelo tengamos en
2

cuenta que el campo paralelo Y = ZYiii, tiene por componentes Y funciones
i=1
solucion del sistema de ecuaciones diferenciales lineales (14.1):

dY"" 2
ZF’“Y" ) (k=1,2)

1,j=1

y la integrabilidad del transporte paralelo es equivalente a afirmar que las funciones
Y son funciones tan solo del punto (es decir, de u! y u?) y no de la curva sobre la
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que se desplaza (es decir, de t). Entonces, como

A
dt - < Ju' dt’

1=

tendremos las ecuaciones (14.1) en la forma

2 2

> aYk-l—ZYJI‘ ditzo (k=1,2)

, out
1=1

y si el sistema se satisface a lo largo de toda curva, sera equivalente al sistema de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

2

k
aY ZYJF — (i,k =1,2), (14.2)

por lo que para que el desplazaminto paralelo sea independiente del camino el sistema
(14.2) ha de ser integrable. Pero (14.2) es integrable si y sélo si

Y’ Yt
: = ‘ k0 =1,2
ouiduk — Qukou’ (i, k. 2)
es decir, si y sélo si
0 [~y 0 <
gur | 22T | = gar | 22V e | =0,
j=1 j=1

de donde se sigue que:

2 (91“”’ 2 2
J 0 J 1T h __
>t (Gt =)~ 3o (bt - s, v o
j=1 j=1
0, equivalentemente

2 l 2
> (G - ot - 3 (et -rhri) ) v =

j=1

y, puesto que es preciso que esta ultima relacién se verifique para todo campo de
vectores, resulta que el transporte paralelo es integrable si y solo si

ors.  ort
8u’j - azjz‘k - Z (F?kr Fh F ) R/ﬂj =0,

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004
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esto implica que la curvatura de Gauss vale
2

29%1%21

R —
K= _ 1212 2:_£_1 - =0,
g11922 — 912 911922 — 912
Y como el coeficiente Ri212 determina todos los R?jk (ver Nota 11.9), el trans-
porte paralelo es completamente integrable si y sélo si K = 0. O

14.3 Transporte paralelo y curvatura geodésica

Damos ahora una interpretacion geométrica de la curvatura geodésica en térmi-
nos del transporte paralelo.

Proposicién 14.10 Sea X = X(u',u?) una representacion paramétrica de una

superficie orientada M , C una curva sobre M de ecuaciones paramétricas u® = u'(s)
(s, pardmetro arco), Y (s) un campo de vectores tangente a M a lo largo de C unitario
y paralelo, 0(s) el dngulo orientado entre Y (s) y t(s), entonces
do
ds

donde k4 denota la curvatura geodésica de C.

= /{,g’

Observemos en primer lugar que, puesto que el desplazamiento o transporte
paralelo conserva el angulo entre vectores, la consideracién de un campo de vectores
paralelo u otro no es fundamental, pues si cambiamos de campo de vectores paralelo
a lo largo de C, eso serd cambiar # aumentdndole un angulo constante (el dngulo
entre ambos campos paralelos) y eso no afecta a la derivada de 6.

—

Ahora, claramente a lo largo de la curva, cos 6 = Y (s) - t(s), y, por tanto

db d - - -
— sen QE = £(Y(s) t(s)) =VpY -t +Y - Vit

Pero VY =0, puesto que Y es paralelo a lo largo de C. Por otra parte, recor-
dando que V~t = k: = Ky, siendo U = N x t. por tanto,

db
—sen 0— =Ky Y - U

ds

y esta férmula es vilida para todo campo de vectores Y paralelo a lo largo de
C. Entonces, fijando arbitrariamente un punto sy de la curva, podemos elegir el

campo Y de forma que en sq sea Y (sg) = u(sg); entonces el angulo 0(sg) = —7/2 ,
Y (so) - u(sg) =1, sen O(sp) = —1 y tenemos
df

—(s0) = Kkg(S0)-
dS ( 0) g( 0)
Puesto que sg es arbitrario, tenemos la igualdad deseada. O
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En este Tema presentamos el teorema de Gauss—Bonnet y algunas de sus conse-
cuencias. La dificultad de su demostracién estd en ciertos hechos topoldgicos. Estos
hechos seran expuestos sin demostracion.

Una primera versién del teorema fue dada por Gauss en su famoso articulo “Dis-
quisitiones generales circa superficies curvas” 1827; Ges. Werke 4, donde trabaja con
triangulos geodésicos sobre superficies (esto es, tridngulos cuyos lados son arcos de
geodésicas). A grosso modo, afirma que el exceso sobre 7 de la suma de los dngulos
interiores «, 3,7 de un triangulo geodésico 7 es igual a la integral de la curvatura
de Gauss K sobre 7T esto es

oz—i—ﬁ—i—’y—ﬂ://KdA.
T

Por ejemplo, si K = 0, obtenemos a + (3 + v = 7; se trata de una extension del
teorema de Thales para la geometria de las superficies de curvatura nula.
Cuando K =1, obtenemos

a+fB+~y—m=area(T) > 0.

Asi, sobre la esfera unidad, la suma de los dngulos interseccion de un triangulo
geodésico es mayor que 7, y el exceso sobre 7 es exactamente el drea de 7.

157
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Similarmente, sobre la pseudoesfera, superficie de curvatura de Gauss constante
negativa, la suma de los angulos interiores de todo tridangulo geodésico es menor
que 7.

La generalizacion de estos resultados a un dominio (abierto y conexo) acotado
por curvas regulares no geodésicas es debida a Bonnet.

Para extenderlo atin mas, a superficies compactas, son necesarias algunas consi-
deraciones topoldgicas. De hecho, una de las méas importantes versiones del teorema
de Gauss-Bonnet es que da una notable relacién entre la topologia de una superficie
compacta y la integral de su curvatura.

15.1 Version local del teorema de Gauss-Bonnet

Veamos en primer lugar una versién local del teorema de Gauss-Bonnet. Para lo
cual necesitamos una serie de definiciones.

Definicién 15.1 Sea @ : [0,b] — M una aplicacion continua de un intervalo cer-
rado [0,b] en una superficie M . Decimos que & es una curva regular a trozos, cerrada
y simple si
1. Ezxiste una subdivision 0 =tg < t1 < -+ <t, <tpy1 =b, de [0,b] tal que a es
diferenciable y regular en cada [t;,t;11], (1 =0,1,...,n).

2. a(0) = d(b).
3. Sit,t' €[0,b], t #t', entonces a(t) # a(t').

Definicién 15.2 Los puntos d(t;), (i =0,1,...,n) se llaman vértices de Q.

Nota 15.3 Por las condiciones de regularidad, para cada vértice d(t;), existe limite
por la izquierda, es decir, para t <t; lim a@’(t) = a'(t; — 0) # 0. Y limite por la
t—t.

derecha, es decir, para t >t; lim @'(t) =a’(t; +0) # 0.

t—st
1

Supongamos que M esté orientada y sea
0;, —m < 6; < m el angulo que foman
a’(t; —0)y a’(t; +0); el signo de 6; estd
dado por el determinante

[@’(t; — 0),&'(t; +0),N].

Definicion 15.4 FEl dngulo 0;, —m < 0; < 7, se denomina angulo exterior en el
vértice a(t;).
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Si el vértice es una cuspide, esto es |#;| = w. Elegimos el signo de 6; como sigue:
Por la condicién de regularidad, podemos ver que existe un minimo € > 0 tal que el
determinante [@'(¢; — 6), @’ (t; + 0),N] no cambia de signo para todo 8, 0 < § < e.
Damos a #; el signo de este determinante.

Definicion 15.5 Un dominio D sobre una superficie M es un subconjunto D C M
abierto y conexo.

Definicion 15.6 Un dominio sobre una superficie se dice que es simplemente conexo
st toda curva cerrada o curva que une dos puntos de su borde divide al dominio en
dos o mas partes disjuntas. O equivalentemente, toda curva cerrada es homdtopa al
cero.

Ejemplo 15.7 La superficie de la esfera es simplemente conexa. No ocurre lo mismo
con la superficie del toro; en efecto, un meridiano del toro es una curva cerrada que
no lo divide en partes conexas.

Definicion 15.8 Se denomina dominio con borde regular sobre M a un dominio
D C M tal que el borde 0D = D— D es la imagen de una curva & : I — M regular

a trozos, cerrada y simple.

Definicion 15.9 Decimos que el borde 0D de un dominio D en una superficie orien-
tada M estd positivamente orientado si la base ortogonal positiva {a'(t),d(t)} satis-
face la condicion de que da(t) apunta hacia el interior de D.

Més precisamente, para toda curva 3 : J — D tal que 5(0) = a@(t) y 3(0) # a'(t)
tenemos que 5'(0) - d@(t) > 0.

%
N

Intuitivamente, esto significa que si se recorre la curva & en la direccion positiva y
con la cabeza dirigida hacia la normal N, entonces el dominio D queda a la izquierda.
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Consideremos ahora una parametrizacién X : U C R?> — IR® de M compatible
con la orientacién y D un dominio en M tal que D = DU9OD C X(U). Si f : M — IR
es una funcion diferenciable, es facil ver que la integral

// flut, UZ)\/Q11922 — g3 du* du?

X-1(D)

no depende de la parametrizacién X = X(u!,u?) elegida en la clase de la orientacién
de X =X(ul,u?).

Definicion 15.10 A esta integral se denomina integral de f sobre D, y se denota

por
/ fdA.

D

Sea ¥ un vector unitario tangente a una superficie Men uno de los puntos P
del borde 0D de un dominio D C M simplemente conexo, y sea Y el campo de
vectores obtenido por transporte paralelo a lo largo de la curva borde de D. Al
volver al punto de partida obtenemos un vector unitario, en general, distinto de
v. Nos proponemos, entonces, calcular el angulo A¢ que ha girado el vector como
consecuencia del transporte paralelo.

Proposicién 15.11 Sea 0D el borde diferenciable a trozos de un dominio D simple-
mente conexo sobre una superficie M de clase C? tal que la clausura de D esté con-
tenida en un abierto imagen de una representacion paramétrica reqular X : U — M.
Entonces el angulo de rotacion resultante del transporte paralelo de un vector a lo
largo del borde de D esta dado por

A¢p = // K\/gnggg — gl22du1 du® = / K dA,

%-1(D) D

donde K es la curvatura de Gauss y dA el elemento de area.

Demostraciéon.- Introduzcamos sobre el borde de D una parametrizacién natural
(longitud de arco) & = d(s) y de tal forma que dé una orientacién positiva.

Sea X un campo de vectores tangente unitario sobre X(U). Para cada v € Tp(M)
unitario, en un punto arbitrario P € 0D C M existe Y, campo de vectores paralelo
a lo largo de 0D con valor inicial Yp = ¢. Denotemos por Z el campo de vectores
tangente obtenido a partir de X girando un angulo igual a 7/2 en sentido positivo

en cada punto, es decir, Z = N x X.
Si ¢ es el angulo que forman X e Y sobre el borde 0D, cos¢ = X - Y; de donde

d dop  d
£<COS¢)——SGH %—£(X-Y)—V&»X-Y+X-VO¢;Y—Y-V&X,

puesto que V &»Y =0, al ser Y paralelo.

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



15.1 Version local del teorema de Gauss-Bonnet 161

Si sg es el parametro del un
punto P arbitrario sobre 0D,
escogemos el campo paralelo Y
de forma tal que

Y (s0) = Z(u'(s0),u*(s0)).

Asi, ¢(sg) = 7/2, sen ¢(sg) = 1.

Por tanto, en s

@ _ gy - V=X
qv dS |SO 87

[so

Al variar sq, esta identidad se verifica en todos los puntos del borde:

©__ ;. v.x
ds Q

Por la ecuacién de Gauss (11.1), se sigue que

dqﬁ dX
=7
ds ds

y, por tanto, poniendo X~ 1(D) = D y x1(8D) = 0D,

dX OX 4, 0X

oD dD
0X 0X
Como las funciones Z - i ¥ Z - 902 estan definidas en DUOD, podemos aplicar
u u

la formula de Green en el plano, siguiente

N M
de+Ndy—// 8__8_ dxdy.
ac

Y obtenemos:

AZ5%) 0(Z3%
//( 255) 03, >>du1du2:
u u
0Z 0X 07 0X
_// (8u1 ou?  Ou? 8u1) du’ du” =
0X 0Z 090X 0Z 1. o
//( ou' du2  Ou? 8u1)du du.

Ahora bien, como {X, Z, N} forma una base ortonormal, se tiene:
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0X -
- = >\zZ -|—,UJ1'N
ou’
07 -
- = —>\2X 1N ) — ,
= +u (i=1,2)
N
8 i _,U/zX —VZ'Z
ou’

Resulta entonces que
0X 0Z 00X 07
oul ou?  Ou? oul

ON 0N .

% X ﬁ = (,U/ll/g — ,LLQVl)N.
Y de ambas y de la definicién del operador forma, resulta
0X 0Z 0X 07
oul ou?  Ou? dul

Como sabemos de la Proposicién 10.23 (o Ejercicio 202) que

S(il) X S(ig) = K)El X )22,

= H1V2 — HU2V1,

= (S(%1) x S(%2)) - N.

resulta, finalmente

0X 07 B 0X 07
oul Ou?  Ou? oul

Agp = //K\/gngzz — gadu’ du®.
D

—

:K\/911922—9122 N'N

En definitiva:

Ejemplo 15.12 Dado un dominio D sobre una esfera de radio a

1
Agb://KdAZE area de D.
D

Teorema 15.13 (Gauss-Bonnet) Si D es un dominio simplemente conexo sobre
una superficie M de clase C? y el borde 0D es una curva diferenciable a trozos
de clase C?, de tal forma que D U OD estd contenida en la imagen X(U) de una
representacion paramétrica de M , entonces se tiene la siguiente formula de Gauss—

Bonnet .
/ KdA—i—/lﬁ‘/gdS—i—Z@i:27T,
D oD =1

donde K es la curvatura de Gauss, dA el elemento de area, Ky la curvatura geodésica
de 0D y 0; los dngulos exterior de los vértices del borde.
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Demostracion.-

Sea X un campo de vectores tangente unitario sobre X(U).

Supongamos que 0D esta parametrizada por la longitud de arco, y sea ¢ el campo
de vectores unitario al borde, el cual estd definido en todos los puntos salvo en los
vértices. Lo mismo ocurre con la funcién ¢ que determina el dngulo entre X y ¢ en
cada punto.

Es claro que al recorrer el borde 0D el angulo v cambia y su valor salta 0;
cuando se pasa por el vértice i—ésimo. Al dar una vuelta completa a lo largo de 0D
el incremento de este dngulo seré exactamente 2.

Consideremos ahora un campo de vectores auxiliar Y obtenido por transporte
paralelo a lo largo de todo 9D, se tiene

X5 = (X, 7) + (7,1
o bien, con las notaciones 1) = (X,1), ¢ = (ﬁ), x = (Y, 1),
Y=0+x
En consecuencia:
AY = A¢ + Ay
Segun la Proposicion 14.10
dx
— =K
ds 9

n
y puesto que los saltos en los vértices suman E 0;, resulta
i=1

Ax = / /igds+29¢.
i=1

oD

Finalmente, por la Proposicién 15.11,

A¢p = //KdA.
D

Por tanto, resulta la férmula de Gauss—Bonnet
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/ KdA—l—/mgds—l—ZQi:ZW.

D oD =1

O

A pesar que hemos probado el teorema bajo una hipdtesis restrictiva sobre el
dominio D, el teorema es todavia valido para dominios simplemente conexos de clase
mas amplia. De hecho, si el dominio D puede ser descompuesto en un niimero finito
de dominios que no se superpongan dos a dos, tales que las hipdtesis del teorema
sean validos para cada uno de los dominios separadamente, entonces la conclusion
del teorema es valida para el dominio total, incluso si el dominio total no admitiera
un campo de vectores unitario.

Para dar una idea de como extenderemos el resultado, consideremos el caso de

un dominio D descompuesto en dos dominios Dy y Ds.
Sea C = 0D el borde D y C1,Cs

las partes de C en D1, Do, respec-
tivamente, y C’ la curva que se-
para D1y Dy. Asi 0D = C; UCo,
0D, = Ciucl y 0Dy = Co U
C’. Representemos por Hjl- los an-
gulos exteriores en los vértices del
borde dD; y por 6% los éngulos

exteriores de los vértices en el
borde 0Ds.

Entonces, para los dominios D y D5 se tiene

//KdA+7{mgds+ZH}:27r //KdA+7{/1gds+Z<9i:27r (15.1)
Jj=1 D

Dy 1 2 k=1

donde § y ¢ son las integrales de linea a lo largo de los contornos respectivos. Con
12
la orientacién adecuada sobre C’, se tiene

fﬁigdS:/KJgdS-l-/l/{,gdS, fﬁagds://@'gds—//{gd&

1 C1 c’ 2 Ca c’

j{kcgds+%m9ds:%m9ds.

1 2 C

Por tanto,

Ahora, si denotamos por 6; los angulos del borde de D = DU D5, se ve inmedia-
tamente, que la suma de todos los angulos 931 y 07 es igual a la suma de los 6; menos
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cuatro rectos. Esto es
ni n2 n
1 2
g 9j+§ Qk:E 6; + 2m.
Asi, sumando, término a término, las ecuaciones (15.1), se obtiene

//KdA+//KdA—I—]{&gds—Fy{/ﬁgds-l—ZQ}+Z€,€:47r,
Do j= k=1

D, 1 2 1

es decir,

/ KdA+/Hgds—|—29i+27r:47T,

D C =1

que es la férmula de Gauss-Bonnet para D.

Consideremos ahora algunos casos particulares donde se hace mds simple la
férmula de Gauss-Bonnet:

1. Si el borde de 9D de D es diferenciable de clase C?, entonces

/ KdA+//$gd8:27T.

D C

2. (a) Siel borde de D es un poligono geodésico, es decir, los trozos diferencia-
bles de C son geodésicos, entonces rk, = 0 y se tiene

//KdAJrZGi — 9.
D =1

(b) Si denotamos los angulos interiores de un poligono geodésico de n lados
por ¢1,...,0p, se tiene ; =1 — ¢; y

/D/KdA—I-iZn;(W—@)QW, = /ZKdA—I—mr—izn;@Qm
x-S

En particular, para triangulos geodésicos con angulos interiores «, 3,y se tiene:

/ KdA=a+ [+~ —m.
D
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Definicién 15.14 A la diferencia A = 1 — (a+ 5+7y) se denomina defecto angular
del tridngulo.

Sobre el plano euclideo (K =0), A=0. Si K >0, A<0ysi K <0, A>0.
Sobre una superficie de curvatura constante, A es proporcional al area, pues

a-l—ﬁ-i—’y—W:// KdA:K//dA:K(dreaD).
D D

En el caso particular de una esfera de radio a, K = 1/a?, y se obtiene
area D = a*(a+ B+ —7) = —a’A.

En particular, si D es un cuadrante de la esfera A =7 — (a+ 8+ v) = —7/2;
por tanto

CL27T CL27T

area del cuadrante = — area de la esfera = 87 = 4ma?.

15.2 Foérmula de Gauss-Bonnet generalizada

Si el dominio D no es simplemente conexo la frontera del dominio no es una
curva cerrada, sino que consta de varias curvas cerradas. La orientacién del dominio
induce una orientacién sobre cada una de esas curvas componentes de la frontera.

Consideremos en primer lugar
un dominio D en forma de anillo
cuya frontera consta de las cur-
vas C y C' (diferenciables a tro-
zos). Mediante dos curvas L4
y Lo conectamos un punto so-
bre C (A y B, respectivamente)
con puntos en C' (A’ y B’, res-
pectivamente) y asi dividimos el
anillo en dos dominios simple-
mentes conexos que no se super-
ponen Dy y Ds.

Denotemos a la parte de C que pertenece a la frontera de D (respectivamente
Dy) por C; (respectivamente Cy), y andlogamente para C’ seria C] y C5. Asi el borde
de D; consta de las curvas Cy,L1,C1, L2 v la de Do de Co, —L5,Ch, —L1, donde el
signo — quiere decir con orientaciéon opuesta.
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Representemos por 601,05, ...,0,,, los angulos orientados en los vértices de C; y
13y por Oy, Omyo, ..., 0, en los vértices de Cy y Ch.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que los puntos A, A’, B y B’ son
puntos de C o C’ en los cuales la curva es regular, estos puntos son, sin embargo,
vértices de los bordes de D, y D,. Los angulos en los vértices del borde de D seran

017 927 ) emafYA),}/A’)’yBa VB’

y los de D5 son
Oma1,0mi2, .y 6n,04,047,0p,0p".

Observemos que
Ya+04a =74 +04 =y +0p =7 +0p =T.

Si aplicamos ahora el teorema de Gauss-Bonnet a cada dominio simplemente
conexo, tenemos

//KdA—I—//igds+//£gds—l—/lfgds—i—/mgd8+201~—|—%4+%4,+73+7§3 = 2m,
C1 Ly c! Lo =1

D 1

Dy 1=m-+1

//KdA—I—/lfgdS—/figdS—l—//igdS—/ligdS—F Z 0;+04+d0a +0p+d0% = 27.
Ca L1 cl Lo
Sumando, miembro a miembro, se tiene

/ KdA—f—/Iigd$+/ﬁgd829i+4W:47T.

D C c =1

O lo que es lo mismo

// KdA+/ /fgderZHi:O.
h i=1

oD

Si D tiene p agujeros, su frontera 0D con p+ 1 componentes, se tiene la formula
de Gauss—Bonnet generalizada:

// KdA+/ kgds+ Y 0; =2m(1—p).
1=1

D oD
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15.3 La curvatura integral

Definicién 15.15 Dado un dominio D sobre una superficie (en particular, la misma
superficie completa) se denomina curvatura integral del dominio D a

// KclA://K\/gnggg—gl22 du' du?.
D

D

Utilizando la férmula de Gauss-Bonnet es facil calcular la curvatura integral de
algunas superficies cerradas.

Ejemplo 15.16 (Curvatura integral de la esfera) Descompongamos la esfera
en dos dominios simplemente conexos D¢ y Ds usando una curva cerrada C y regu-
lar. Esta curva sirve de frontera comin de Dy y Dy pero con orientacién opuesta.

Se tiene
// KdA—I—//{gdS:Q?T y // KdA—/ngds:27T,
D2 C

D C

por tanto, la curvatura integral de la esfera es

/ KdA = 4.

D

Nota 15.17 Observemos que para llegar a este resultado no hemos utilizado mas
propiedades de la esfera que la de que una curva cerrada corta a la esfera en dos do-
minios simplementes conexos. Por tanto, es cierto también para cualquier superficie
cerrada que sea homeomorfa a la esfera. Asi, todas ellas tendran curvatura integral
47 con tal que satisfaga a las condiciones de regularidad que aseguran la existencia
de la curvatura de Gauss K.

Ejemplo 15.18 (Curvatura integral del toro) El toro no es homeomorfo a la
esfera, podemos cortar el toro en dominios como indica la figura, usando dos curvas
diferenciables cerradas.

Estos dominios no son sim-
plemente conexos, sino de forma
de anillo y las dos curvas for-
man la frontera comin pero ellas
son opuestas. Usamos la férmula
de Gauss-Bonnet generalizada se
tiene:

/ KdA—i—/ kg ds =0,
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y, puesto que / Kgds = — / kg ds, para el toro completo T se tiene
8D1 8D2
/ KdA=0.
T

Asi la curvatura integral del toro es nula, y lo mismo ocurre con cualquier super-
ficie homeomorfa al toro.

15.4 La caracteristica de Euler-Poincaré

Dedicamos lo que queda de esta leccion a estudiar ciertas aplicaciones de la
férmula de Gauss-Bonnet. La idea fundamental es extenderla a regiones més gene-
rales; en particular, a superficies geométricas enteras. Para ello conviene que veamos
algunas propiedades basicas de las superficies en las que no interviene la geometria.

Definicion 15.19 Una descomposicién rectangular P de una superficie M es una
coleccion finita de placas (u hojas) simples y requlares e inyectivas {X,}aca cuyas
imagenes cubren a M de tal manera que si dos de ellas se intersecan, solamente
tienen comun, o bien un vértice o bien una arista.

@\ A la imagen de los vértices de R
S N mediante X, se les llama vértices
de la placa. Y a la imagen de los

lados de R se les denomina arista
‘ de la placa.

Proposicién 15.20 Toda superficie compacta M tiene una descomposicion rectan-
gular.

Para la demostracién ver [12]. O

Proposicién 15.21 Si P es una descomposicion rectangular de una superficie com-
pacta M, sea v,a,c el nimero de vértices, aristas y caras (placas) respectivamente.
Entonces el nimero x(M) = v — a + ¢ es independiente de la descomposicion rec-
tangular.

Definicién 15.22 x (M) se denomina caracteristica de Euler-Poincaré de M .

En vez de demostrar esta proposicion estableceremos el siguiente resultado:

“Si M es una superficie compacta y orientable de clase C3, entonces la curvatura
integral de M es 2mx(M).”
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Fijemos una orientaciéon en My sea P una descomposicién rectangular de M cu-
yas placas, imdgenes de las cartas locales {X,},ca estdn todas orientadas positi-
vamente y cuyas fronteras tienen la orientacion inducida por la de la superficie.

// koY [ xan

QGA ——a (R )

Aplicamos a cada sumando la férmula de Gauss-Bonnet.

/ KdA:—/&gdS—2W+(§b1+¢2+¢3—|—¢4)

ia (Ra) 85{04 (Ra)

Para sustituir en la expresion anterior hay que tener presente que

Z /ﬁgdS—O

pues las integrales sobre las aristas se cancelan por pares al tener orientacion opuesta,
al considerarlas en las distintas placas que la tienen comun. Al sustituir resulta:

/ K dA = —2nc+ v,

siendo ¢ el nimero de placas o caras; v la suma de todos los angulos interiores de
todas las caras de la descomposicion. Pero la suma de los dngulos interiores de cada
vértice es precisamente 27, de donde v = 27v (v es el nimero de vértices de la
descomposicién P). Por tanto

/ KdA = —2me + 27v.

Ahora bien, las caras de la descomposicién P son rectangulares: cada cara tiene
cuatro aristas. El ntimero de aristas serd 4c, pero como se cuenta cada arista dos
veces, resulta 4c = 2a, es decir —c = ¢ — a; por lo que

/ KdA =2n(v—a+c)=2mx(M).

g
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Nota 15.23 Observenos que puesto que [[ K dA no depende de la descomposicién
M
particular de la superficie, se obtiene asi la independencia de la caracteristica de

Euler-Poincaré respecto a la descomposicion de la superficie en el caso de superficies
de clase C3.

Ejemplo 15.24 1. x(S?) =2  Esfera unidad.
2. x(T)=0 Toro.

3. x(T") = -2 Toro con dos agujeros.
Definicién 15.25 El numero (1 — x(M)/2) se denomina género de la superficie.

El género de las esferas es 0, el del toro es 1, el del toro con dos agujeros es 2, el
del toro de tres agujeros es 3, etc...
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APENDICE

Nociones de algebra lineal y analisis

A.1 Estructuras en IR"

El conjunto R" = { =z = (z',...,2")/2" € R i = 1,...,n} es un espacio
topoldgico con la topologia producto de la recta real por si misma n veces.

IR"™ se convierte en un espacio métrico, introduciendo una métrica dada por la
funcion distancia:

@R xR =R (2,y) > dwy) = /=y P (@ )2
d verifica: 1) d(z,z) = 0.
2)  wFy=dxy) =dywz)>0.
3)  d(w,2) < d(z,y) + d(y, 2).
Considerado IR" como espacio métrico se denomina espacio euclideo n—dimensio-
nal.
Notemos que la topologia inducida en IR" por la funcién distancia es equivalente
a la topologia producto.

El conjunto IR" tiene una estructura de espacio vectorial canénica, con las
siguientes operaciones

f+g’:(a:l,...,x")—l—(yl,...,yn):(asl—l—yl,...,x”—l—y"),
A= Nz, . 2") = (A2t ).

En el espacio vectorial IR", definimos la siguiente aplicacién:
n
g:R"xR"— IR, (Z,§) — g(%,§) =T - § = Z
que se denomina producto escalar o interior, y tiene las siguientes propiedades:

1) Bilineal:
173
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2) Simétrica: ¢(Z,vy) = g(v,%); (
) Definida positiva: ¢(Z,Z) > 0 y g¢(

3
Fi=0e1=0).

Se define la norma de un vector en IR" como :
|Z|| = +VZ- 2

Existe la siguiente relacién entre la norma y la funcién distancia d:
Si z e y son dos puntos con vectores posiciéon ¥ e y :

d(z,y) = |7 — gl|-
La base ortonormal canénica en IR" serd denotada por {e€1, ..., €, }, verificindose

L. (1S =]
@’%_&f‘{o si QA

El espacio vectorial IR™, con la topologia producto es un espacio vectorial topold-
gico; es decir, las operaciones son continuas.

A.2 Aplicaciones diferenciables

Definicion A.1 Una funcion f : U C IR" — IR, definida en un conjunto abierto
U C IR", se dice que es diferenciable sobre U si f tiene derivadas parciales (conti-
nuas) de todos los drdenes con respecto a cada una de las variables en todo punto de

U.

El conjunto de las funciones diferenciables sobre un abierto U C IR" es un anillo

respecto a la suma y multiplicaciéon de funciones punto a punto. Lo denotaremos
por F(U).

Definicion A.2 Sea U un subconjunto abierto de IR". F' : U C IR" — IR" es una
aplicacion diferenciable si sus funciones componentes V), FI = yi o F (j=1,...,n)
son diferenciables sobre U.

1) 9. R* - R yIi(y',...,y") =y’ son las funciones coordenadas.
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A.3 Espacio de vectores tangentes en un punto de IR"

Definiciéon A.3 Un vector tangente a IR" en a, que es denotado por v,, consiste

en un par (a,v) € IR™ x IR", que representan su parte vectorial v y su punto de
aplicacion a.

Definicion A.4 Se denomina espacio tangente a IR"™ en a al conjunto de los vectores
tangentes en a. Se denota por T,(IR"™).

Existe una biyeccién candnica
G : To(R") — R" T, (v',... 0").

Esta biyeccién permite definir en T, (IR™) una estructura de espacio vectorial tal
que ¢, se convierta en un isomorfismo.

La base canédnica {é1,...,€,} en IR" y el isomorfismo ¢, permiten definir una
base natural o canénica en T, (IR™) por:

Ezqu;l(é;) (Z:].,,TL)
La traslacién en IR"™ da lugar a un isomorfismo entre T, (IR") y T, (IR")

¢, ° da

T.,(R") "—  Ty(IR"™).

A.4 Derivadas direccionales

Sean a € IR", v, = ZviEia € T,(IR"), F(a) el conjunto de las funciones
i=1
diferenciables en a, y f € F(a).

Definicion A.5 Se define la derivada direccional de f en a en la direccion de v, por

i Of

v T .
8ZL'Z la

() = D, () = 5 fla+ ) =

i=1
Tenemos asi definida, para cada v,, una aplicacion

Dy

a

: Fla) — R.

Que podemos denotar por

; v 6$Z D{;a.
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En particular, si v, = E;_,
DEia = a/axz

Notemos que Dy, (z') = v, por lo que el vector ¥, estd completamente deter-
minado si se conoce las derivadas direccionales sobre toda funcidon diferenciable en
a.

Propiedades de la derivada direccional:
Dy, (Af + ph) = XDz, (f) + uDg, (h)

Dy, (fh) = h(a)Dg, (f) + f(a) Dz, (h)

siendo \,u € Ry f,h € F(a).

Si denotamos por D(a) el conjunto de las aplicaciones de F(a) en IR, verificando
las propiedades anteriores, se ve claramente que es un espacio vectorial. A sus
elementos se les denomina derivaciones.

Se tiene el siguiente resultado [2] [9]:

“Briste un isomorfismo entre los vectores tangentes a IR" en a y el conjunto de
las derivaciones de D(a)”

A.5 Campos de vectores en IR"

Definicion A.6 Un campo de vectores en IR" es una aplicacion
X :p— X, € T,(IR").
Base candnica de campos de vectores en IR"
{Ey,...,E,} donde E; = ngl(ei).

Todo campo de vectores en IR" se expresa por
n
X = ZXzE@- donde X' :IR" — IR.
i=1

Definicion A.7 Un campo de vectores X en IR" se dice que es diferenciable si las
funciones componentes X" son diferenciables.

Al conjunto de campos de vectores diferenciables sobre IR" lo denotamos por
X(IR™).

La derivada direccional de una funcién f € F(IR") respecto a un campo de
vectores X € X(IR"), se define como la funcién

X(f): R* — R
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0 € R > X,(f) = Dy, () = G Fla+ tXa)mo = S Xigh
=1

Cambio de coordenadas en IR"™ y base de campos de vectores asociadas:
Sean (z!,...,2") y (z!,...,2") las coordenadas de un punto de IR" relativas a
sendos sistemas de coordenadas, supongamos que ambas se relacionan mediante las

ecuaciones: . ‘
' =Fi(z', ... ") (i=1,...,n),

entonces los correspondientes campos de vectores basicos asociados a ambos sistemas
de coordenadas se relacionan mediante:

_ " O
E;, = B
S
J=1

Ejemplo A.8 Si {F1, F>} es la base de campos de
vectores en IR? asociada a las coordenadas cartesianas
(x,y) v {F1, F>} la base de campos de vectores aso-
ciada a las coordenadas polares (p, §) en IR* —{(0,0)},
se tienen las siguientes relaciones, si x = pcosf e
y = pseno:

L Y

—E_|_—

Fl = Eg, F2 = —yE1 +$E2

A.6 Aplicaciones inducidas
Definicion A.9 F : IR" — IR™ es una aplicacion diferenciable, a la aplicacion:

F, : T,(IR") — Tp)IR™)

. d
F*(Ua) = %F(a + t’U)|t:0

se denomaina aplicacién inducida entre los espacios tangentes.

Si{F1,...,E,} v {F1,...,Ep} son las bases candnicas de campos de vectores
en IR" y IR™, respectivamente y (F1,...,F™) son las componentes de F', se tiene
las siguientes propiedades:

F (T,) = (U, (FY), ..., 0, (F™)) € Tp)(IR").
m ‘
OF7

F(Eiq) = Z Ot (a)Ej

j=1

F(a)*
F, es lineal.

En particular, sim =1,y f: IR" — IR es una funcién diferenciable:
f* : Ta(IRn) — Tf(a) (IR) 17a — f* (Ua) = 77a<f)Ef(a)-
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Definicion A.10 A la aplicacion
df : To(IR") = IR U, — df (U,) = U (f)
se le denomina diferencial de f.

La diferencial df € T;(IR"™). En particular, si #!,..., 2" son las funciones coor-
denadas (proyeciones i-ésimas), dz* € T/ (IR™).

{dzl,... dz"} es una base de T (IR") dual de la base {E1, ..., E,} de T,(IR"),
y para toda funcién diferenciable:

A.7 Derivada covariante en IR"

Un campo de vectores en X € X(IR"), se puede interpretar como una aplicacién
diferenciable que a cada punto P de coordenadas (z!,...,z") le asigna el vector Xp
de componentes (X1,..., X™) respecto a la base canénica en IR".

Definicion A.11 Se denomina derivada covariante de un campo de vectores X €
X(IR") en la direccion de U € T,(IR"™) al vector en el punto a, dado por

d
Dy X = %X(CL + tv)|t:0.

Asi,si X =) X'E;
1=1

Dy, X = (X")E;,
=1

Proposiciéon A.12 La deriwada covariante tiene las siguientes propiedades:

Ds +5.X = Dg X+ Dg X
Do X = ADg X
Dz (X+Y) = D3z X+DzY
DsAX = ADy X
Dz, (fX) = Uu(f)Xa+ fla)Ds, X
G(X-Y) = (Dg.X) Yy+ Xa-(DgY)
para todo Uy, W, € To(IR"); X, Y € X(IR"); A € R; f € F(IR"™). O
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Definicion A.13 Se denomina derivada covariante de un campo de vectores Y €
X(IR") en la direccion del campo X € X(IR") al campo de vectores, cuyo represen-
tante en el punto a, viene dado por

(DxY)(a) = Dx,Y.
Es decir, si Y = ZYiEia

1=1

n

(DxY)(a) =) Xo(Y')E;(a).

=1

A.8 Identidades vectoriales en IR?

Definicion A.14 Se define el producto mixto de tres vectores d, I;, ¢ como el escalar:

Propiedades:
[@bd =[cabl=[bcal=—[acbl=—[bad=—[cbal.
Expresion del producto mixto en forma de determinante:

a=(a',a? a®), b= (b5, 0%, 0%), &= (c', %)

= B’ - (l2 CZB al Cl3 al a2 1 2 3y __
(CLX )'C_ b2 b3 y bl b3 ) bl b2 (C,C,C)—
1 CL2 CL3 2 Cll CL3 3 Ql CL2
J— + R
— S w2 B3 “ 1t pl et w2 |7
Cl C2 C3 0,1 0/2 a3
— al CL2 CL3 — bl b2 b3
bt b2 b3 et A3

De esta expresion se obtiene con facilidad las propiedades enunciadas.

Producto triple . L
(@xb)xc=(@-c)b—(b-c)a

Igualdad que se comprueba inmediatamente si se toma un sistema ortonormal
{11, Uz, U3} tal que sea

a= ai, b= blﬁl + b2ﬁ2, C= Clﬁl + 62"(72 + Cgﬁg.
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(@ x b) x €= ab*iiz x (' + iy + c3iiz) =
= ab’clily — ab®cPiy = ab®cliy + abtctidy — ableldy + ab® iy =

= ac' (b + b2ids) — (b'c! + b2P)aily = ac'b — (b'c' + b2c?)d = (@- &b — (b- d)a.
Identidad de Lagrange

—

(&’xb)-(Exd)—|

oL oy

=@ aE-d - G- d).

SRy
o Q)

Formula que resulta de la propiedad de producto mixto y de la expresién del
producto triple:

A.9 Tensores sobre un espacio vectorial

Sea E un espacio vectorial real de dimensién n.

Definicién A.15 Un tensor K de tipo (r,s) sobre E es una aplicacion multilineal

(lineal respecto a cada argumento)

K: Ex ~8-)- xE x F*x -r-)- xE* — IR

donde E* es el espacio vectorial dual de E; r es el orden contravariante y s el orden

covariante.
Como casos particulares, tenemos:
l.r=0,s=1: un 6 € E* (una aplicacién lineal §: E — IR)
2. r=0,s =2: una aplicacién bilineal ¢: F x E — IR.

3. r=1,s=0. Como E y (E*)* son naturalmente isomorfos, podemos identificar
v € F con una aplicacién lineal de E* en IR, esto es, un vector de F es un
tensor de tipo (1,0).
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Denotaremos por Q' E el conjunto de todos los tensores de tipo (r, s) sobre E,
el cual es un espacio vectorial respecto de la suma de aplicaciones y el producto de
aplicaciones por un escalar, definidos por:

()\K+ML)(U17'"avv"aelw")es) —

= MK (v1,...,0.,0% ...,0% + puL(vi,...,v., 0% ..., 0%
VK, L€ @.E; YA\,p € R; VYvy,...,v. € E; V0',...,0° € E*

Proposicién A.16 Q. E tiene dimension n"**

Restringiremos la demostracion a tensores covariantes, es decir, de tipo (0, p), ya
que estos seran los que usaremos con mas frecuencia. Y dejamos el caso més general
para el ingenio del lector.

Si {ej1,...,e,} es una base de E, entonces ¢ € ®2 E esta completamente deter-
minado por sus nP valores sobre los vectores basicos, dado la linealidad respecto a
cada argumento.

A las nP escalares ¢;,...;, = ¢(e;,,...,¢e;,) se denominan componentes del tensor
¢ respecto a la base {e1,...,e,}.

Definimos los elementos Q' de ®g E (i1,...,ip, = 1,2,...n) por sus valores
sobre los vectores basicos como si ui: o ' —

si i = jr para =1,...,p
Qe .., e5 ) = .. : ,
(€525 €5,) i 0 si i # jr paraalgin k

y extendemos la definicién sobre una p—upla (v, ..., v, ) por linealidad.

Estos n? tensores son linealmente independientes. En efecto:

Z )\il...inilmip =0 = Z )\il...inilmip (1}1, ... ,Up) =0, Vop € E

1<iq,...,ip<n 1<iq,...,ip<n

Si tomamos v1 = €;,,...,v, = €;,, resulta A;,...;, =0,
. 0 s
Ademas, todo ¢ € ®p FE se puede poner en combinacion lineal de los tensores

{Q“"'iphgil,...,ipgn

En efecto:

Si ¢4..i, = ¢(€sy,...,€,), entonces ¢ = Z Biy,... i, 2P

1<iq,...,ip<n
Podemos afirmar, entonces que
{Q ! p}lgila"'aipgn

es una base de @ E, y por tanto dim OF = np. O
P p
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Cambio de base

Por un cambio de base de E las componentes de un tensor estan sujetas a las
siguientes transformaciones. Sean {ei,...,e,} v {€1,...,€,} dos bases de E y si
(A7) es la matriz cambio de base, es decir

€; :ZA‘ZEJ (Z: 1,...,n).
J=1

0 :
Las componentes de un tensor ¢ € ®p E, respecto a ambas bases se relacionan :

R Jipi2 ... pie g
Giyig- iy = E Bi1 Bi2 Bip 1o jp-

1<j1jp<n

donde B = (B}) es la matriz inversa de la matriz A = (A’), esto es

S AiB = o},
j=1

Sean {w!,...,w"} y {&!,...,@"} las bases duales respectivas, relacionadas por
n
i i —j .
w—E Biw (i=1,...,n).
i=1

Un tensor contravariante i € ®g FE tiene por componentes:
P = gt w) B = (@, L),

Las cuales se relacionan por la transformacion:

Tivigeeip _ 'L'.l i‘2 . i.p J1d2 - Jp
v Z AJlAjz A]pw ’

1§j17"'7jp§n

En general, las componentes de un tensor K de tipo (r, s) respecto de dos bases
se relacionan mediante la siguiente ley (criterio de tensorialidad):

K’Jh..-ir — Z A;.€11 e AZ:B?; . B?:; Ki]fi}]:: (A9.1)

1 s
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Multiplicacién de tensores covariantes

Definicion A.17 Sean ¢ € ®2E y Y e ®2 E, definimos el producto tensorial de
¢ y Y al tensor ¢ @ € ®2+qE dado por

(@@ Y)(V1,- -5 Up, Upt1, -5 Uptrg) = A(V1, -, Up) Y (Vp1, - Uptg)-
Propiedades
1. La aplicacién (¢, ) € ®g E><®2 E — o1 € ®2+q E es bilineal y asociativa.
2. Si{w!,...,w"} es una base de E* = ®? E, entonces

i1 e ip 0
(W Bw }1§i1,...i <, esunabasede ), E.

yip >

Para ver esto, s6lo basta tomar {eq,...,e,} como base dual de {w!, ..., w"
Y ) . Y Y Y Y Y
y comprobar que los tensores €2**"*»  definidos anteriormente coinciden con los

Wwh - Quw ).

3. S1¢ € ®2E de componentes ¢;,...;, y 9 € ®2E de componentes ;,...;_,

entonces las componentes de © = ¢ ® Y € ®0

erqE son:

@i1"'ip+q = ¢i1'--ip¢ip+1---ip+q-

Tensores covariantes simétricos y antisimétricos

o o s . 0 . ,y . .. .
Definicion A.18 Se dice ¢ € ®p FE es simétrico si para cada 1 < 1,7 < n, se tiene:
G(V1, .-, Vi ooy Uy ey Up) = O(V1, 00,05, Uy, Up).

Definicion A.19 Se dice ¢ € ®2E es antisimétrico st para cada 1 < 1,7 < n, se
tiene:
G(V1, -y Viy ooy Ujyee oy Up) = —P(V1, oo, Ujy e v ey Uiy oo, Up).

Los conjuntos
AP(E)={¢ € ®g E/ ¢ es antisimétrico }
SP(E)={¢€ ®2 E/ ¢ es simétrico }

: : 0
son subespacios vectoriales de ), E.
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Definicion A.20 Se denominan operadores simetrizacidn y antisimetrizacion a las
aplicaciones lineales S : ®g E — ®g EyA: ®g E — ®2 E, definidas, respectiva-
mente por:

1
(S¢)(U17 .. '7Up) - H Z ¢(UU(1)’ c 7,0‘7(19))

oce6,

1

(Agb)(vla SR Up) = 0 Z €U¢(UU(1)7 SR Ua(p))
p'GEGP

donde &, es el grupo de las permutaciones de p elementos y €, igual a +1 o -1 segin
que la paridad de la permutacion o sea par o impar.

Propiedades de Ay S
1. A2=Ay S&8?=8.
2. A®E) = AP(E) y S F) = S(E).

3. ¢ € ®g E es antisimétrico si y sélo si A¢ = ¢.

¢ € ®g es simétrico si y sélo si S¢ = ¢.

Producto simétrico y exterior

Si NS ®g E y P 'E @2 E son Sirpétricos, el produc‘to jcer‘lsorial PRY € ®g+q E
no tiene porqué ser simétrico. Definimos el producto simétrico por

YP(E) x XU(E) — XPH(E);,  (6,9) — ¢ 0y =S(@@1).
En particular, si 0, w € ®? E, entonces 0 Ow =1/2(0 @ w + w ® 0)

0@wW¢0=%WWM@%ﬂM@ﬂM)VMUEE

Si ¢ € ®2E y ¢ € ®2E son antisimétricos, el producto tensorial ¢ ® ¢ €

®g 44 & no tiene porqué ser antisimétrico. Definimos el producto exterior por
AP(E) x A(E) — APTUE);  (6,9) = ¢ A = AP ®@1h).

En particular, si ,w € ®(1) E, entonces 0 AN\w =1/20 Q0 w —w ® 0)

eAwmﬂo:%www@yﬂwmmm)vmveE
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EJERCICIOS

. Sea @, el vector tangente a IR® para el cual Up = (1,2,2) y p = (2,—1,1).
Calcular la derivada direccional v, (f), donde f(z!, 22, 23) = ( 2)2 4 2% (23)?

. Sea X = 23FEy — 2 Ey + 22E5 y f, g funciones en IR? definidas por
f(([El,ZE2,$U3)) _x1x3 g((:ﬁl,x2,x3)) = (332)3.

Calcular X (f), X(fg), X(X(f))-

. Siu(f) = w(f), Vf € F(IR™), funcién diferenciable sobre IR*, demostrar que

v = w.

. Encontrar F, para la aplicacién F : R®> — IR?, F(x,y,2) = (a: Y COS z, Yy sen z).

Calcular Fi(vp) si: a) ¥, = (3,-2,1) y p = (0,0,0), b) 7, = (3,-2,1) y

p= (4,7, ,7/2).

. Probar que una aplicacion diferenciable F' : IR" — IR™ conserva la derivada

direccional en el sentido siguiente: Si ), € T,,(IR™) y ¢ es una funcién diferen-

ciable sobre IR™, entonces Fi(t,)(g) = vp(g o F).

. Sea v, = (3,2,—1) y p = (0,—5,2). Evaluar las siguientes 1-formas sobre el

vector tangente v,: (a) z2dy; (b) ydx — zdy; (¢) ydx + (1 — 2?)dy — z2dz.

. Evaluar la 1-forma o = yz dx — xz dy sobre los campos de vectores:

(a) X = yEl + ZE2 + .CL‘Eg, (b) Y = y(El - Eg) + Z(E1 — EQ),
(c) (1/x)X + (1/y)Y.

. En cada uno de los siguientes casos calcular la diferencial de f y encontrar la
derivada direccional v,(f) para v, = (3 2,-1)yp=1(1,5,2):

flx,y,2) =xz—yz; f(x,y,2) =ye™; f(z,y,z) =sen(zy) + cos(zz).
. En cada caso ¢ es una aplicacién sobre vectores tangentes tal que el valor de

¢ sobre v, = (vt v?, v ), para p = (p',p?,p?) es

(a) o' =03 (b)) p' =p®, (c) v'p® —®p', (d) Tp(a® +¢7), (e) 0.
., Cual de las ¢ es 1-forma? En caso de que ¢ sea una 1-forma expresarla como

> fida'?
=1

185



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

186 EJERCICIOS.

Se consideran en IR® los siguientes campos de vectores:

X, = (2+y?)e*Ey,
Xo = 2zyE1 + (24 y°) Es,
X3 =—22y°FE1 +y(2+ y*)Ex + (2 + y*) Es.

(a) ;Constituyen X7, Xo2, X3 una base de campos de vectores diferenciables en
IR*?

(b) Determinar las 1-formas 61,62 0% duales de X1, X5, X3, en funcién de
dx,dy, dz.

Sean F : R? — IR?, G : IR* — IR® definidas por:
F((z,y)) = (¢ = 2y,42°y*),  G((z,y)) = (°y +y°, 2 — y°,ye”)

Calcular Fy en (1,2) y de G, en todo (a,b). Encontrar G.(4E; — E3).

Sean X,Y € X(IR"™) (campos de vectores diferenciables sobre IR"), definimos
un nuevo campo de vectores, corchete de X e Y, por la formula:

[(X,Y]:pe R" — [X, Y]p e T,(IR"™)
(X, Y] (f) = Xp,(Y(f)) — Y (X(f)), VfeFR")

Verificar que las componentes de [X,Y] respecto a la referencia natural de
campos de vectores {F1, ..., F, } son

- QY %), LR LI
[X,Y]: E <X18.—Y18.>EJ~,51X:E XZEi,Y:E Y'E;.
xt xt

1,J=1

Respecto a las coordenadas canénicas de IR®, se consideran los campos de
vectores

X = :1’}2E3 — CL’3E2, Y = .TL’BEl — {L’1E3, Z = LI’}lEQ — ZUQEl,
verificar que X,Y, Z son dependientes en IR?, y comprobar que

X,Y]=-2, [Y,Z]=-X, [Z,X]=-Y.

En IR?, calcular el corchete [X,Y] de los campos de vectores X = z'2?E; e
Y = £U2E2.

Ejercicios de curvas

Encuéntrese una parametrizacién de las siguientes curvas en IR%:
(a)22+3y=5, (b)y=e", (c)22°+y=1.

Hallar una representacion paramétrica de una curva cuyo conjunto imagen sea

la circunferencia: z? + y? = 1, z = 0, recorrido en el sentido de las agujas del

reloj y con punto inicial (0,1,0).
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17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

Encontrar la curva & tal que @(0) = (2,3,0) y @ ’(t) = (e', —2t,t)z()-
Encontrar la curva cuya derivada segunda a” (t) sea idénticamente nula.

Una cicloide es una curva plana, trayectoria de un punto fijo en una circunfe-
rencia que rueda sobre una recta. Encontrar una representacién paramétrica
de la cicloide.

Sea la representacién paramétrica de la hélice circular @(t) = (acost,asent, bt)
0 <t < m. Encontrar un cambio de parametro que nos dé, a partir de ésta, la
representacion:

- 1—u? 2au

2b arctg u) 0<u<oo

Establecer que estas dos representaciones son equivalentes.

Hallar la longitud de arco de la curva:
x = 2a(l+cost) y=2a(l+sent) z=aV5bt

comprendido entre los puntos correspondientes at =0y t = 27 .

Sea una curva plana dada en coordenadas polares por p = p(0), a < 6 < b.
Hallar la longitud de arco de esta curva.

Encontrar la longitud de arco de una cicloide (ver Ejercicio 19), para 0 <t <
2m. Encontrar la longitud entre los puntos correspondientes a los valores 0 y
t del parametro. Usando este 1ltimo resultado dar la representacién natural
de la cicloide, y probar que los puntos donde la cicloide corta al eje OX son
puntos singulares.

a) Probar que la curva d(t) = (sen3tcost,sen3tsent,0) es regular.
b) Hallar la ecuacién de la tangente a & en t = 7/3.

a) Decir cudles de las curvas siguientes son regulares:

i) d(t) = (cost,1— cost—sent,—sent)
i) B(t) = (2sen2t,2sen2ttagt,0)
ii1) Y¥(t) = (cost,cos2t,sent)

b) Hallar la tangente a cada una de ellas en t = 7/4.

Ecuacién de la tangente a la curva a(t) = (acost,asent,bt),a,b > 0 en el
punto t = ty. Probar que el dngulo entre 4@ = (0,0,1) y @ ’(¢) es constante.

h:]—1,1[—]—o00,00], , h(t) = tag((m/2)t). {Define un cambio de pardmetro?
. Define una reparametrizacion la siguiente aplicacién?:

h 3]0, 0o[—]0, 1], h(t) =t2/(t2 + 1).
Consideremos la espiral logaritmica d(t) = (e!sent, e’ cost,0). Probar que el
angulo entre d(t) y & '(t) es constante.

Sea @(t) una curva regular. Supongamos que exista @ € IR® tal que @(t) — @
es ortogonal a @'(t),Vt. Probar que dicha curva estd contenida en una esfera.

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



31.

32.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

188 EJERCICIOS.

Hallar la ecuacion del plano osculador en un punto general de la curva dada
por @(t) = (t,t2,t3), y demostrar que los planos osculadores en tres puntos de
la curva se intersectan en un punto que esta en el plano determinado por estos
tres puntos.

Demostrar que el plano normal a una curva situada sobre una esfera pasa por
el centro de la misma.

Demostrar que una curva es una recta si todas sus tangentes pasan por un
punto fijo.

Consideremos la curva interseccién de los cilindros 22 + 22 = a2, y? + 22 = b°.
Determinar la tangente, el plano normal y el plano osculador en un punto
genérico de la curva.

Demostrar que las férmulas de Frenet pueden escribirse de la forma

t—vxt n—vxn b—vxb

Donde las derivadas son respecto al parametro natural. Al vector ¥ se le
denomina vector de Darboux y es @ = ¢ + k.

Encontrar el plano normal a la curva z? —y*+xy2? = 11 23 +y3 + 23 —2yz = 30
en el punto (3,2,1).

Demostrar que la curvatura de una curva regular en un punto P es la curvatura
en P de la curva plana que resulta de proyectar aquella sobre su plano osculador
en el punto P.

Probar que cuando dos curvas son simétricas respecto al origen tienen igual
curvatura y torsiones opuestas.

., Cuando es posible una correspondencia biyectiva entre dos curvas tal que en
los puntos correspondientes las rectas binormales coincidan?

Demostrar que si todas las normales a una curva pasan por un punto fijo es
una circunferencia.

Una curva con curvatura no nula es plana si y s6lo si su torsién es idénticamente
nula.

Averiguar si la curva z = 3t3 +2t, y =22 + 3+ 2, z =t* — 3 —t + 3 es
plana. Si lo es, determinar el plano que la contiene.

Demostrar que la siguiente curva es plana y encontrar la ecuacién del plano
que la contiene: x =t — 1, y=t>+2t+3, 2z =1t + 1.

Probar que si los planos normales de una curva tienen un punto en comun, la
curva estd en una esfera de centro ese punto.

Sea la curva definida por las ecuaciones: y = 2(1 —cosz) z = 3(z? — sen? x).
Determinar el plano osculador y la circunferencia osculatriz en x = 0.

Calcular la circunferencia osculatriz de la elipse (22/16) + (y2/25) = 1 en el
punto (0,5), y hallar el orden de contacto de dichas curvas.

Determinar el orden de contacto de la curva z = at y = bt> z = t3, con la
tangente, con el plano osculador y con la circunferencia osculatriz en el origen.
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48.

49.

50.

ol.

02.

23.

o4.

29.

96.

o7.

58.

99.

60.

61.

62.

63.

Se considera la curva definida paramétricamente por las ecuaciones: x = t,
y = t?, z = t*. Determinar el plano osculador y la circunferencia osculatriz
en (0,0,0).

Probar que si todas las rectas tangentes a una curva son paralelas entonces la
curva es una recta.

Probar que si la normal principal a una curva tiene direccién constante, la
curva es una recta.

Sea una curva de representacién paramétrica @ : I — IR®, si @ '(t) y @ (t) son
linealmente dependientes, entonces la curva es una recta.

Hallar la funcién f mas general posible para que sea plana la curva
a(t) = (acost,asent, f(t)).

Probar que la tangente a una curva en un punto y la tangente en el corres-
pondiente punto de los centros de curvatura de la curva tienen direcciones
perpendiculares.

Demostrar que si todos los planos osculadores de una curva pasan por un punto
fijo, la curva esta en un plano.

Hallar las evolutas de la cicloide z = a(t —sent), y = a(l — cost), z = 0.
Comprobar que la evoluta plana corresponde a otra cicloide.

Hallar una féormula que exprese el angulo 6 entre la normal a una curva en un

punto P que es tangente a una evoluta dada y la normal principal de la curva
en P.

Hallar la involuta de la hélice circular a@(t) = (acost,asent,bt). ;Son curvas
planas?

Demostrar que la curvatura y la binormal de una involuta C* de la curva C
viene dada por la expresion:

2 K2+ 712 I /<g5+ Tt
K = ——— = .
(c—s)2K2’ (c — s)kK*

Demostrar que la normal principal de una evoluta C* de la curva C es paralela
a la tangente de C.

Se denomina hélice general a aquella curva cuyas tangentes forman un angulo
constante con una direccién fija. Demostrar que: “Una curva es una hélice
general si y solo si sus binormales forman un angulo constante con una recta
fija”.

Comprobar que la curva @(t) = (2t,2,¢3/3) es una hélice general. Determinar
el vector @ que forma un angulo constante con la tangente.

Dada una curva C se toma sobre cada tangente un segmento de longitud cons-
tante, cuyo extremo determina una curva C*. Demostrar que el plano normal
a esta curva pasa por el correspondiente centro de curvatura de la primera.

Probar que si una curva es plana sus evolutas son hélices.
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190 EJERCICIOS.

Si las normales principales a una curva son todas paralelas a un plano fijo, la
curva es una hélice general.

Si @ = d(s) es una hélice general también lo es la curva

- 1 s
B(s) = @t(s) — /80 n(u)du.

Encontrar el plano tangente a la hélice = =4 cosu y =4 senu z = 8u, en
el punto correspondiente a u = /4, que sea paralelo al eje OZ.

Probar que la curva = = at, y = bt?, z = t3, es una hélice general si y sélo si
22 = 3a. En este caso hallar el eje y la ecuacién de la superficie cilindrica en
la que esta contenida la curva.

Una curva de clase C* tal que k # 0 # 7, estd en una esfera si y sélo si

T d K
T2 (L) =0
Kk ds </~€27>

Demostrar que los centros de las esferas osculatrices de una curva no es-
ferica C, forman otra curva C* tal que sus tangentes son las rectas polares
(Definicion 3.12) de C en los puntos correspondientes.

Demostrar que el plano osculador en un punto P* del lugar geométrico de los
centros de las esferas osculatrices de una curva C es el plano normal en el punto
P correspondiente de la curva.

Probar que el producto de la torsién de una hélice circular por la torsién del
lugar geométrico de los centros de curvatura de dicha hélice es igual a x2.

Probar que una esfera tiene un contacto de orden 2 al menos con una curva
regular en un punto, en el que kK # 0 # 7, si y sélo si la circunferencia osculatriz
de la curva en P queda sobre la esfera.

Dos curvas C y C* reciben el nombre de curvas de Bertrand si sus normales
principales son comunes. Demostrar que si C es una curva plana, existe siempre
una curva C* tal que C y C* son curvas de Bertrand.

Demostrar que el producto de las torsiones de las curvas de Bertrand (Ejerci-
cio 73) es constante.

Demostrar que cotg ( [ rds + c) es la razon de la torsién de una evoluta a su
curvatura.

Los vectores tangentes unitarios al desplazarse a lo largo de una curva C,
engendran una curva sobre la esfera que tiene centro el origen y radio igual
a 1, la cual recibe el nombre de indicatriz esférica de ¢. Demostrar que una
curva es una hélice general si y sélo si su indicatriz esférica tangente es una
circunferencia.

Demostrar que la tangente a la indicatriz tangente de una curva es paralela a
la tangente de su indicatriz binormal en puntos correspondientes.

e o 2
Demostrar que la curvatura de la indicatriz binormal es k* = (k? + 72) /72

Geometria Diferencial. Angel Montesdeoca. 2004



191

79.

80.

81.
82.

83.

84.

85.
36.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Demostrar que la torsién de la indicatriz tangente es

. KT — TK
TF = ———.
k(K2 4+ 72)
Dada la curva a@(s) = (z(s),y(s)) en el plano de clase C?, se considera la

familia de rectas obtenidas girando la tangente a la curva un angulo #. Hallar
la envolvente de la familia. Probar que tal envolvente es la proyeccién ortogonal
sobre dichas rectas de los centros de curvatura de la curva dada.

Envolvente de la familia de curvas A% + 2(x +y)X +x +y = 0.

Envolvente de la familia de circunferencias de centro sobre la circunferencia
2?2 — 2azy +y?> = 0, y que pasan por el origen. Dar la expresién de la
envolvente en polares.

Envolvente de la familia de curvas y* —y? + (z — )2 = 0.

Envolvente de las circunferencias que tiene su centro en la parabola y? = 2px
y pasan por el vértice de dicha parabola.

Envolvente de las circunferencias (z — a)? + 3% = b%, b? = dam.

Envolvente de las rectas que determinan sobre los ejes segmentos de longitud
constante.

Probar que la evoluta plana de una curva plana coincide con la envolvente de
las normales a la curva.

Envolvente de la familia de rectas zsent —ycost = h(t). Hallar la evoluta de
dicha envolvente.

Hallar la envolvente de las trayectorias descritas por un proyectil lanzado con
una velocidad inicial 7y y un angulo 6, cuando 0 < 0 < 7/2.

Ejercicios de superficies

Hallar una representacion paramétrica regular del cilindro recto que tiene por
directriz la elipse 2%/a? + y%/b%> = 1 en el plano XOY . Determinar las curvas
coordenadas.

Demostrar que M es una superficie de revolucion si y sélo si todas sus normales
tienen interseccién en una recta dada.

Sea la parédbola z = 0, y = 22 y la circunferencia z = 0, 22 + (y +1)? = 1 que
se desliza sobre la parabola conservandose paralela a XOY. Hallar la ecuacion
de la superficie que genera (superficie de traslacion).

Ecuacién de la superficie de revolucién engendrada por la pardbola y = z2,

z = 0 al girar alrededor del eje OX.

Ecuacién de la superficie engendrada por una recta variable que se apoya en
la circunferencia: 22 +y?> —4=0, z=0yenlasrectasr; : =0, 2+1=0
yro: y=0, 2—1=0.
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192 EJERCICIOS.

Sea la esfera (r —a)? +y? + 22 = r2. Ecuacién de la superficie engendrada por
las rectas que se apoyan en OZ, paralelas al plano XOY y que permanecen
tangentes a la esfera.

Se considera la superficie zyz — 1 = 0. Hallar:

(a) Plano tangente en el punto (1,1,1)
(b) Planos tangentes que contengan a la recta y = z, © 4+ 2y — 3 = 0.

(c) Planos tangentes paralelos al plano z + y + z = 4.

Demostrar que los planos tangentes a la superficie dada por z = zf(y/z), f
funcién diferenciable, pasan por el origen.
Hallar el plano paralelo al plano x 4+ y 4+ z = 0 y tangente a la superficie

T = u? —|—112,y:u3,z = v3.
Hallar el plano tangente a la superficie: x f(x,y,2) + yg(z,y,2) = 0, en los
puntos del eje OZ.

Demostrar que los planos tangentes a la superficie z = x+ f(y—z) son paralelos
a una misma recta.

Supongamos que una superficie admite una parametrizacién de la forma
X(u,v) = d(u) + B(v)

con @ y 3 curvas regulares. Demostrar que los planos tangentes a lo largo de
las lineas coordenadas son todos paralelos a una recta.

Probar que es constante la suma de los cuadrados de las longitudes de los
segmentos intersectados sobre los ejes coordenados por el plano tangente a la

superficie
£2/3 +y2/3 1 p2/3 _ 42/3,

Probar que el lugar geométrico de las proyecciones del centro del elipsoide
22 /a? + y?/b? + 22 /c? = 1 sobre sus planos tangentes es

(w2+y2+22)2 :a2x2+b2y2+02z2.

Demostrar que cuando un punto P se mueve a lo largo de una generatriz de un
helicoide recto, la normal unitaria gira alrededor de la generatriz, de manera
que la cotangente del angulo que forma con el eje es proporcional a la distancia
al eje.

Sobre la superficie cénica 2 +y? = 22 se considera una curva C cuya proyeccion

sobre el plano XOY es r = . Hallar la interseccién del plano XOY con la
recta normal a la curva C contenida en el plano tangente a la superficie en el
punto correspondiente, segin se vaya moviendo éste.

Envolvente de las esferas cuyo centro estd sobre la elipse 22 /a? + 32 /b? = 1 del
plano XOY y que pasan por el origen.

Envolvente de la familia de planos que determinan sobre los ejes de coordenadas
los segmentos t2/(t + a), t2/(t +b), t2/(t + ¢), donde a, b, c son constantes.
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121.
122.
123.

124.

125.

Demostrar que la envolvente de una familia de esferas de radio constante b
y centros sobre una circunferencia de radio a > b es un toro, esto es, una
superficie de revoluciéon engendrada por una circunferencia de radio b y con
centro a una distancia a del eje de revolucion.

Envolvente de la familia de esferas 22 + y? + (z — \)? = 2.

Se consideran las esferas que tienen por didmetros las cuerdas de la elipse
2?/a® +y?/b* = 1, z = 0, paralelas a uno de sus ejes de simetrfa. Hallar la
envolvente de esta familia.

Envolvente y curvas caracteristicas de la familia de planos:

T+ Ny+2z—-2\=0.

Envolvente de la familia de esferas (z — A\)?2+ (y —A\)?2+ (2 = N2 = A2, X #£0.
Envolvente de los planos: u® — 3u?x + 3uy — z = 0.

Hallar la envolvente de la familia de planos:

x senu —y cosu + ztagfh —au = 0, con 6@y a constantes.

Hallar la arista de retroceso de la envolvente de la familia de planos:
18a%x + y — 6az — 3a* = 0.

Probar que la envolvente de la familia de planos osculadores de una curva de
clase C? de torsién no nula coincide con la superficie formada por las tangentes
a dicha curva. En otras palabras, la curva es la arista de retroceso de la
envolvente de los planos osculadores.

Envolvente de la familia de planos x cosu + y senwu = 0.

Hallar la envolvente de la familia de planos normales a una curva de clase C?
y curvatura no nula. Hallar la arista de retroceso.

Hallar la envolvente de la familia de planos rectificantes de una curva de clase
C3 con curvatura no nula. Probar que las lineas caracteristicas tienen la di-
reccién del vector de Darboux (Ejercicio 35) en los puntos correspondientes.

Sea la hélice x = a cost, y = a sent, z = bt. Hallar la envolvente de los
planos osculadores, de los planos normales y de los planos rectificantes. Arista
de retroceso en cada caso.

Envolvente de la familia de superficies (z — a)? + (y — 8)? + 22 = o® + 3°.
Envolvente de la familia de superficies 2 \z + 2uy + z = \? + p2.

Hallar la envolvente de los elipsoides de volumen constante cuyos ejes coinciden
con los coordenados.

Probar que la envolvente de los planos que forman con los tres planos coorde-
nados un tetraedro de volumen constante ¢, es la superficie zyz = (2/9)c.

Envolvente de las esferas cuyos centros se encuentran en el plano z = 0 y cuyos
radios son proporcionales a la distancia de su centro al origen de coordenadas.
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126. Envolvente de la familia de planos Az — y + uz — A%u = 0, cuando:
1) varia sélo p.  2) varfa s6lo A.  3) varfan Ay u.  4) A\u? = k.
Hallar la arista de retroceso en este ultimo caso.

127. Hallar la envolvente de la familia de esferas:

(a) De radio 1 y cuyos centros describen la curva y = 0, 22 + 22 = 1.
(b) 22 + 92+ 22 —2Xx —2uy + (N2 + p? — 1)z — p? = 0.

128. Hallar la envolvente de la familia de esferas que pasan por el origen y cuyos
centros describen la curva z = 0, 922 + 4y? — 36 = 0.

129. Hallar la representacion paramétrica de la superficie de las binormales a una
curva y estudiar si es desarrollable.

130. Hallar las superficies desarrollables generadas por las rectas que se apoyan en
la pardbola y?> = 4x, z = 0 y forman con el eje OZ un angulo de 45°.

131. Hallar la ecuacién de un conoide (superficie generada por rectas perpendicu-
lares a un eje fijo (eje) que se apoyan sobre una curva (directriz)) cuyo eje
coincide con el eje OZ y la directriz es la recta x = at + 1, y = bt, z = ct.
Determinar la linea de estriccion de la superficie y probar que estd contenida
en un plano.

132. Hallar el conoide (Ejercicio 131) de eje z = 0, y = 0 y directriz:
r =acost, y=asent, 2z =Dbt.

133. Hallar la arista de retroceso de la superficie desarrollable generada por las
rectas
xr = 32z — 2t3 — 3t2, y = 4tz — 2t — 4t — 1.

134. Hallar las generatrices rectilineas de las superficies:
T =Uv+Ccosv, Yy =1UuUCOSV +Senv, zZ =1u CoSv + .
22 + 5y? + 2% + 20y — 222 — 6yz + 4y — 1 = 0.

135. Demostrar que la superficie reglada generada por las binormales de una curva
de torsién no nula tiene dicha curva C como linea de estriccion. En un punto
P de C, el plano central es el plano rectificante de C. La normal a la superficie
es la normal principal de la curva C. El parametro de distribucién es .

136. Determinar la superficie reglada cuyas generatrices rectilineas vienen dadas
por las ecuaciones y = tx + 2t + 1, z = (t — 1)z — 3t, y calcular el plano
tangente a la superficie en un punto P, de la generatriz t.

137. Ecuacién de la superficie reglada cuyas generatrices rectilineas vienen dadas
por las ecuaciones y = a(t)z + h(t), z = b(t)x + k(t). Hallar la condicién para
que sea desarrollable.

138. Hallar la linea de estriccion de la superficie engendrada al girar la recta: y =
z, x = 1 alrededor del eje OZ.
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139.

140.

141.
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143.

144.
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146.

147.

148.

149.

150.

151.

152.
153.

154.

155.

Ecuacion de la arista de retroceso de la superficie desarrollable cuyas genera-

trices se apoyan en las curvas
a)r =0, 22 =4y; b))z =1, y? =4z

Determinar la funciéon f para que la superficie reglada de ecuaciones
p=te [, y=fH)z 413

sea desarrollable. Calcular la arista de retroceso.

Dada la superficie reglada = = tu + t2,y = t?>u + t, 2 = u. Determinar: plano
tangente, plano asintético, plano central, punto central, linea de estriccién y
parametro de distribucion.

Hallar la linea de estriccién de la superficie 22 4+ y? — 422 — 1 = 0.

Dada la superficie (z — 22)? — y%2 = 0, hallar la proyeccién sobre z = 0 de la
linea de estriccion.

La superficie z = u? + 2uv, y =u+v, z=u>+ 3u?v es reglada. Estudiar si
es desarrollable.

Demostrar que si todos los planos tangentes a una superficie pasan por un
punto fijo, entonces se trata de una superficie cénica.

Si todos los planos tangentes a una superficie son paralelos a una recta entonces
es una superficie cilindrica.

Demostrar que las normales en los puntos de una recta generatriz de una
superficie cilindrica son paralelas.

Hallar la ecuacion de la superficie engendrada por las tangentes a la hélice
circular. Demostrar que las normales a esta superficie forman un angulo cons-
tante con el eje OZ.

Ecuacién de la superficie cénica de vértice (0,0,0) y directriz la curva
r—3=0, y> +22—-16 =0.

Ecuacién de la superficie cénica de vértice (1,1,1) y directriz x = t3, y =

2, z=t.

Ecuacién del cilindro de generatrices paralelas a la recta y = x, 2z =0, y que

pasan por la curva y = 22, z = 22,

Ecuacién de la superficie tangente a la curva = = ¢, y = t2, z = t3.

Componentes en coordenadas curvilineas locales del vector tangente al meri-
diano y paralelo en el punto de coordenadas (6y, ¢g) de la esfera:

x=a cosf cosp, y=acosf sen¢p, z=a senb.

Hallar la 1* forma fundamental del plano en coordenadas cartesianas respecto
de una base ortonormal. Calcular los ¢*. Lo mismo si las coordenadas del
plano son las polares.

Hallar la 12 forma fundamental y los ¢* de las superficies:

(a) Esfera : x =a cosf cos¢p, y=a cosf sen¢p, z = a senf.
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G

Q.
—_ L — o T

Superficie de revolucién: = = f(u)cosv, y= f(u)senv, z = h(u).
Catenoide : x = a cosh(u/a) cosv, y = a cosh(u/a)senv, z = u.
Pseudoesfera: x=asenwucosv, y=asenusenv, z=a(cosu+Intag(u/a)).

Helicoide: © = u cosv, y =wu senv, z = av.

=

Desarrollable tangente de arista de retroceso @ = d(s), s pardametro
natural.

(g) Toro: x = (b4 a cosu)cosv, y = (b+a cosu)senv, z= a senu.
(h) Elipsoide: x = a cosucosv, y =b cosu senv, z = c senu.
)

)

(i

(j)  =wue*cosv, y=wuesenv, z= f(u)e

Paraboloide hiperbdlico : x = a(u +v), y=blu —v), z=uv.

av

156. Estudiar si las lineas coordenadas de las superficies siguientes son ortogonales:
plano en cartesianas, plano en polares, esfera en coordenadas esféricas.

157. Demostrar que sobre una superficie de 1* forma fundamental:
I = du® + G(u,v)dv?

son ortogonales las dos familias uniparamétricas de curvas definidas por las
ecuaciones diferenciales
du+ /G(u,v)dv =0y du—+/G(u,v)dv =0.
158. Hallar la funciéon f para que las lineas coordenadas de la superficie siguiente
sean ortogonales:

x =wue cosv, y=wuesenv, z= f(u)e*.

159. Hallar la condicién que deben verificar las curvas ¢(ul, u?) = cte., (ul,u?) =

cte., sobre la superficie X = X(u!,u?), para que sean ortogonales.

160. Dada una familia uniparamétrica de curvas sobre una superficie, se llama
trayectoria isogonal de esta familia a una curva que intersecta a todas las de
la familia con un d4ngulo constante 6 # 0. Si § = 7/2, la curva se llama trayec-
toria ortogonal. Calcular las trayectorias isogonales de la familia de rectas del

cilindro circular = a cosu', y =a sen u', z = u?.

161. Hallar las trayectorias isogonales (Ejercicio 160) de los meridianos de una esfera
(loxodromas).

162. Demostrar que las trayectorias ortogonales de la familia de curvas M du® +
Ndu2 = 0 estan dadas por : (911N — glgM)dul —+ (912N — QQQM)dU,2 = 0.
Utilizar esta férmula para obtener las trayectorias ortogonales de las curvas
r = Acos@ en el plano, para todos los valores de \.

163. Demostrar que la condicién necesaria y suficiente para que las curvas
A(du')? 4 2Bdutdu® + C(du?)* =0 (A, B,C funciones de u', u?)

formen una red ortogonal es que g11C — 2¢g12B + gos A = 0.
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164.

165.

166.

167.

168.

169.

170.

171.

172.

173.

174.

Hallar las trayectorias ortogonales a las secciones planas z = cte. del parabo-
loide 22 — 2% = 2.

Hallar la familia de curvas ortogonales a las curvas u cosv = cte. sobre el
helicoide recto.

Tomando lineas coordenadas ortogonales, demostrar que la ecuacién diferen-
cial de las curvas que son bisectrices de los angulos que forman dichas lineas
coordenadas es:

gll(du1)2 — ggg(du2)2 = 0.
Hallar la longitud de la curva

cotag B
u=e V2 | 0<O<m, =cte.

contenida en el cono X = X(u,0) = (u cos 0, u senf, u). Demostrar que dicha
curva corta a las generatrices del cono bajo un angulo constante.

Hallar la interseccién del helicoide x = w cosv, y = uw senwv, z = v con la
recta x =1, y = 0, y el angulo de esta recta y la superficie en los puntos de
interseccién. (El dngulo entre curva y superficie se define como el dngulo entre
la tangente a la curva y el plano tangente a la superficie).

Interseccion del helicoide x = w cosv, y = wusenv, z = v con la hélice
x = cost, y = sent, z = —t. Angulo entre la hélice y el helicoide en los
puntos de interseccién.
Demostrar que el 4ngulo § entre la superficie X = X(u'!, u?) y la curva @ = a(t)
en un punto comin que corresponde a los valores tg, uj, u2 de los pardmetros
viene dado por

(X1 X2 a’]

— — =/ M
[(X1 % X [la’|

cosf =

Demostrar que si todas las rectas normales a una superficie son concurrentes,
entonces la superficie es una esfera o parte de ella.

Sea © = f(t), z = g(t) (a <t < b), una curva regular C de clase C™ en
el plano XOZ, con f(t) > 0. Hallar una representaciéon paramétrica de la
superficie obtenida al girar C alrededor de eje OZ. Demostrar que las lineas
coordenadas son ortogonales.

Sea la hélice z = cost, y = sent, z = t, y la esfera 22 + y? 4+ 22 = 4. Hallar
los puntos de interseccién y el angulo que forma la hélice y la esfera en esos
puntos.

Demostrar que el dngulo 6 entre la curva a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) y la superficie
F(x,y,z) =0 en un punto comun viene dado por:

Foo' + Fyy' + F.2
\/F§+F5+F3\/x’2—|—y’2+z’2

cosf =
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175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

198 EJERCICIOS.

En la superficie M: 2 = f(z,y), con f(0,0) = f.(0,0) = f,(0,0) = 0.
Demuéstrese que:

a) Los vectores de Tp(IR?), ¥ = (1,0,0) y @ = (0,1,0) son tangentes a M en
el origen 0(0,0,0), y que

—foEr — [y B2+ Ej

N —
I+ D2+ (f)?

es un campo de vectores normal y unitario a M.

b) El operador forma viene dado por

c) En cada caso siguiente, exprésese S(At + pviz) en términos de v, = (1,0,0)
y U = (0,1,0), y determinese el rango de S en (0,0,0):
a)z=uxzy; b z=22*4+9y% c)z=(x+y)?%: d) z=ay>

Sea M una superficie en IR® con campo de vectores normal y unitario N =
a1 By + asFy + asEs. Entonces la aplicacién de Gauss G : M — 52 de
M transforma cada punto P en el punto (ai(P),as(P),as3(P)) de la esfera
unidad SZ2.

En cada una de las superficies siguientes, determinese la imagen de la aplicacién
de Gauss:

a) El cilindro, 22 +y? =r2. ¢) El plano, x +y + 2 = 0.

b) El cono, 22 = 22 + 2. d) La esfera, (x —1)%2 + 92+ (2 +2)? = 1.
Sea G : T — S? la aplicacién de Gauss (Ejercicio 176) del toro derivada de
su normal unitaria hacia afuera, N. . Cudles son las curvas imagen mediante

G de los meridianos y paralelos de T? ;Qué puntos de S? son imagen de
exactamente dos puntos de T?

Encontrar las curvaturas principales y los vectores principales del cilindro cir-
cular, en cada uno de sus puntos, y de la silla de montar (z = zy), en el
origen.

En cada una de las superficies siguientes, héllese la aproximacion cuadratica
en las proximidades del origen:

a) z=-exp(z?+1y?) — 1.
b) z =Incosxz — Incosy.
c) z=(x+3y)3.

Demuéstrese que no hay puntos umbilicales en una superficie en la que K < 0;
y, que si K = 0, los puntos umbilicales son puntos planos.

Demuéstrese que la curvatura media de las curvaturas normales en dos direc-
ciones ortogonales cualesquiera en P es H(P).
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182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

La curvatura media es

1

"o

)=, | " k(0)d(0),

donde k(f) es la curvatura normal, expresada en funcién de las curvaturas
normales principales por

k(0) = ki cos® 0 + ky sen? 6.
Para una carta de Monge X(u,v) = (u,v, f(u,v)) verifiquese que

g1 =14+ f% g1 = fufo; goa =1+ f>

fuu f’LL’U f’U'U
L1 =% Lis=%-; Loy="+;
11 W 3 12 W ) 22 W ’
donde W = /1 + f2 + f2. Encuéntrense las formulas de K y H.

Las lineas paramétricas de una superficie M son ortogonales cuando g2 = 0
(es decir, cuando X,, y X, son ortogonales en cada punto). Verifiquese que

S(Xl) = £X1 + £X2; S(Xg) = 12X1 + 22X2.
gi11 g22 g g22

Demuéstrese que un vector tangente ¥ = v'xX; + v?X5 determina una direccién
principal si y sélo si

(02)2 —vle? (v1)?
gi1 g12 g2 | =0.
Lqq Lis Lo

—

(Indicacion: La direccién de @/ es principal si y sélo si el vector normal S(v) X ¢
es cero).

Verifiquese que el punto X = X(u!, u?) es un punto umbilical si y sélo si existe

un nuamero k tal que
L11 = kg11, Li2 = kgi2, Loz = kgao.
(k es la curvatura principal ky = ko).

Si ¥ = v'%; + v?Xs es tangente a Men X = X(u',u?), la curvatura normal en

la direcciéon determinada por v es
B Ln(vl)Q + 2L1201U2 + Loo (1)2)2
a gll(’l)l)2 + 2912’011}2 + 922(1)2)2 .

k(7)

Demuéstrese que una curva & sobre una superficie M es una recta de R> si y
solo si es geodésica y asintotica.
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200 EJERCICIOS.

189. ;A cudl de los tres tipos (principal, asintética, geodésica) pertenecen las curvas
siguientes?:
a) La circunferencia superior en el toro.
b) El ecuador del toro.
c) El eje OX en M: z = xy.
(Se debe suponer que tenemos parametrizaciones con ||@’|| = cte.)
190. Sea & una curva asintética en M C IR®:

a) Demostrar que la binormal b de @ es perpendicular a la superficie a lo largo
de @, y dedizcase que S(t) = 7.

b) A lo largo de @, la superficie tiene curvatura de Gauss K = —72.

c) Apliquese b) para calcular la curvatura de Gauss del helicoide recto.

191. Sea & una curva situada en dos superficies M y M* que forman un angulo
constante a lo largo de @ . Demuéstrese que @ es linea de curvatura en Msiy
sélo si es linea de curvatura en M™.

192. Si X es una representacion paramétrica de una superfie M , demuéstrese, que
una curva a(t) = X(a'(t),a?(t)) es
a) linea de curvatura si y sélo si
(a2)/2 _a’la’Z (al)/Q
g11 g12 g2 | =0.
L1y L2 Los
b) linea asintética si y sélo si

Ln(al)/2 + 2L12(a1)’(a2)' + ng(a2)/2 =0.

193. Sea & una curva con parametrizacién natural en una superficie M C IR®. En
lugar del campo de sistemas de referencia de Frenet de @, consideremos el
campo de sistema de referencia {t, i N} donde £ es la tangente unitaria de &,

N es la normal de la superficie restringuida a @ y @ = N x £.

a) Verifiquese que

—

dt/ds = kg  +kK,N
dii/ds = —kgt +7,N
dN/ds = —knl —74i

donde k, = S(f) - t es la curvatura normal k() de Men la direcién de t,
Tg = S (t) - @ es la denominada torsién geodésica y kg se llama curvatura
geodésica de a.

b) Deducir que & es geodésica si y sélo si kg = 0.
@ es asintética si y sélo si k, = 0.
@ es principal si y sélo si 7, = 0.
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194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

Si @ es una curva con parametrizacion unitaria sobre una superficie M, prué-
bese que:

(a) @ es principal y geodésica si y sélo si @ estd en un plano que es ortogonal
a Ma lo largo de a.

(b) @ es principal y asintética si y sélo si @ estd en un plano que es tangente
a Ma lo largo de a.

Determinese la curvatura de Gauss de las superficies desarrollables (conos,
cilindros y supeficies tangenciales).

Sea & una curva regular en una superficie M C IR, y sea N la normal unitaria
a M alolargo de @. Demostrar que @ es principal en M si y sdlo si la superficie
reglada X(u,v) = d(u) + vIN(u) es llana (de curvatura de Gauss nula).

Demostrar que las lineas de curvatura son las tnicas curvas de una superficie
M alo largo de las cuales las normales a M engendran una superficie desarro-
llable.

Para que dos superficies se corten bajo un angulo constante, es necesario y
suficiente que la curva interseccién tenga la misma torsion geodésica relativa
a las dos superficies.

Nota: La torsién geodésica 7, de una curva en una superficie de normal unitaria
N, esta definida por (Ejercicio 193)

dN - I 7
= —Knt — T4U, donde @ =N xt.

Supongamos que una superficie M admite una familia de lineas de curvatura
F1 que son al mismo tiempo geodésicas de M. Mostrar que las curvas de
la otra familia F> de lineas de curvatura son ortogonales en cada uno de sus
puntos, a un plano conteniendo a una curva de la familia F;.

Demostrar que las lineas asintéticas de la superficie z — 2* + y* = 0 son las
intersecciones de dicha superficie con las familias de cilindros:

22+ 7 = e v —y* = ey,
Probar que, si (¢ = g11g22 — g3):
10Ing 10Ing
Jomdorharh, J5Morhar

Utilizando las ecuaciones de Weingarten demostrar que

N1 X ﬁz = \/911922 - 9122 Kﬁ,

donde N es la normal unitaria, K la curvatura de Gauss y g;; los coeficientes
de la primera forma fundamental.
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203.

204.

205.

206.

202 EJERCICIOS.

Hallar los simbolos de Christoffel de las siguientes superficies:

a) Esfera: x =a cosf cos¢p, y=a cos senp, z=a senf.

b) Superficie de revolucién: = = f(u)cosv, y= f(u)senv, 2z = h(u).
c) Catenoide : x = a cosh(u/a)cosv, y = a cosh(u/a)senv, z=u.

d) Pseudoesfera: x = asenucosv, y = asenusenv, z = a(cosu+Intag(u/a)).

f

g) Toro: x = (b+a cosu)cosv, y=(b+acosu)senv, 2z =a senu.
)

e) Helicoide: z = u cosv, y=wusenv, 2z = av.

Desarrollable tangente de arista de retroceso @ = d(s), s parametro natural.

h

i) Paraboloide hiperbdlico : x = a(u+v), y=0blu—wv), z=uv.

Elipsoide: = a cosu cosv, y =b cosu senv, 2z = c senu.

j) x=wuecosv, y=wuesenv, z= f(u)e™.

Dada una superficie con primera forma fundamental
I = (du')? + G(u',u?)(du?)?

(coordenadas semigeodésicas). Hallar los simbolos de Christoffel.

Idem, si la primera forma fundamental es I = (p(ul,u?))?((du')? + (du?)?)

(coordenadas isotermas).

Sea una superficie con coordenadas ortogonales. Probar que la curvatura de
Gauss viene dada por

i Lo (o) o (o)
K=- + .
g11922 | Oul gi1 Oul ou? g2z Ou?

Idem, en coordenadas isotermas: g11 = ga22 = p?, g12 = 0,

- 1 [8211’1,0 821np]

~p2 | Oulou! * Ou?0u?

Idem, en coordenadas semigeodésicas: g11 =1, g12 =0, g2 = G,

o _ L ?VG
VG ouloul

Probar que en una superficie en la que las lineas de curvatura son lineas coor-
denadas se tiene: (Utilizar las condiciones de integrabilidad de Codazzi)

Oln V911

8/4,1 _ 11 8911 (Hz —/431) _ (Hg —lﬂll)

u? 2y Ou? ou?
OKo _ 11 3922 o Oln \ 922
Dul 255y Out M1 H2) = (ML) —5
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207.

208.

209.

210.

211.

212.

213.

214.

215.

Probar que las formas siguientes no valen como 1? y 2% formas fundamentales
de una superficie:

a) I = (du')?+ (du?)?, IT = (du')? — (du?)2.
b) I = (du')?+ cos® ul(du?)?, IT = cos? ut(dut)? + (du?)?.

Hallar la ecuacién de la superficie con primera y segunda forma fundamental

I = du® + dv?, IT = du®.

Probar que las formas siguientes determinan una superficie:

I = (14 4u?)du® — 4uv dudv + (1 4 40%)dv?,

B 2du? 2dv?
V14402 + 402 1+ 4u2 + 42

Demostrar que la aplicacion entre la catenoide

11

1 1

u u
x:acosh(;)cosu2, y:acosh(;)senzﬁ, z=u'

y el helicoide: x =v!cosv?, y=vlsenv?, z=av?,

dada por v! = asenh(u'/a), v? = u? es una isometria.

LEn qué se transforman los meridianos y paralelos de la catenoide?
Sea una curva C

a) Demostrar que la superficie formada por las polares (Definicién 3.12) a C es
desarrollable.

b) Comprobar que las evolutas de C estan contenidas en dicha superficie.

c) Por ser desarrollable es isométrica al plano, probar que las evolutas se trans-
forman en lineas rectas por dicha isometria.

Si sobre una superficie existe un sistema de coordenadas ortogonales tal que
g11 = g11(ul) y goa = go2(ul), la superficie es localmente isométrica a una
superficie de revolucién.

Si entre dos puntos P y () del espacio con vectores de posicién respectivos & e i/
existe la relacién ¢ = a?Z/7?, se dice que la correspondencia es una inversion.
Demostrar que la aplicacién obtenida entre dos superficies por una inversién
es conformes.

Demostrar que la esfera es localmente conforme al plano a través de la proyec-
cion estereografica.

Hallar la curvatura geodésica de la hélice x = a cost, y = asent, z =1
sobre:

a) El cilindro: x = a cosu, y=asenu, z=wv.
b) El helicoide: x = u cosv, y =usenv, z=nv.
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216.

217.

218.

219.

220.

221.

222.

223.

224.

225.
226.

204 EJERCICIOS.

A) Sobre la superficie x = u cosv, y=wusenv, z= f(u) (f funcién de
clase C?), hallar la curvatura geodésica de las curvas coordenadas.

B) Probar que los meridianos de las esferas tienen curvatura geodésica nula.
Las curvas paramétricas de una superficie ¥ = X(u!, u?) de clase n > 2 son
geodésicas si y sélo si I'S, = 0 y ', = 0, respectivamente.

Probar que toda curva es una geodésica de la superficie generada por sus
binormales.

Probar que la proyeccién desde el centro de una esfera sobre otra esfera concén-
trica de diferente radio aplica lineas geodésicas en lineas geodésicas, aunque
no es una isometria.

Sea una superficie de ecuacién X = X(u,v) cuya primera forma fundamental es
I = du® + f(u,v)dv?. Probar que las curvas v = cte. son geodésicas.

Demostrar que si las coordenadas curvilineas de una superficie son ortogonales,
entonces la curvatura geodésica de las curvas coordenadas es

2 1 8ln,/gn‘ 1

u” =cte.: — X u- = cte. :

1 8 1Il \/ 922
V922 Ou? '

V911 out

Sea a@(s) = X(u'(s),u?(s)) una geodésica en una superficie X = X(u!,u?) tal
que g11 = g11(u'), g12 =0, ga2 = gaa(u').

Probar que ,/g22 cos = cte., siendo 6 el angulo que forma la geodésica con
las curvas ul = cte.

Sea ¥ = X(u',u?) una superficie de clase > 2 tal que g11 = g11(u'), g2 =
0, g22 = gao(ul). Probar que:

a) Las curvas coordenadas u? = cte. son geodésicas.

9922 _
oul lud

b) Las curvas coordenadas u! = cte. son geodésicas si y sélo si

c) La curva a(ul) = X(ul,u?(ul)) es geodésica si y sélo si

1

u? = i/ fvon du
V922V 922 — c?

Probar que en una superficie de revolucién todos los meridianos son geodésicos,
pero para que el paralelo que pasa por un punto P de un meridiano sea
geodésico es necesario y suficiente que la tangente al meridiano en P sea pa-
ralela al eje de revolucién.

Hallar las geodésicas del plano dado en coordenadas polares.

Si una geodésica en una superficie de revoluciéon forma un angulo 6 con los
meridianos a lo largo de la geodésica, entonces se verifica que

usenf = cte.  (siendo u el radio del paralelo)
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227.

228.

229.

230.

231.

232.

233.

Probar que las curvas de la familia v3 /u? = cte. son geodésicas sobre la super-
ficie de primera forma fundamental

I = v2du® — 2uvdu dv + 2udv?.

Sea la parametrizacion de la esfera de radio a

X(0,¢) = (a cosf cos ¢,a cosf sen ¢, a send).

Calcular la derivada covariante respecto a ¢ del campo de vectores unitario

formado por las tangentes unitarias a los meridianos a lo largo del paralelo
0 =0,.

Sea @ una curva alabeada. Consideremos la superficie generada por las binor-
males : X(u,s) = @(s) 4+ ub(s). Calcular las derivadas covariantes a lo largo
de las curvas coordenadas del campo de vectores tangente unitario a las lineas
paramétricas s = cte.

Sea C el paralelo 6 = 6 sobre la esfera de ecuacion:

X(0,¢) = (a senf cos¢p, a senf sen¢p, a cosb).

A) Probar que el transporte paralelo del vector X1 (g, ¢) a lo largo de C es

sen((cosfy)(¢ — ¢o) .

sen 0

Y (¢) = cos((cosby)(p — ¢po)X1 —

B) Y(0) =Y (27) = C es el ecuador.

Consideremos la esfera
®(u',u?) = (cosu? cosu', cosu®senu’, senu?).

Se desplaza paralelamente el vector de componentes (1,0) desde el punto de
coordenadas (0, 0) hasta el punto (7/v/2,0) a lo largo del ecuador, luego hasta
el punto (7/v/2,7/4) a lo largo del meridiano u' = 7/v/2, después hasta el
punto (0,7/4) a través del paralelo u? = m/4, y por tltimo hasta el punto
inicial por el meridiano u! = 0. Determinar el d4ngulo entre el vector dado y
el vector obtenido al final del desplazamiento.

Verificar la féormula de Gauss-Bonnet para la imagen sobre la esfera de radio 1:
X(0,¢) = (cosf sen ¢, senf sen¢, cos o),

del poligono de lados: 0 <0 <7w/2, ¢=n/4; 0=mn/2, /4 < ¢ <m/2;
O=7m/2—-t(0<t<7/2), ¢p=7/2; =0, ¢=7/2—-1(0<t<7/4).
Determinar:

a) La curvatura integral del elipsoide.

b) La curvatura integral de una esfera de tres asas.

c¢) La curvatura integral de la superficie: 2% + y* + 26 = 1.
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235.

236.

237.

238.

239.

240.

206 EJERCICIOS.

Demostrar que si dos familias de geodésicas se intersectan segiin un angulo
constante, la superficie tiene curvatura de Gauss nula.

Demostrar que la catenoide (Ejercicio 203) es la unica superficie de revolucién
que es una superficie minimal (de curvatura media nula).

Supongamos que la superficie M : X = X(u,v) es minimal. Entonces la regién
de la superficie paralela M y:

¥y = ¥(u,v) = X(u,v) + Aﬁ(u, v), A=cte

que corresponde a un dominio D en el plano de los parametros tiene menor
area que la correspondiente region en M.

Sobre una superficie M se verifica:
11T -2HII+ KI=0,

donde H es la curvatura media, K es la curvatura de Gauss y 1,11 y II] son
la primera, segunda y tercera forma fundamental, definida esta 1dltima por:

IIT:Tp(M) x Tp(M) — Tp(M)  (4,7) — I1Ip(i,v) = Sp(u) - Sp(v).

Demostrar que en una superficie, los coeficientes de la 1* forma fundamental
y los simbolos de Christoffel de 1* especie estan relacionados por:

89ij _
ou’

Lijk + Dk

Demostrar que los simbolos de Christoffel de segunda especie se transforman
respecto de dos representaciones paramétricas de acuerdo con la ley

; 0u® oul our  9%u™ Oul OuF

5 Qut 9uP 0uY  dui duk Ol du

F%’Y:F

Calcular los simbolos de Christoffel Pfj de una superficie respecto a una para-
metrizacién explicita: z = f(x,y).
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