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1) Einleitung
Meine Arbeit beschéftigt sich mit der Bearbeitung einer geometrischen Fragestellung bei zentraler Unterstiitzung
durch einen PC. Ich gehe wie folgt vor:

Im Internet hole ich mir Anregungen fiir einen lohnenswert erscheinenden Problemkreis. (Kapitel2)

Unterstitzt durch das interaktive 2D-Geometrieprogramm ,,Cabri Géométre 11 werden dann Vermutungen zu
neuen Lehrsatzen erstellt. (Kapitel 3)

Fur die sich ergebenden Satze werden mit dem Computer-Algebra-System ,,Mathematica“ auf analytischem Weg
,Beweise* gefiihrt. (Kapitel 4)

Eine solche Vorgehensweise ist natiirlich allenfalls sinnvoll fiir solche Sachverhalte, die auf ,,normalem® Wege
bislang noch nicht hergeleitet wurden und deren Beweis vermutlich recht kompliziert ist.

Dann komme ich zum Zuge. Ich kann theoretische Kenntnisse einbringen, die mein Computer nicht hat. Diese
gestatten es schlieBlich, die gefundenen Lehrsétze noch erheblich zu verallgemeinern, etwa zu Lehrséatzen der
projektiven Geometrie. (Kapitel 5)

Ein Lehrsatz, der im 4. Kapitel mit Mathematica fiir Kreise bewiesen wird, kann im 5. Kapitel Ubertragen werden
auf alle Kegelschnitte, unter anderem also auch auf alle Parabeln. Da alle Parabel untereinander &hnlich sind,
kann ein entsprechender Beweis fiir die Existenz des Steinbart-Punktes bei der Normalparabel als Beweis fiir alle
Parabeln und damit wieder fiir alle Kegelschnitte gelten, einschlieBlich der Kreise. Ein solcher Beweis wird im 6.
Kapitel mit Mathematica gefuhrt. Dabei kommen vollig andere Verfahren zum Einsatz als bei dem Beweis im
Kapitel 4.

Ich habe oben das Wort ,,Beweise* im Zusammenhang mit der Verwendung eines Computer-Algebra-Systems in
Anfihrungszeichen gesetzt. Was berechtigt mich, einem Arrangement von Transistoren zu glauben? Kdnnen
Computer-Algebra-Systeme Beweisfilhrungen tibernehmen? Ist man berechtigt, einem Stiick Silizium Vertrauen
zu schenken? Diese erkenntnistheoretische Fragestellung soll im Zusammenhang mit der Behandlung des
konkreten Lehrsatzes ebenfalls angesprochen werden. (Kapitel 7)

Meine Untersuchungen wurden dadurch mdglich, dass mir durch Vermittlung meines Betreuungslehrers von der
Stadt Duisburg ein Pentium 1Il - Rechner und entsprechende mathematische Software zu Verfliigung gestellt
wurden, woflr ich mich an dieser Stelle bedanken méchte.

2) Themensuche im Internet

Mein Beratungslehrer gab mir den Tip, in eine Suchmaschine das Stichwort ,,Clark Kimberling* einzugeben. Die
Homepage dieses Mathematikers sei immer flir einige lohnenswerte Anregungen gut. Das war in der Tat der
Fall. Ich stieB dort auf die Beschreibung einiger erst jingst entdeckter Punkte in einem Dreieck, u.a. des sog.
Exeter-Punktes®, der 1986 an der Philips-Exeter-Academy anlaRlich einer Konferenz (ber Computer-
Mathematik entdeckt wurde. Ein , klassischer Beweis fiir die Existenz dieses Punktes scheint derzeit noch nicht
bekannt zu sein. Ich begann, mich fiir diesen Punkt zu interessieren. Zundchst versuchte ich, mit Cabri-Géometre
weiteres uber ihn herauszufinden.

3) Die Verallgemeinerung des gefundenen Satzes durch den Einsatz eines interaktiven
Geometrieprogramms )
Der Ausgangspunkt meiner Uberlegungen war also folgender Lehrsatz:
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Satz 3.1 (Satz vom Exeter-Punkt)
Skizze:

Gegeben sei ein ebenes Dreieck AABC mit dem Schwerpunkt S. In seinen Ecken werden an seinen Umkreis
Tangenten gelegt. Die Schnittpunkte dieser Tangenten werden in naheliegender Weise mit A’, B’ und C’
bezeichnet. Die Gerade AS schneidet den Umkreis noch einmal im Punkt A’’. Entsprechend werden die Punkte
B’’ und C’’ konstruiert. Dann gilt: Die Geraden A’A’’, B’B’’ und C’C’’ sind kopunktal.

Ihr Schnittpunkt wird als der Exeter-Punkt des Dreiecks AABC bezeichnet.

Zum Beweis spater mehr.

Zunachst versuchte ich, etwas (ber die spezielle Lage des Punktes beziiglich anderer Dreieckspunkte
herauszufinden. Schon dem Internet liel sich entnehmen, dass er auf der Euler-Geraden des Dreiecks liegt. Ich
konnte den Exeter-Punkt prazise lokalisieren.

Satz 3.2 (Satz von der Lage des Exeter-Punktes beziiglich anderer Dreieckspunkte)

Wir betrachten die gleiche Konstruktion wie in Satz 3.1.

Der Mittelpunkt des Umkreises von AABC und der Mittelpunkt des Feuerbachkreises des Dreiecks AA’B’C’
definieren einen Durchmesser des Umkreises von AABC. Dessen Eckpunkte seien mit X; und X, bezeichnet.
(Einer dieser beiden Punkte ist der gemeinsame Punkt vom Feuerbachkreis des Dreiecks AA’B’C’ und vom
Umkreis des Dreiecks AABC).

Der Nagelpunkt und der Umkreismittelpunkt des Dreiecks AA’B’C’ definieren einen Durchmesser des

Umkreises von AA’B’C’. Dessen Endpunkte seien Xz und X,.
Es gilt:
a) Das Viereck X;X,X3X, ist ein Trapez.

b) Der Exeter-Punkt E des Dreiecks AABC ist der Diagonalenschnittpunkt dieses Trapezes. Er unterteilt die Strecke
zwischen der Inkreismitte und der Umkreismitte des Dreiecks AA’B’C’ im Verhéltnis Radien dieser beiden
Kreise.

¢) Er liegt auf der Euler-Geraden des Dreiecks AABC.

d) Ist f die MaRzahl des Flacheninhalts des Dreiecks AABC und p das Produkt der MaRzahlen der Flacheninhalte

seiner Teildreiecke AABI, ABCI, ACAI mit | als Umkreismittelpunkt von AABC, so gilt fiir den Vektor e von |
zum Exeterpunkt:

e= -3f/(f+8p)s mit s als dem Vektor von | zum Schwerpunkt des Dreiecks AABC.
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Skizze:

Der Beweis dieses Satzes wiirde den Rahmen der Arbeit sprengen. Ich halte ihn am Wettbewerbsstand bereit.

Schon recht friih erkannte ich die Unabhéngigkeit der Existenz des Exeter-Punktes von der im Satz geforderten
Verwendung der Schwerelinien. Es ist so, dass der Satz 3.1 auch bei Verwendung eines beliebigen Per-
spektivitatszentrums gilt. Der Original-Exeter-Punkt erhielt seinen Namen nach der Institution, an der er
entdeckt wurde. Daher erlaube ich mir, diesen neuen Punkt, der eine weitreichende Verallgemeinerung des
Exeter-Punktes darstellt, nach meiner Schule zu benennen als den ,,Steinbart-Punkt*.

Satz 3.3 (Satz vom Steinbart-Punkt)

Gegeben sei ein ebenes Dreieck AABC sowie ein Punkt P.

In den Ecken des Dreiecks werden an seinen Umkreis Tangenten gelegt. Die Schnittpunkte dieser Tangenten
werden in naheliegender Weise mit A’, B’ und C’ bezeichnet. Die Gerade AP schneidet den Umkreis im Punkt
A’’. Bei tangentialer Lage von AP setze man A’’=A. Entsprechend werden die Punkte B’’ und C’’ konstruiert.

Dann gilt:
Die Geraden A’A”’, B’B”’ und C’C”’ sind kopunktal durch einen Punkt S, den Steinbart-Punkt des Dreiecks
AABC zum Punkte P.

Skizze:
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Zum Beweis spater mehr.

Im né&chsten Kapitel wird es darum gehen, den hier eingeflihrten Lehrsatz zu beweisen.

Zunachst soll jedoch noch die jeweilige Situation fur ausgezeichnete Perspektivitatszentren bei der Konstruktion
des entsprechenden Steinbart-Punktes betrachtet werden: Die Sachverhalte sind unmittelbar einsichtig, Beweise
ertibrigen sich daher. Gegebenenfalls kdénnen beim Wettbewerb am Présentationsstand entsprechende
Erlauterungen gegeben werden.

Satz 3.4:
Liegt in der oben beschriebenen Steinbart-Konstruktion der Punkt P in einer der Ecken A’, B’, C’, so ist der

Steinbart-Punkt S der Gergonnepunkt des Dreiecks AA’B’C’.

Satz 3.5:

Liegt in der oben beschriebenen Steinbart-Konstruktion der Punkt P im Gergonnepunkt von AA’B’C’, so ist der
Steinbart-Punkt S ebenfalls der Gergonnepunkt dieses Dreiecks.
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Satz 3.6:

Liegt in der oben beschriebenen Steinbart-Konstruktion der Punkt P auf dem Umkreis des Dreiecks AABC, so
ist der Steinbart-Punkt S mit P identisch.

Seiten 5/ 16



Satz 3.7:
Liegt in der oben beschriebenen Steinbart-Konstruktion der Punkt P auf einer der Seitengeraden des Dreiecks

AABC, nicht aber auf dessen Ecken, so liegt der Steinbart-Punkt S auf der Korrespondierenden der Ecken A’,
B’, C.

4) Beweisfilhrung mit einem Computer-Algebra-System
In diesem Kapitel soll der Satz 3.3 (und damit auch Satz 3.1) mit dem Computer bewiesen werden.
Verwendet wird das CAS ,Mathematica“. Das folgende Programm bedarf vorab einiger Erlauterungen:
Zuné&chst zu den eingangs definierten Funktionen:
Die Definition der Norm, des Lotvektors, der 2x2-Determinante sowie der Senkrecht-Projektion dirfte klar sein.
Man beachte, dass in Mathematica der Punkt zwischen zwei Vektoren dem Skalarprodukt entspricht. Vektoren
werden durch geschweifte Klammern dargestellt. Der Geradenschnittpunkt wird nach der Cramer-Regel
berechnet, wobei die Existenz eines Schnittpunktes vorausgesetzt wird. Die Eingangsvariablen der
entsprechenden Funktion sind in dieser Reihenfolge: der Aufpunktvektor der ersten Geraden, deren
Richtungsvektor, der Aufpunktvektor der zweiten Geraden und zuletzt deren Richtungsvektor.
Nun Erléuterungen zum eigentlichen Programm:
Bewiesen wird Satz 3.3 (und damit auch Satz 3.1):

Den Ursprung des Koordinatensystems legen wir in den Umkreismittelpunkt | des Dreiecks AABC. Es darf ohne
Beschrankung der Allgemeinheit angenommen werden, dass der Umkreisradius des Dreiecks den Wert 1 hat.
AuRerdem lassen wir die x-Achse des Koordinatensystems durch einen Dreieckspunkt verlaufen. Wir wahlen
also A als den Punkt (1;0). Die Terme flr die beiden anderen Punkte sind klar. Man beachte, dass mit den
Vorgaben im Programm auch der Fall erfaf3t ist, dass der Kreis ein Ankreis von Dreieck AA’B’C” ist. Problemlos
verstiandlich ist ebenfalls die Berechnung der Eckpunkte A’, B’ und C’.

Der folgenden Skizze kann man entnehmen, wie es zu den angegebenen Formeln fiir A”’, B> und C’” kommt:
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Der Vektor von A nach A’’ ist offenbar das Doppelte der Senkrecht-Projektion des VVektors von A nach | auf den
Vektor von A nach P.

Von den Geraden, deren Kopunktalitét gezeigt werden soll, werden jeweils zwei zum Schnitt gebracht. Die
Differenz der beiden so bestimmten Vektoren sollte Null ergeben, um die gewiinschte Kopunktalitat
sicherzustellen.

Der Vollstandigkeit wegen sei vermerkt, dass das folgende Mathematica-Programm nicht feststellen kann, ob
nicht die Nennerdeterminante der Anweisung ,,geradenschnittpunkt® in einem speziellen Fall den Wert 0
annimmt. Dieser Fall ist aber flr den zu beweisenden Lehrsatz uninteressant, da dann keine Dreiecke im
eigentlichen Sinn entstehen (etwa im Fall Ic; | =1 oder b, = 0). Bei Bedarf kann ich hierauf am
Wettbewerbsstand naher eingehen.

Es folgt das Mathematica-Programm selbst:

In[]:=

(*Vektoroperationen:*)

norm[x_]:=Sqrt[x.x]

lot[{x1_,x2_}] :={-x2,x1}

determinante[x_,y_] := Simplify[lot[x].y]
projektion[x_y_] := ((x.y)/(y-y))*y
geradenschnittpunkt[al_,rl ,a2_,r2_]:=
Simplify[al+determinante[a2-al,r2])/determinante[rl,r2]
*ri]

(* Beweis:*)

i :={0,0};

p={rs};

a={1,0};

b ={Sqrt[1-b2"2],b2};

¢ ={cl, Sgrt[1-c1™2]};
astrich=geradenschnittpunkt[b,lot[b],c,lot[c]];
bstrich=geradenschnittpunkt[c,lot[c],a,lot[a]];
cstrich=geradenschnittpunkt[a,lot[a],b,lot[b]];
a2strich=Simplify[a-2*projektion[a,p-a]];
b2strich=Simplify[b-2*projektion[b,p-b]];
c2strich=Simplify[c-2*projektion[c,p-c]];
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ex1 = geradenschnittpunkt[astrich,a2strich-
astrich,bstrich,b2strich-bstrich];
ex2 = geradenschnittpunkt[astrich,a2strich-
astrich,cstrich,c2strich-cstrich];
tester =Simplify[ex1-ex2]
Out[]:={0,0}
Selbst ein vergleichsweise schneller Computer benétigt geraume Zeit, bis der Nullvektor ausgegeben wird.

Eine Ausgabe der Koordinaten des Punktes ex1 braucht selbst bei Vorschaltung von ,,Simplify* ca. sechs
Schreibmaschinenseiten. Einen entsprechenden Ausdruck halte ich am Wettbewerbsstand bereit.

Der Einsatz des Computers zur Beweisfiihrung ist also wohl nicht unberechtigt.

5) Projektive Verallgemeinerung des Lehrsatzes und seine Dualisierung
»Samtliche Sdtze am Kreis, die nur projektive Aussagen enthalten, gelten in gleicher Weise fiir alle
Kegelschnitte.” (Zitat aus: [2, Seite 275])
Ohne weiteren Beweis folgt somit aus Satz 3.3, dass es den Steinbart-Punkt nicht nur am Kreis sondern an
beliebigen Kegelschnitten gibt.
Satz 5.1 (projektive Fassung des Satzes vom Steinbart-Punkt)

(Die teilweise unnétig ausflhrlichen Bezeichnungen dienen der besseren Nachvollziehbarkeit der spateren
Dualisierung des Satzes.)

Gegeben sei ein Kegelschnitt k und ein Punkt P. Durch P sollen drei Geraden Xx,, Xy, X. verlaufen, die den
Kegelschnitt k jeweils in zwei Punkten A und A”’, B und B”’ sowie C und C*’ schneiden. In A, B, C werden an
den Kegelschnitt k Tangenten t,, t,, t. gelegt. Die Schnittpunkte dieser Tangenten werden in naheliegender Weise
mit A’, B’ und C’ bezeichnet.

Dann gilt:

Die Geraden A’A’’, B’B”” und C’C”’ sind kopunktal durch einen Punkt S, den Steinbart-Punkt des
Dreiecks AABC zum Punkte P am Kegelschnitt k.

Skizzen zu Satz 5.1 fir die Félle, dass k eine Ellipse oder eine Hyperbel ist:
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Man kann obigen Satz auch kirzer fassen:

Kurzform von Satz 5.1)

Bei einem Kegelschnitt liegt ein Sehnendreieck perspektiv zu einem Tangentendreieck, wenn es perspektiv zu
dessen Berthrpunkt-Dreieck liegt.

Der bekannte Geometer Coxeter schreibt in [1, Seite 280]:

,,Eine der schonsten Eigenschaften der projektiven Geometrie ist das Dualitétsprinzip, das besagt, dass in der
projektiven Ebene jede Definition eine Bedeutung beh&lt und jeder Satz richtig bleibt, wenn wir darin
folgerichtig die Worte Punkt und Gerade ( und folglich liegen auf und gehen durch, Verbindung und Schnitt,
kollinear und durch einen Punkt gehen, usw.) vertauschen. ... Liegt dann ein Satz und sein Beweis vor, so folgt
unmittelbar der duale Satz.*

Die folgende duale Fassung von Satz 5.1 bedarf also keines neuen Beweises.
Satz 5.2 (dualer Satz zu Satz 5.1):

Gegeben sei ein Kegelschnitt k und eine Gerade p. Auf p sollen drei Punkte X,, X, X, liegen, von denen aus an
den Kegelschnitt k jeweils zwei Tangenten a und a’’, b und b’’ sowie ¢ und ¢’” gelegt werden. T,, T, und T,
seien Berlhrpunkte dreier dieser Tangenten (aus jedem Tangentenpaar einer genommen). Die Verbindungs-
geraden dieser drei Punkte werden in naheliegender Weise mit a’, b’, ¢’ bezeichnet.

Dann gilt:
Die Schnittpunkte der Geraden a’ und a’’, der Geraden b’ und b’’ sowie der Geraden ¢’ und c¢’’ liegen auf einer
Geraden s.
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Skizze zu Satz 5.2. Gezeigt wird der Fall, dass der Kegelschnitt k ein Kreis ist.

Da der Satz vom Steinbart-Punkt universell fiir Kegelschnitte gilt, kann er auch an einem anderen Kegelschnitt
als dem Kreis bewiesen werden. Ein solches Vorhaben soll nun gestartet werden. Eine vergleichsweise einfach
zu behandelnde Kegelschnittklasse sind die Parabeln. Das liegt daran, dass alle Parabeln zueinander und damit
zur Normalparabel ahnlich sind und dass die Normalparabel durch einen sehr einfachen Funktionsterm
dargestellt werden kann. Zur Kontrolle meiner Beweisfiihrung aus Kapitel 4 wahle ich daher einen auch
methodisch vollig anderen Ansatz bei der Normalparabel. Auch hier mu ich wieder auf den Computer
zuriickgreifen, aber die benotigte Zeit ist bereits deutlich geringer.

6) Beweis des Satzes vom Steinbart-Punkt fir die Normalparabel

Satz 6.1:
Werden in zwei voneinander verschiedenen Stellen x; und X, Tangenten an die Normalparabel gelegt, so
schneiden sich diese im Punkt ((X;+X2)/2 | X;exy).

Beweis:
Bezeichnen wir die Tangenten mit t; bzw. t,, so gilt:
t1(X) =21 (X- X1)+X12 und to(X)=2X(X-X2)+Xo>

Fur ihre Schnittstelle gilt:
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(%)= t2(X)
2% (X-X0)+X17= 2Xp(X-X) 477
2X (X1=Xg) = (X -X2)( Xy +X2)

2X = X1 +Xo (da X1 von Xo verschieden ist)

X=(X1+X)/2
Es ist tl((X1+X2)/2): 2X1((X1+X2)/2'X1)+X12: X10X2

Satz 6.2:

Ist X=( x; ! x:?) ein Punkt auf der Normalparabel und P=( r\s) ein Punkt mit x,=r, so gilt fir den zweiten Punkt
Y, den die Sekante durch X und P mit der Normalparabel gemeinsam hat:

Y=(( Xygof - S)I(Xi-1) | (Xqof - $)2( X1-1)?)

Beweis:

Die Sekante durch die Punkte P und X hat die Gleichung

g(x)=m(x- X;)+ X;:® mit m= (x;%-8)/( X;-1).

Fir ihre zweite Schnittstelle x; mit der Parabel gilt:

X$'= (XsX1) o(Xi>-S)/( Xq-T) + Xy

Ldsung dieser quadratischen Gleichung liefert neben der schon bekannten Ldsung xs = X, als zweite Lésung

Xs =(X1%-8)/( X3-1) - X3 =( Xgof - S)/( x;-r). Die zweite Schnittpunktkoordinate ist das Quadrat der ersten.

Wir gehen nun aus von drei beliebigen paarweise voneinander verschiedenen Punkten

(%q ! x19), (X2 ! X,%) und ( X3 | Xs). Legen wir in den Punkten auf der Parabel die Tangenten an, so erhalten wir ein
Tangentendreieck mit den Eckpunkten

(X +%2)/2 | %q0%5), ((X2+X3)/2 | Xox3) und ((Xa+%1)/2 | Xgoxy),

Wir wahlen nun einen weiteren Punkt P=(r | s), wobei r von allen drei x; verschieden sein soll.
Die zweiten Punkte der Sekanten durch die ersten Punkte und P sind dann
((Xaot = SY(x1) | (et = SYI(Xam1)) L (Koot = )/ Xot) | (Xpor = $)1( Xo-1)?) und

(( Xaof - S)/( Xg1) | ( Xaef - $)%( X-1)?)

Wir haben den Satz vom Steinbart-Punkt fur die Parabel bewiesen, wenn wir gezeigt haben, dass die drei
Geraden

gy durch ((Xo+Xs)/2 | Xaex3) und durch ((Xyef - S)/( X3-1) | ( Xqeof - $)%( X:-1)?),

go durch ((Xs+X1)/2 | Xzex1) und durch (( Xaer - S)/( Xo-r) | ( Xaer - $)%( X-1)?),
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gs durch  ((x+%)/2|xwex;) und durch  (( Xgof - SY( XN ( Xagof - S xg1))

kopunktal sind.

Dieser Nachweis soll nun gefiihrt werden.

(Xar - 8)°( Xg-1)*-
XoX3
g hat die Steigung
mp =

(Xar - $)/( Xq-1) -
(X2+X3)/2

(Xar - 8)/( Xp-1)*-
X1X3
0 hat die Steigung
m, =

( Xor - S)/( Xp-r) -
(X1+X3)/2

(Xar - 8)%/( Xg-1)*-
X1X2

0s hat die Steigung
ms =

(Xar = S)/( Xs-T) -
(X1+x2)/2

Zur Abkirzung setze ich: a;=(Xo+X3)/2 ; a;=(Xs+X1)/2 ; a3=(X1+X2)/2 und bi=XyX3; b,=X3X1 ;b3=X1X5 .

Hieraus ergibt sich:as-a;=(X1-X3)/2; a1-a,=(Xo-X1)/2; ar-a3=(X3-X,)/2 und bz-b,= 2X;(as-a,); b1-bs= 2X»(as-as); by-
b= 2X3(a2—a1).

Durch Gleichsetzen der Terme der Geraden g; und g, ergibt sich bei Verwendung obiger Abkurzungen:

My (X-a1)+b;=my(X-az)+h;

miay - Myax+ by
x -bi

my - My
Durch Gleichsetzen der Terme der Geraden g, und gs ergibt sich analog:

mya, - Maag+ b -
x by

m, - ms
Fur die Kopunktalitat von g1, g, und g3 sollten die beiden x-Werte tbereinstimmen. Wir erhalten:

Mia; - Mpax+t _ My - Magt bs
b, - by - b,
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my - mp my - ms

(Maay - Maaz + by - by)( 1Mz - M3) = (Mya; - Msag + bs - by)(My - my)

MiMa(az-a;) + MyMs(az-az) + M3My(ag-as) = My(,-bs) + my(bs-by) + ms(bsi-by)
MiMy(8z-a1) + MaMa(a3-az) + M3My(as-as) = -2X1My(az-82) -2XM;(a1-23) -2X3M3(a-ay)
(a2-a1)(M1My+2M;3X3) + (az-82) (MM3+2mM;X;) + (a1-23) (M3My+2mMyX;) = 0

(MMy+2M3X3)(X1-X2)/2 + (MpM3+2MyXg) (X2-X3)/2 + (M3My+2mM;X;) (X3-X1)/2 = 0

Das folgende Mathematica-Programm bestatigt die Richtigkeit dieser Beziehung. Andererseits bestétigt es aber
auch, dass ein Durchrechnen der Formel ,,von Hand“ mit erheblichem Aufwand verbunden wire. Ein Ausdruck
nur eines der obigen drei Summanden braucht ndmlich allein mehrere Schreibmaschinenseiten.

Das Mathematica-Programm zum Nachweis der Existenz des Steinbart-Punktes fur Parabeln:

In[]:=

ml=( (X1*r - s)"2/(x1-r)"2 - x2*x3) I ( (X1*r - s)/(X1-r) - (x2+x3)/2);
M2=( (X2*r - §)"2/(X2-r)"2 - x3*x1) / ( (X2*r - s)/(x2-r) - (x3+x1)/2);
mM3=( (X3*r - $)"2/(x3-r)"2 - x1*x2) I ( (X3*r - S)/(X3-r) - (x1+x2)/2);
Simplify[(m1*m2+2*m3*x3)*(x1-x2)/2 +(m2*m3+2*m1*x1)*(x2-x3)/2 +
(m3*ml + 2*m2*x2)*(x3-x1)/2]

Out[]=0

Man beachte noch einmal, dass die in diesem Mathematica-Programm verwendeten Methoden voéllig andere sind
als in dem Programm des vierten Kapitels. Wahrend dort Methoden der Vektorrechnung herangezogen wurden,
sind hier Verfahren benutzt worden, die (bis auf die Tangentengleichung) ganz elementar sind und weitgehend
schon in der Mittelstufe unterrichtet werden.

7) Allgemeine Uberlegungen zu ,,Silizium-Beweisen*

Die Idee, in der Geometrie seien (ber anschauliche Evidenz hinaus noch logische Herleitungen als Beweise
notig, stammt von griechischen Philosophen und Geometern, vielleicht von Thales von Milet. Euklid hat in
seinen Elementen die damaligen Kenntnisse in Geometrie und Arithmetik zusammengefalit und dargestellt.
Seine Leistung bestand in der Anwendung der axiomatischen Methode, die im deduktiven Aufbau eines Werks
zum Ausdruck kommt. Sie war so eindriicklich, dass Euklids Lehrbuch wahrend zweitausend Jahren als Prototyp
fur ein Geometriebuch schlechthin galt. Ein weiterfihrendes herausragendes Ereignis in der Geschichte der
Geometrie ist die fur unser Thema bedeutsame Entwicklung der analytischen Geometrie durch Descartes. Dank
dieser Idee konnen Aussagen aus der Geometrie im Prinzip durch formale Rechnung algebraisch verifiziert
werden. Diese formale Rechnung kann heute grundsétzlich auch von einem Computer ausgefiihrt werden.

Ein sicher herausragendes Ereignis in diesem Zusammenhang war die Kl&rung der Vierfarbenvermutung im
Jahre 1976 durch Haken und Appel. Aber auch heute noch wird deren Vorgehensweise nicht von allen
Mathematikern vorbehaltlos anerkannt.

Es ist eine verbreitete Meinung, da8 Computer sich nicht dazu eignen, mathematische Beweise durchzufuhren.
Die Argumente fiir diese Uberzeugung basieren hauptsachlich auf der mangelnden Nachvollziehbarkeit eines
computergestiitzten Beweises.

Dadurch, daB ein Mensch nicht mehr in der Lage ist, samtliche Rechenoperationen eines Computers
nachzuvollziehen, weil der Aufwand sdmtliche Grenzen (bersteigen wiirde, mufl man bei Computer-Beweisen
beginnen, einem Computer zu vertrauen bzw. zu glauben. Dieser Glaube aber ist nicht vergleichbar mit dem
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Glauben oder dem Vertrauen in ,,normale* mathematische Beweise, sondern er erfolgt weitgehend blind, weil
man die Zusammenhange und die Hintergriinde des zu Glaubenden nicht mehr in vollem Umfang tberblickt.

Nie ist es aber ganzlich ausgeschlossen, da man Nonsens glaubt, entstanden durch defekte bzw. fehlerhafte
Hard- und/oder Software. Man hat mdglicherweise den Fehler nicht bemerkt und nimmt nun das Ergebnis in
blindem Vertrauen als korrekt an. So beginge man einen verhangnisvollen Fehler.

MuRR man als Konsequenz aus diesen Zweifeln vielleicht die Bedeutung des Wortes ,,Satz* oder ,,Beweis® im
Hinblick auf die Verwendung von Computern &ndern? Es ist schlieBflich der Grad der Gewil3heit gegeniiber
einem von Menschenhand durchgefiihrten Beweis drastisch herabgesetzt worden. Ist ein Computer-Beweis
Uberhaupt noch ein wahrer Beweis? Wird es vielleicht in Zukunft Beweise zweiter Klasse geben?

Ganz abgesehen von den philosophischen Fragen, die ein Computer-Beweis hervorruft, ist es fur einen
Mathematiker auch eine Frage des Stils, computergestiitzte Beweise durchzufiihren. So enttduschte zum Beispiel
der Computer-Beweis des Vierfarben-Problems viele Mathematiker, weil er den ,beriihmten” genialen Einfall
vermissen lie3, der von vielen erwartet worden war, sondern eigentlich nur ,,Handwerk* war. Er spielte lediglich
ausreichend viele Mdglichkeiten durch, um das Problem fir geldst erklaren zu konnen. Wird Mathematik durch
die Beweisfuhrung mit dem Computer zu stupidem Handwerk degradiert?

Bei einer genauen Betrachtung der Verfahrensweise bei Computer-Beweisen stellt sich fir den Betrachter die
ernsthafte Frage, inwiefern der Computer tatsachlich die mathematische Theorie verandert. Es ist doch vielmehr
so, daB der Computer dem Menschen lediglich eine Rechenarbeit abnimmt, die diesen enorme Zeit kosten
wirde. Wenn man tatséchlich in der Lage sein wollte, ein komplexes Problem vollstandig, d.h. ohne Auslassen
von Kleinigkeiten und ohne Verallgemeinerungen zu betrachten, dann ware dies mit einem Aufwand verbunden,
dessen Ausmaf unlberschaubar wird. Aber die zur Verfligung stehenden Ressourcen in ihrer tendenziellen
Knappheit erfordern eine schnelle Lésung, die der Computer zweifelsohne offeriert. Die Theorie zu dem, was
der Computer ausrechnet, liefert immer noch der Mensch. Er ist derjenige, der denkt und der die theoretischen
Kenntnisse besitzt. Thm obliegt der wichtigere Teil der Arbeit, d.h. allein schon durch den vom Menschen
eingebrachten theoretischen Anteil kann die computergestiitzte Beweisfiihrung gar kein stupides Handwerk sein.

Gleiches gilt fir das Vorgehen in dieser Arbeit. Ihr zentraler Satz wurde mit Hilfe eines Computer-Algebra-
Systems bewiesen. Dieser eine bewiesene Satz wurde zum Ausgangspunkt fiir einige andere Satze, die in relativ
naher Beziehung zum bereits bewiesenen Satz stehen. lhr Auffinden ist ausschlieflich dem Menschen zu
verdanken, der hier sein theoretisches Wissen (iber projektive Geometrie und Kegelschnitte eingebracht hat.

Ein Computer hétte diese weiteren Satze kaum aus dem ersten herleiten kdnnen. Im Gegensatz zum Menschen
mangelt es ihm ndmlich an theoretischem Wissen. Dieses vom Menschen eingebrachte Wissen ermdglichte nun
wiederum einen zweiten Beweis desselben Satzes mit einem vollig anderen theoretischen Ansatz.

Diese nochmalige Bestatigung der Richtigkeit des Satzes verifiziert im Endeffekt die ganze Beweisfihrung ein
weiteres Mal und zwar liickenlos zuriick bis zum ersten ,,Computer-Beweis“. Dabei ist der zweite Computer-
Beweis so unkompliziert, dass man ihn durchaus auch einem einfacheren Computer-Algebra-System (etwa
DERIVE) zumuten kann. Auch dieses Computer-Algebra-System bestétigt die Richtigkeit des Satzes.

Zum Abschlul’ der Beschreibung des Vorgehens in dieser Arbeit mdchte ich noch einmal auf die Notwendigkeit
der Zusammenarbeit zwischen Mensch und Computer eingehen. DaR der Einsatzes eines Computers in meiner
Arbeit berechtigt, diirfte aufgrund des Umfanges der vorkommenden Terme diirfte nicht mehr zur Diskussion
stehen. Es ist mir aber dennoch bewul3t geworden, dal3 der Mensch in der Beweisflihrung mit einem Computer
immer noch eine entscheidende Rolle, und zwar als Kontrolleur einnimmt. Beim ersten Beweis mit dem
Computer-Algebra-System Mathematica rechnete das Programm zwar samtliche méglichen Félle fiir das
Dreieck ABC durch. Dabei ignorierte es aber die Mdglichkeit, da zwei Tangenten an den Umkreis von ABC
parallel sein kdnnen. Dann wiirde ndmlich die Determinante aus den Richtungsvektoren gleich 0 und die zur
Konstruktion der Punkte A’, B’ und C’ benétigte Anweisung ,,Geradenschnittpunkt™ wére nicht mehr definiert,
weil man durch eben diese Determinante dividieren mifite.

Eben dieser Fehler mite bei der Kontrolle durch den Menschen auffallen und gegebenenfalls durch eine
vorgeschaltete Fallunterscheidung behoben werden. Es scheint, als wére der Computer an dieser eine Stelle noch
nicht intelligent genug gewesen, diesen fatalen Verstoll gegen die Grundregeln der Mathematik zu bemerken.
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Einschrinkend sei zu diesem ,,Fehler noch einmal hinzugefiigt, da3 bei dem oben beschriebenen Fall, den der
Computer bersieht, im Grunde genommen gar kein Dreieck A’B’C’ mehr entsteht, weil ein Punkt dieses
Dreiecks, nach den Vorgaben der euklidischen Ebene, nach denen auch der Computer rechnet, gar nicht mehr
existiert. Somit hat der Computer eigentlich keinen ,,Fehler iibersehen, wenn man ihm zugesteht, daf dieser nur
dreieck-konstruierende Konstellationen betrachtet hat.

Ich komme noch einmal auf die eingangs angestellten allgemeineren Uberlegungen zuriick:

Zum Argument der fehlenden Glaubwirdigkeit eines Computers mu man sich zundchst darliber bewuft
werden, was man eigentlich verlangt. Ist es wirklich absolute Perfektion, die man fordert, um so einem
Arrangement von Transistoren Vertrauen schenken zu kénnen? Dazu mifte aber der Mensch alle Operationen
einer solchen Maschine nachvollziehen, um sie zu kontrollieren. Wenn man tatsachlich diesen Standpunkt
vertritt, muB man sich aber wieder die praktische Durchfiihrbarkeit vor Augen halten. Es ist doch de facto
unmdglich, jeden kleinsten Schritt eines beliebig komplizierten Beweises nachzuvollziehen, wodurch man
wieder vor dem Problem der begrenzten Ressourcen steht. Daher scheint es sinnvoll, dass man von einem
Computer nicht Perfektion, sondern Zuverl&ssigkeit verlangt. Diese Zuverldssigkeit kdnnte dann ebenso eine
Basis fUr den Glauben oder das Vertrauen in mathematische Beweise mit Computerhilfe werden. Man muf
diesen Grad an Korrektheit akzeptieren und flr ausreichend empfinden, weil man vor dem Hintergrund der
Gewéhrleistung der praktischen Nutzbarkeit keine Alternative hat. Die allgemeine Akzeptanz der Zuverlassig-
keit mufl im Rahmen eines sozialen Prozesses geschehen. Ist dieser ProzeR erfolgt, dann sollte sich eine
Meinung etabliert haben, dass der Computer ein zuverléssiger Partner bei der Beweisfulhrung ist.

Was man aber bei allen Betrachtungen nie aus den Augen verlieren darf, das ist die Mdoglichkeit der
menschlichen Fehlbarkeit. Kann man berhaupt firr ein Werkzeug, von der Hand der Fehlbaren geschaffen, den
Anspruch der Unfehlbarkeit haben. Wenn man Beweisen traut, die von fehlbaren Wesen durchgefihrt worden
sind, dann muR man eigentlich auch Beweisen trauen, die von einem zuverléssigen, nicht zwangslaufig perfekten
Werkzeug durchgefihrt werden.

AbschlieBend sei bemerkt, daB die Uberpriifung des Beweises des erwahnten Vierfarben-Problems mit einem
unabhéangigen Rechner (1) durchgefuhrt wurde. Selbst die Skeptiker haben sich also zwangslaufig dieses
Hilfsmittels bedient. Eigentlich 1aRt sich der Computer aus der Beweisfihrung gar nicht mehr zuriickdrangen in
Anbetracht der Moglichkeiten, die er offeriert. Man wirde eher dem Fortschritt im Wege stehen, wenn man ihn
aus dem mathematischen Leben zuriickhalten wollte.

Ich habe von verschiedenen Leuten aus dem Bereich der Schule und der Universitat grundsétzliche Meinungen
zur Frage der Beweisfihrung mit Computer-Algebra-Systemen eingeholt. Sie waren nicht einhellig. Jingere
scheinen weniger Probleme damit zu haben als Altere, aber auch das ist nicht generell so.

Die skeptische Haltung gegeniiber Computer-Beweisen ist fur mich in manchen Bereichen durchaus
nachvollziehbar, aber ich beurteile ich den Einsatz von Computern in der mathematischen Beweisfiihrung als
durchaus angebracht und mdéglicherweise fur die zuklnftige Entwicklung sogar unverzichtbar.

8) Ruckblick und Ausblick

Insgesamt gesehen die meiste Miihe habe ich verwendet auf das Auffinden der Formel fiir e im Teil d) von Satz
3.2. Dazu habe ich vergleichsweise lange mit den Formeln, die mir Mathematica geliefert hat, gearbeitet und in
ihnen Terme substituiert. Leider habe ich es nicht geschafft, eine entsprechende Formel fiir den allgemeinen
Steinbart-Punkt am Kreis zu entdecken.

Der projektive Satz vom Steinbart-Punkt erinnert ein wenig an die zueinander dualen Satze von Pascal und
Brianchon fiir Kegelschnitte. Dort werden einmal sechs Sehnen betrachtet, einmal sechs Tangenten. Beim Satz
vom Steinbart-Punkt sind es drei Sehnen und drei Tangenten. Allerdings kommt hier die Voraussetzung der
perspektiven Lage der entsprechenden Punkte hinzu, die bei den beiden anderen Satzen nicht nétig ist. Leider
waren auch meine Versuche, den Satz vom Steinbart-Punkt auf einen der beiden anderen Sétze zurlickzufuhren,
nicht erfolgreich.

Dennoch bin ich insgesamt mit dem Erreichten zufrieden. Ich hoffe, die Jury sieht das ahnlich!
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