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1 Demostrar que los centros de curvatura de las secciones de una superficie por planos que pasan por una recta
tangente en un punto P, estdn sobre una circunferencia.
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2 Hallar la curvatura de la seccién normal perpendicular al meridiano en un punto del paralelo z = a*, en el

paraboloide de revolucién z = x2 + 32.

3 Dada la superficie X(u,v) = (usenu + v, cosu + uv, u + v).
Se pide: 1) Curvaturas principales en el punto (1,1,1).
2) Calcular la curvatura de Gauss en el punto (1,1,1).
3) Determinar los puntos de las generatrices rectilineas que pasan por el punto (1,1, 1) para los cuales
la curvatura de Gauss es maxima o minima.

4 FEncontrar las curvaturas principales y los vectores principales del cilindro circular, en cada uno de sus puntos;
y de la silla de montar (z = zy), en el origen.

5 En cada una de las superficies siguientes, héllese la aproximacién cuadratica en las proximidades del origen:

a) z=exp(z®+y*) -1, b) z=Incosz —Incosy, ¢) z=(x+3y)>

6 Demuéstrese que no hay puntos umbilicales en una superficie en la que K < 0; y, que si K = 0, los puntos
umbilicales son puntos planos.

7 Demuéstrese que la media de las curvaturas normales en dos direcciones ortogonales cualesquiera en P es la
curvatura media H(P).

8 La curvatura media es )
1 Y
1(p)=5- [ ko)),

donde k(0) es la curvatura normal, expresada en funcién de las curvaturas normales principales por la férmula
de Euler
E(0) = k1 cos? 0 + kg sen® f.

9 Para una carta de Monge X(u,v) = (u, v, f(u,v)) verifiquese que

2
=1 2. = . fu: =1 2. L :fuuL :fuvL :fvu_ K:fuufvv_fuv
g1 + fus 912 = fufvi 922 + fo n =il = milee = i

donde g;; y L;; son los coeficientes de la 1* y 2% formas fundamentales, W = /1 + f2 + f2 y K es curvatura de
Gauss K. Encuéntrese la curvatura media H.

10 Obtener la superficie de revolucidn que resulta de girar la curva = f(z) situada en el plano XOZ, alrededor
del eje OZ. Comprobar que la superficie puede ser parametrizada por coordenadas cilindricas como

X(2,0) = (f(2) cost, f(z)senb, z).

Demostrar que la curvatura media estd dada por

1
2H =k + )
BNESLDE
donde & es la curvatura de la curva original (k = —f" /(1 + f'2)3/2).

Obtener la curvatura media de la esfera centrada en el origen.
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11 Verifiquese que el punto X = %(u',u?) es un punto umbilical si y sélo si existe un nimero k tal que

L1y = kg11, Li2 =kgia, L2z = kgoa.
(k es la curvatura principal ki = ks).

12 Si @ = v'%) + 02X, es tangente a Men X = X(u!,u?), la curvatura normal en la direccién determinada por o
es
Lll(vl)Q + 2L12U11}2 + L22('U2)2

g11(v1)? + 2912002 + oo (v2)2

k(7) =

13 Demostrar que la catenoide (Ejercicio ??) es la unica superficie de revolucién, distinta de un plano, que es
una superficie minima (de curvatura media nula).

14 Supongamos que la superficie M : X = X(u, v) es minima. Entonces la regién de la superficie paralela M y:
¥ = ¥(u,v) = X(u,v) + AN(u,v), A= cte

que corresponde a un dominio D en el plano de los parametros tiene menor area que la correspondiente regién

en M.

15 Sobre una superficie M se verifica:
IIT-2HIT+ KI=0,

donde H es la curvatura media, K es la curvatura de Gaussy I, 11 y II1 son la primera, segunda y tercera forma
fundamental, definida esta ltima por:

1T : Tp(M) x Tp(M) — Tp(M)  (@,7) — IIIp(@,7) = Sp(@) - Sp (7).

16 Sean M y M* dos superficies con normales unitarias N y N*, respectivamente y C la curva interseccién de
M y M*. Denotemos por k y k* las curvaturas normales de M y M™ en los puntos de C y en las direcciones
tangentes a C.

Probar que kN — k*N* = x ((N X N*) X fi), donde « es la curvatura de C y 7 su vector normal principal.

Demostrar que ||(N x N*) x 7|2 = sen? ¢, donde ¢ es el angulo que forman N y N*.
Establecer finalmente que x2sen? ¢ = k2 + k*? — 2kk* cos ¢.

17 Dada la superficie M de ecuacién implicita z = xy y el punto P(1,1,1) de M, se pide:
Probar que el punto M (0,0, —1) pertenece al plano tangente en el punto P.
Hallar la curvatura normal en P en la direccién de PM.
Encontrar las direcciones principales, curvaturas principales y direcciones asintoticas en P.

18 Sea M una superficie IR®, que contiene al origen O de coordenadas. Supongamos que los ejes OX y OY
son tangentes a la superficie en O y que la matriz asociada al operador forma en O, relativa a la base candnica

{€1,€}, es
4 3
3 —4 )

Si C es la curva obtenida intersecando M con el plano y = 0:
e ;Cudl es la curvatura normal de C en O?
e ;Cuales son las curvaturas y direcciones principales en O7
e ;Cudl es la curvatura geodésica de C en O7
e ;Cudl es la curvatura de Gauss de M en O7
e Dibujar la superficie en las proximidades de O, suponiendo que la normal a la superficie en O es (0,0, 1).

19 Sea M el hiperboloide de una hoja 22 + y? — 2% = 4.
Hallar las curvaturas principales y la curvatura de Gauss en el punto (0,2,0) de M.
Determinar la curvatura  en (0,2,0) de la elipse seccién de M por el plano x — v/3z = 0.

20 Demostrar que las curvaturas principales en un punto de una superficie paramétrica X = X(u, v), de coeficientes
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de la primera forma fundamental g1, g12, g22 y de la segunda forma fundamental Li1.L12, Lo, son las soluciones

de la ecuacién
Ly —kgin Liz — kgio

Lio — kg2 Loa — kgao

Hallar las curvaturas principales y las direcciones asintéticas en el origen de cada una de las superficies

z =222 4+ 92, z=a2—y?, z = a2, z = a3 — 3wy,

21 Establecer que si los coeficientes de la 1* y 2* formas fundamentales son proporcionales respecto a un sistema
de coordenadas (es decir, si existe una funcién A tal que L;; = Ag;;, Vi, ), son también proporcionales respecto
a cualquier otro sistema de coordenadas sobre la superficie.

Respecto a un sistema de coordenadas sobre una superficie para el cual las lineas paramétricas son ortogonales,
obtener la siguiente relacién entre la curvatura de Gauss K y la curvatura media H:

4931 955(H? — K) = (g11 L2z — ga2L11)* + 4L35g11922 > 0.

Demostrar que sobre una superficie se tiene H2 > K y que la igualdad sélo se tiene en puntos umbilicales.
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