Una construccion del centro de curvatura en conicas

Angel Montesdeoca (14/10/2009)

Previamente tratamos unos hechos relativos a transformaciones de curvas y proyectividades
entre sus elementos, que nos sentaran las bases para las construcciones posteriores.

Consideremos una transformacion entre puntos del plano de ecuaciones

T=F(z,y), y=G(zy). (1)

Sea Py(z0,y0) un punto en el que el jacobiano de esta transformacion no se anula. A una curva

C que pasa por Fy le corresponde otra C, que pasa por Py, transformado de Fy. Sila curva C

viene dada por las ecuaciones paramétricas z = z(t),y = y(t), las ecuaciones paramétricas de C se
expresardn en la forma T = Z(t) = F(z(t),y(t)), § = y(t) = G(z(t),y(t)); entonces,

J(t) _ Gur'(t) + Gy'(1)

() Fia'(t)+ Fy'(t)
Si denotamos por m y m las pendientes de las correspondientes tangentes a las curvas en estos
puntos, se tiene que

G+ Gm
m=——————.
Fy+ Fym
Para simplificar, se ha omitido el punto (x(t),y(t)), donde estdn valuadas las funciones.

Como hemos supuesto que F, G} — F, G’ # 0, se concluye que:
Proposicién.- La correspondencia entre las tangentes en Py a las curvas que pasan por €l y las
tangentes en Py a sus curvas imdgenes, mediante la transformacion (), es una proyectividad.

Si la transformacion es entre puntos y rectas del plano, definida por

u:F(x,y), UZG(xay)v (2)

a una curva C que pasa por Py(zo,yo) le corresponde una curva C (obtenida como envolvente
rectas) tangente a la recta (ug,vo), po = upx + voy + 1 = 0, correspondiente a FPy.
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Si la curva C viene dada por las ecuaciones paramétricas x = x(t), y = y(t), para obtener la
envolvente C de las rectas correspondientes a los puntos de C, se ha de resolver el sistema

F(z(t),y(t)X + G(z(t),y(t)Y +1=0
(Ep'(t) + Fly' () X + (GLa'(t) + Gy (1)) Y =0

Con lo que las ecuaciones paramétricas de la curva C son

o - ~GLa'(1) = Gy (1)
(FG!, — GFL)2/'(t) + (FG, — GE)y (t)’

T

Fpa'(t) + Fyy'(t)

(t) = (FG' — GEa!(t) + (FGgJ GF))y' ()

N
Il
Nl

Si el jacobiano de la transformacién no se anula en Py(z(t0),y(to)) y poniendo m = y'(to)/z'(to),
se obtiene:

Proposicion.- FEntre las tangentes a las curvas en Py y los puntos de contacto con la recta pg
de las curvas envolventes de las rectas imagenes de sus puntos, por la transformacion [2)), es una
proyectividad definida por

-G, — Gym Fl+ F)m

T FG, —GF + (Fa, —GE)m’ YT FG, —GF, + (FG, — GE))m)’

donde las funciones y sus derivadas estdn valuadas en xo, o).

Noétese que la definicién de esta proyectividad no depende de la curva tomada; es decir, si dos
curvas, que pasan por Py, tienen la misma tangente en Py, entonces las respectivas envolventes de
las rectas correspondientes a sus puntos, tienen el mismos punto de contacto con pg.

Pasamos ahora, usando este tltimo resultado, a construir el centro de curvatura de una elipse
en uno de sus puntos. Para ello, consideramos la siguiente trasformacion geométrica 7 :

Dados dos puntos F' y F’" a cada punto P del plano se le hace corresponder la bisectriz interior
del angulo FPF".

Si P recorre una elipse £ de focos F'y F’, sea p es la recta normal a la elipse en P. La envolvente
de la recta p, cuando P varia, es la evoluta (lugar geométrico de los centros de curvatura) de la
elipse.
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Si Py es un punto de £ (que no sea uno de sus vértices), tratamos de encontrar el punto de
contacto de la bisectriz pg del angulo F ﬁo\F " con su evoluta £. Para ello vamos a encontrar tres
pares de elementos homologos de la proyectividad entre tangentes en Py (a curvas que pasen por
él) y puntos de la recta pg, que nos permitan definir la proyectividad y hallar, asi, el homélogo de
la tangente ¢ a la elipse en Py; es decir, el centro de la curvatura de la elipse en el punto F.

Para determinar la proyectividad, vamos a tomar tres curvas que pasen por Py, con tangentes
distintas en este punto y que tampoco coincidan con la tangente ¢ a la elipse.

I) Sea I'y el arco FPyF’ de la circunferencia que pasa por estos tres puntos. Para cualquier
punto P de I'y, la bisectriz de FPF' pasa por un punto fijo A (punto medio del arco de tal
circunferencia de extremos F' y F’ que no contiene a Py). Asi, la envolvente de estas bisectrices
degenera en este punto A, que es el homodlogo de la tangente t; en Py a I'1, en la proyectividad
buscada.

IT) Pongamos r = PyF y ' = PyF' y consideremos las circunferencias F(r) y F'(r"), de centros
en F' yF’ y radios r y r’, respectivamente; denotemos por I y E los centros de semejanza interior
y exterior de estas circunferencias.

P

Proposicién.- La circunferencia T'y de didmetro IE (denominada circunferencia de semejanza
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para F(r) y F'(r") o circunferencia de Apolonio de los puntos F y F' para la razén k = r/r’)
pasa por Py y su tangente ty en este punto es perpendicular a la tangente t1 de I't; ademds, las
bisectrices de los dngulos FPF', para cualquier punto P de I's, pasan por I.

De este resultado se sigue que I estd en la bisectriz de FJ/DO\F "y a este punto se reduce la
envolvente de las bisectrices de FFPF’, cuando P varia en I's. Por lo que el segundo par de
elementos en la proyectividad buscada es to +— 1.

Demostracién de la proposicion:
En primer lugar, se verifica que los puntos I,E,F y F’ forman una cuaterna armonica,
(I EF F') = —1, pues,

IF EF  r 1 1
IF" " EF —' "¢/

En consecuencia, como PI 1 PFE, resulta que PI es la bisectriz de FPF' , para todo P de I's.
Es decir, la envolvente de las rectas asociadas a los puntos de I's, mediante la transformacién 7,
degenera en el punto I.

El punto Py estd en I's, pues, usando el teorema de las bisectrices interiores de un tridngulo,
se tiene, que para todo punto P de I's,

PF IF r
PFEF'  JFT !

Luego, Py es uno de ellos e I estd en la bisectriz de FI/DO\F’ (I =poNFF).

Nos queda establecer que la tangente t5 a I's en Py, es perpendicular a la tangente a 'y en Ppy;
es decir, que la circunferencia que contiene a I'y y la circunferencia I'y son ortogonales.

t.
2 t t
T Po
2 .A
{ |
E o) F\ 1| O JF
2 \ ,
A /
\\ /,

Como (I E F F') = —1, se sigue que
O9 P} = Oo1? = OoF - OoF' = 0,07 — O, F;.
Donde, la segunda igualdad surge de que, como
IF-EF +IF' -EF =0,
basta desarrollar ésta, puesta de la forma siguiente

(IOQ + OQF)(EOQ + OQFI) + (IOQ + OQF/)(EOQ + OQF) =0.
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Para la tultima igualdad, se usa el valor de la potencia de O respecto a la circunferencia que
contiene a I'y.

—_—
Concluimos que el triangulo O PyO; es rectangulo en Py, por lo que I'y y I's son ortogonalesm.

ITIT) Para definir el tercer par de elementos homdélogos en la proyectividad buscada, vamos a
tomar como curva, que pasa por Py, la hipérbola equildtera I's que ademds pasa por F y F’, cuyo
centro es el mismo que el de la elipse £ (es decir, el punto medio O de FF') y con una asintota

paralela a la bisectriz py de Fﬁo\F’ .

Esta cénica I's estd definida por los puntos de interseccion de los rayos homodlogos entre la
proyectividad entre haces de base F'y F’, tal que rectas homdélogos forman el mismo angulo con
Po, pero de sentido opuestos.

By

Obsérvese que si un punto P pertenece a ella, también pertenece su simétrico respecto al punto
medio O de F'F’; es decir, O es su centro.

Si las rectas FP y F'P son paralelas, P serd un punto del infinito de la cénica; es decir, nos
daria la direcciéon de una asintota. Esto ocurre cuando el angulo que ellas forman con pg sea 0 6
/2. Se concluye que la cénica es una hipérbola equilatera.

En este tercer caso, que estamos considerando, a la tangente t3 a I's en Py, corresponde, en la
proyectividad buscada, el punto del infinito P, de pg.

Nos falta ver cémo se construye esta tangente t3. Para ello, sélo hay que tener presente que si
la hipérbola equildtera la referimos a sus asintotas, su ecuacion es zy = k, por lo que la pendiente
de la recta que une el origen O con un punto P de la hipérbola es y/x y la de la tangente en P es
—y/x. Asi, la tangente en un punto P es la recta simétrica de la recta que une el origen con P,
respecto a la paralela por P a la asintota vertical.

En nuestra caso, t3 es la simétrica de PyO respecto a FPyl.

Otra via para construir la tangene t3 en Py, es haciendo uso del Teorema de Pascal, para un
hexagono inscrito en una conica.

Denotemos por a; y as las dos asintotas (perpendiculares) y por P; y P sus puntos de tangencia
en la recta del infinito ¢; por dy y do las paralelas a a; y as por Py, respectivamente. Tenemos,

I De hecho I's es ortogonal a cualquier circunferencia que pase por F' y F'.
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entonces, la situacién limite del hexagono formado por un tridngulo y las tangentes en sus vértices,
que podemos esquematizar en el siguiente dibujo de la izquierda.

Haciendo la misma construccién para el caso que nos ocupa (dibujo de la derecha), se tiene
que PyQ10Q2 es un rectangulo y PoQ1Q2Q3 es un paralelogramo, de donde se sigue que PpQ3
(tangente t3 en Py a I's) es simétrica de PyO, respecto a PyQ2 (bisectriz py de FPyF’).

Ya tenemos, para determinar nuestra proyectividad, tres pares de elementos homélogos:
ti — A, to — 1, t3 — P.

Una recta cualquiera d corta al haz de rectas por Py en los puntos 7' =tNd, Ty = t; Nd,
To =toNdy T3 =t3Nd. Se tiene entonces definida la proyectividad entre d y pg, con pares de
puntos homologos
T1I—>A, TQ’—>I, Tg’—>Poo

El eje de perspectividad e esta determinado por los puntos L =T, ANITy y M =T3P NIT;.
Sea N = I'T' N e, entonces Cy = ToN N pg es el homodlogo de la tangente t a la elipse £ en FPy;
es decir, Cy es el centro de curvatura de £ en F.
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Para construccion de el centro de curvatura de una parabola en uno de sus puntos, pode-
mos considerar la misma transformaciéon geométrica 7 que en el caso de la elipse; es decir:

Dados dos puntos F'y F’ a cada punto P del plano se le hace corresponder la bisectriz interior
del angulo FPF".

Si P recorre una parabola P de foco F' y directriz d, sea p es la recta normal a la elipse en
P. La envolvente de la recta p, cuando P varia, es la evoluta (lugar geométrico de los centros de
curvatura) de la pardbola.

G

Si Py es un punto de P (que no sea el vértice V'), tratamos de encontrar el punto de contacto

de la bisectriz pg del angulo F' ]/DO\F ’ con su evoluta P (PoF' es la semirrecta paralela al eje de la
—

pardbola, en el sentido V F'). Para ello vamos a encontrar tres pares de elementos homdlogos de la
proyectividad entre tangentes en Py (a curvas que pasen por él) y puntos de la recta py, que nos
permitan definir la proyectividad y hallar, asi, el homdlogo de la tangente ¢ a la parabola en FPpy;
es decir, el centro de la curvatura de la parabola en el punto F.

Para determinar la proyectividad, vamos a tomar tres curvas que pasen por Py, con tangentes
distintas en este punto y que tampoco coincidan con la tangente ¢ a la pardbola.

Procedemos como en el caso de la elipse, para encontrar las dos primeras curvas; para lo cual
tomaremos la situacién limite, cuando F’ tiende a punto del infinito del eje. Ocurre entonces que
la circunferencia I'y, tomada alli, es ahora la recta F'Py y la circunferencia de Apolonio I's es la
circunferencia de centro F'y radio F'F.

I) La bisectrices de FPF' son todas paralelas a pg, cuando P recorre la recta F'Py. Asi, a la
tangente t; a esta recta (ella misma) en Py le corresponde, en la proyectividad que tratamos de
determinar, el punto del infinito de pyg.

IT) Si tomamos un punto P sobre la circunferencia I's de centro en F'y radio F' Py, los puntos

donde los lados del angulo FPF’ cortan a dicha circunferencia, determina una cuerda que siempre
es paralela a s{ misma (perpendicular a la direccién fija PF"). Luego, la bisectriz de dicho dngulo
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pasa por el punto medio I del arco (no conteniendo a P) que la cuerda determina, situado en el
didmetro paralelo a la direccién fija PF’; es decir, por el punto de corte de dicha circunferencia
con el eje de la parabola.

Asi, a la tangente ty a I'y en Py (perpendicular a FPy) le corresponde, en la proyectividad
buscada, el punto I interseccién del eje de la parabola con pg.

ITT) La tercera curva no se pude tomar como situacién limite de la hipérbola tomada en el caso
de la elipse, pues vuelve a dar, como en el caso I), la recta F'Py (una de sus asintotas pasaria la

recta del infinito). Ahora, vamos a tomar como curva I's la envolvente la bisectrices vp de FPF
(para P sobre pg) y vamos a demostrar que I's toca a py en Py, sin describir u obtener la ecuacién
de tal envolvente.

Para establecer esto, supongamos que la ecuacién de la pardbola es y?> = 2pz, con lo que
F(p/2,0) y Po(y3/(2p),9o). La ecuacién de la normal py a la pardbola en Py es

- yo( yg)
y—yo=—"—\|x—].
P 2p

Un punto punto genérico de esta recta se puede poner de la forma P(t,y(t)). Si « es el angulo
a 7
que forma la recta F'P con el eje de parabola, la bisectriz vp forma un angulo 5 + 5 con el eje;
por lo que su ecuacion es
Q
y —y(t) = — cotag 5(:17 —1).

La ecuacién paramétrica de la envolvente I's, se obtiene resolviendo, en las variables x e y, el
sistema formado por esta ecuacion y la que resulta de derivarla, respecto a t:

/
—y'(t) = a a(a:—t)+cotagg.
ZSen§ 2

Como ¥'(t) = —yo/p, se obtiene
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Para que el punto de contacto de la bisectriz pg = vp, con I's sea Py, se ha de verificar que
2 2

o
para tg = 12/—0, también sea xy—o; esto ocurrird si 2% = cotag 70 (siendo «q el dngulo que forma
P P p
F Py con el eje); es decir, si
2ta, l
& 2 _ 2pyo

tag g = = )
1—tag2% Yo — p*

que es el valor de la tangente del angulo que forma F'Py con el eje:

Yo
tagag = — .
Y% _P
2p 2

Tenemos ya, por tltimo, el tercer par de elementos homdélogos de la proyectividad: a la tangente
t3 = po a I's le corresponde el punto Fj.
La proyectividad entre tangentes a curvas por Py y puntos de pg tiene los tres pares de elementos
homologos:
t1 — Px, to — 1, po — F.

Si cortamos el haz de rectas por Py con el eje de la parabola se obtienen los puntos T'=tNV F,
F=t:NVFE T, =toNVFyI=t3NVF. Se tiene entonces definida la proyectividad entre V' F’
y Po, con pares de puntos homélogos

F+— P, Ty — 1, I — P.

El eje de perspectividad e estd determinado por los puntos Py = FPyN Pl y 15 = FINPTh;
es decir, e = ts.

Sea N = P,,T Ne, entonces Cy = F'N N pg es el homologo de la tangente ¢t a la parabola P en
Py; es decir, Cj es el centro de curvatura de P en F,.
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— Ejemplo —

Encontrar la curvatura y centro de curvatura de la cénica 2% —2xy+y*? —x+3y—4 =0
en el punto (0, 1).

Damos cuatro formas de resolver el problema: la primera, utilizando una haz de coénicas os-
culatrices; la segunda, mediante la férmula que da la curvatura de una curva plana; la tercera,
haciendo uso del método expuesto anteriormente para construir el centro de curvatura en un punto
de una parabola; y la cuarta, mediante una construccién geométrica, usando una homologia que
transforma la conica en una circunferencia.

e Se trata de calcular la circunferencia con maximo contacto con la cénica en (0, 1).

La tangente en el punto dado (0,1) es 3x — 5y + 5 = 0 y una recta arbitraria por (0, 1), tiene
por ecuaciéon mx —y + 1 = 0.

El haz de cénicas teniendo tres puntos de contacto con la cénica dada en (0, 1) estd dado por

(COmicas oxc )
u(z? — 2y +y* — 2+ 3y —4) +v(3x — 5y +5)(mx —y + 1) =0,

o bien
(u + 3w)x® — (2u + 3v + 5w)xy + (u + 5v)y* + (—u + 3v + 5w)z + (3u — 10v)y — 4u + 5v = 0,
donde w = muw. ésta representa una circunferencia si
u~+ 3w = u + Hv, 2u 4+ 3v+ 5w = 0.

Entonces
v —3u w— —5u o §
1T S 3

La ecuacién de la circunferencia de curvatura es, poniendo v = 17,
222 + 2y? — 51z + 81y — 83 = 0.

El centro de curvatura es (a,b) = (51/4,—81/4) ~ (12.75,—20.25) y el radio de curvatura
r=+c—aZ+b%=/83/2+ (51/4)2 + (—81/4)2 = 17/17/2/2 ~ 24.78.

La grafica de la izquierda siguiente esta extraida del MATHEMATICA:

flu_,v_,m_][x_,y_]:=u(x"2-2x*y+y~2-x+3y-4) +v(3x-5y+5) (m*x-y+1)

ImplicitPlot [{f[1,0,m] [x,y]l==0,
f£[0,1,2] [x,y]==0,
f[17,-3,5/3] [x,y]==0},{x,-15,30}]

e Otra forma de resolver este ejercicio es utilizando la férmula de la curvatura para curvas
planas
2

)

derivando implicitamente, respecto de x, en la ecuacion de la conica.
2 — 2y — 2xy’ + 2yy' — 1+ 3y’ =0, en (0,1): =3+ 5y =0,y = 3/5.
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2 -2y — 2y —2xy" +2(y')? +2yy” +3y" =0, paraxz =0,y =1 ey =3/5 y’' = —8/125.

8
K= 125 = 2v2 .
o\’ 17VIT
14+ —
+ 25
A B
yh polar de F,
r
eje
x
d
Agf’
+ "l
t

B Q

El centro (a,b) de la circunferencia osculatriz se obtiene teniendo en cuenta la relacién r? =

2 4+ (b —1)? y que debe estar en la perpendicular a la tangente de pendiente y' = 3/5 en (0, 1):
5a+3b = 3. Obteniéndose los valores (—51/4,89/4) 6 (51/4,—81/4). El segundo es el que vale, pues
estd en el semiplano definido por la tangente determinado por el sentido de la derivada segunda
(125, —8).

e Construccion grafica de la circunferencia osculatriz mediante la proyectividad entre las tan-
gentes a curvas pasando por un punto de la parabola y puntos de la normal a la parabola en dicho
punto:

La cénica se trata de una parabola, pues al cortarla con la recta del infinito da 22 —2zy+y? = 0,
que tiene como solucién sélo una direccion doble, de pendiente m = 1.

e Construccién grafica de la circunferencia osculatriz mediante [una homologia) (grafica de la
derecha):

La cénica (pardbola) dada queda determinada por los cinco puntos: (0,1) y (0, —4) de inter-
seccién con el eje OY, (2,—1) y (—3,—1) de interseccién con la recta y = —1, y por el punto (3, 1),
el otro punto de interseccién con la recta y = 1.
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Utilizaremos una propiedad de un punto de Frégier para transformar la cénica en una circun-
ferencia mediante una homologia.

El punto F4 de Frégier relativo al punto A de la cénica, es aquel donde se cortan todas las
cuerdas que se ven bajo un angulo recto desde A. Dos de estas cuerdas lo determinan:

La perpendicular por (0, 1) a la cuerda determinada por los puntos (0,1) y (0, —4) es la cuerda
que une los puntos (0,1) y (3,1) de la cénica, asi una de las cuerdas que se ven bajo un dngulo
recto desde A es la une los puntos (0, —4) y (3,1), que tiene por ecuacién

—ox + 3y + 12 =0.

La perpendicular a la tangente en (0,1) determina otra cuerda que se ve bajo un dngulo recto
desde A; su ecuacién es
or + 3y —3 = 0.

El punto de Frégier relativo a A es el de interseccion de estas rectas, o sea, F4(3/2,—3/2).
Utilizaremos el siguiente resultado:

”Sea A un punto de una conica. La transformada de esta conica en una homologia de centro A
es una circunferencia si y sélo si la recta limite (homotética del eje de homologia por una homotecia
ha1/2) es la polar del punto de Frégier asociado a A, con respecto a la conica”.

Polar del punto de Frégier (3/2,—3/2):

-8 -1 3 2 928
1 2 -2 3 | = 10 |, b5z-3y—14=0.
3 -2 2 -3 —6

El eje de la homologia de centro A(0, 1) es la recta homotética de esta polar en la homotecia
ha 2, de centro A y razén 2.

El homoélogo del punto de Frégier 'y es el centro de la circunferencia homologa de la coénica,
pues al conservarse la relacion polo y polar mediante una homologia, y como la polar de F4 es la
recta limite de la homologia, que se transforma en la recta del infinito, cuyo polo es el centro de
la circunferencia. éste se determina trazando la recta que une F'4 con el punto I de interseccién
de la recta limite con la perpendicular a ella por A. La recta F4l corta al eje en un punto; la
perpendicular por este punto al eje corta a AF'4 en el centro buscado. La tangente a la cénica, por
pasar por el centro de la homologia A, queda invariante, por tanto, tal circunferencia es tangente
a la conica en A.

Justificaremos ahora que la circunferencia osculatriz en A a la cénica es la simétrica de la
circunferencia homologa respecto a la simetria de centro A:

La recta d paralela al eje de homologia por A corta a la cénica en otro punto B. El punto B’
homologo de B es el simétrico de B respecto a A, luego la circunferencia simétrica, respecto a A,
de la obtenida, pasa por B. Esta circunferencia es la circunferencia osculatriz en A a la cénica,
pues ella pertenece al haz de conica osculatrices determinado por la cénica dada y por la cénica
degenerada en el producto de la tangente t en y la recta d. También, podemos justificar que se
trata de la circunferencia osculatriz, observando que los tinicos puntos comunes con la cénica son
Ay B’, luego circunferencia y cénica tienen tres puntos comunes confundidos en A.
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