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1 Introduccion

Comenzamos, después de adoptar unas notaciones y recordar algunas propiedades relativas a
triangulos, dando el concepto de coordenadas baricéntricas en el plano, a fin de utilizarlas para
hacer un estudio analitico de la geometria del tridngulo, que nos permitird obtener demostraciones
(no necesariamente las més directas o sencillas) de algunas de las numerosas y ricas propiedades
de las que goza esta simple figura geométrica. Con este tratamiento se logra obtener resultados,
sin necesidad de conocer de antemano ciertas propiedades del triangulo, salvo acaso algunas, tales
como que la suma de sus angulo es dos rectos, que el area es la mitad del producto de un lado por
la altura correspondiente, los teoremas del seno y coseno, etc.... Este procedimiento puede ser,
en ciertos casos, engorroso y tal vez geométricamente prosaico, carente de la elegancia e ingenio
propios de la geometria sintética; pero, por el contrario (sin entrar en la controversia entre geometria
analitica o sintética: ambas son igualmente validas), goza de la ventaja de saber como empezar y
proceder en la resolucién de unos problemas determinados.

Dado que a lo largo de esta exposicién se van intercalando ejemplos relativos a los conceptos
introducidos, es necesario indicar que existen ciertos parrafos prioritarios para el estudio de la
geometria plana en coordenadas baricéntricas hecho aqui. Entre ellos cabe resenar los siguientes:

§ 3.1 Definicién de coordenadas baricéntricas (pag. 3)

§ 5 Dividir un segmento. Ecuaciéon de la recta (pdg. 7)

§ 6.1 Medianas, bisectrices y alturas (pag. 9)

§ 11.1 Producto escalar. Distancia entre puntos (pag. 28), § 11.3 (pag. 29)

§ 12.1 Perpendicularidad (pag. 30), § 12.2 (pag. 31), § 12.4 (pag. 33)

§ 13.1 Giro de rectas (pdg. 47) § 13.3 (pdg. 49)

§ 19.1 Ecuacion de la circunferencia. Centro y radio (pag. 107), § 19.2 (pag. 108).

Aprovechando que un sistema de coordenadas baricéntricas es un caso particular de referencia
proyectiva (§8), utilizamos las herramientas de geometria proyectiva para enfocar ciertos problemas,
fundamentalmente en el estudio de cénicas. La expresién del producto escalar (11.35), en términos
de coordenadas baricéntricas, nos permitira afrontar problemas de perpendicularidad, de giro de
rectas y de circunferencias.
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Las coordenadas baricéntricas fueron introducidas por A.F. Mobius [14] en 1827, como una
respuesta a la cuestién sobre qué masas se deben colocar en los vértices de un triangulo para que
un punto dado sea el centro de gravedad de estas masas y han sido una herramienta muy utilizada
en el siglo XIX y comienzos del XX para obtener resultados sobre geometria del triangulo, y en
la actualidad los lectores de la revista Forum Geometricorum) y de Crux Mathematicorum o los
miembros del grupo Hyacinthos(?)conocen y emplean con asiduidad en sus investigaciones sobre
puntos notables del triangulo.

2 Notaciones y algunas férmulas

P
2.1 Dado en el plano un triangulo ABC, se designa, como es habitual, por a,b y ¢ las longitudes

de los lados opuestos a los vértices A, B y C, respectivamente; por las mismas letras A, By C, se
denotan los dngulos en los vértices correspondientes; por s = (a + b + ¢)/2 el semiperimetro; por
S el doble del drea A; y, usando la notacién (Conway),

Sp = S cotag, (2.1)
se tiene, en particular, que
B2 42 _ g2 2 2 _p2 2 B2 _ 2
SA:%’ 532%, SCZHTC, (2.2)

pues, por el teorema del coseno, y usando S = bcsen A = casen B = absen C,
a® = b? + c? — 2bccos A = b + ¢® — 2bcsen A cotag A = b% 4 ¢ — 25 cotag A.
Algunas relaciones, como las siguientes, son utiles para simplificar férmulas:

CL2ISB—|-Sc, bQZSc—i-SA, CQZSA—FSB, SQZSASB—FSBSC—FS(/*SA. (2.3)

Las tres primeras son inmediatas y para la ultima, se usa que sen(A+ B+ C) = sen 180° = 0.
Desarrollando sen(A + B + C') y dividiendo por sen A sen Bsen C, se obtiene que

cotag A cotag B + cotag B cotag C' + cotag C' cotag A — 1 =0,

de donde se deduce la ultima férmula.

2.2 Ahora, combinando las férmulas (2.3), se llega, sin dificultad, a estas otras relaciones:

SA =bccosA, Sp=cacosB, Sc = abcosC.

a?b? =52+ 5%, Vc?=S52+5%, Pa?=5%+5%.
Sa—Sp=(b+a)b—a), Sp—Sc=(c+b)(c—>b), Sc—5Sa=(a+c)la—c).
Saj2=8Sa+bc=2s(s—a), Sp/o = Sp +ca=2s(s—0b), Sc/2 = Sc +ab = 2s(s —c).

Saja=Sas2+/26cSass = Sa+bc+ \/2bcs(Sa +bc), Spra=--+, Scpa=- (2.4)
ab—Sc=2(s—a)(s—b), bc—Sa=2(s—b)(s—c), ca—Sp=2(s—c)(s—a).
cSc—aSs=2s(b—s)(c—a), aSa—bSp=2s(c — s)(a —b), bSp—cSc=2s(a — s)(b — c).

S? =a%S4 + SpSc = b2Sp + ScSa = 2S¢ + SaS5.
Ssen(d + ) = (Sp + S,) senfsen g, 52 cos( + ¢) = (SpS, — S?) senfsen .

(1) http://forumgeom.fau.edu/index.html
(2) http://tech.groups.yahoo.com/group/Hyacinthos/
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Otras identidades de interés, que nos permiten expresar los resultados obtenidos en funcién de
otras magnitudes relacionadas con ABC', son:

(2.5)

= = y Ta

senA  senB  senC'’ T 28’ S :b+c—a7

op - _° b c R abe \/(s—a)(s—b)(s—c) S

gzrszMs—a)(s—b)(s—c):i¢(a+b+c>(—a+b+c>(a—b+c)(a+b—c), (2.6)

1 1 1 1
reg+1ry+7.=4R+ 7, —=—4+ =4 -, (2.7)
rooTre Ty Te
b)(b
ab+ b+ ca = r? + s* +4Rr, (a+0)( +C)(C+a):r2+32—2RT, (2.8)
a+b+c

2 42 2
%282_r2_4Rr:Sw:SCOtagW, a3+b3+c3:28(32—67“R—37“3)7 (2 9)

a* + bt + ¢t = 25%(—2 + cosec? w), a?b? + b2 c? + ca® = S? cosec? w.

Donde R,r,r,,m, 7. SOn, respectivamente, los radios de las circunferencias circunscrita, inscrita y
exinscritas, y w es el dngulo de Brocard (14.61). La primera de (2.5) es el teorema del seno y la
(2.6) es la férmula de Heron. Algunas de estas expresiones son faciles de obtener; sin embargo,
para deducir otras se necesita cierta destreza para manipular otras ya obtenidas; a lo largo de esta
exposicion se obtienen algunas de ellas, mediante calculos analiticos. Por ejemplo, la primera de
las (2.8), surge de:

r?s = (s—a)(s—b)(s—c) = 57— (a+b+c)s*+(ab+bc+ca)s—abe = s° — 25+ (ab+bc+ca)s—4Rrs,

ab + bc + ca = r? + s® + 4Rr.

3 Definicion de coordenadas baricéntricas

—
3.1 Tomando un punto como origen, para todo punto P del plano del tridngulo ABC, se denota
— . - = =
por p el vector con extremo en este punto y, para dos puntos P y @, se tiene que PQ=q— p.
—

—
Como {A; AB, AC'} forman una referencia afin, existen unos tnicos escalares y, z € IR, tal que

— = — —
AP=yAB 12 AC 6 p—a=y(b— a)+z(c— a).

Poniendo x =1 — y — z, se tiene

— — - —
p=za+yb+zc, r+y+z=1 (3.10)
Los escalares x,y, z, asi obtenidos, estan univocamanete determinados por el punto P y el
tridngulo ABC. Se dice que x,y, z son las coordenadas baricéntricas (absolutas) de P, respecto a
ABC'y se pone P(z,y,z). Obviamente, las coordenadas de los vértices son A(1,0,0),B(0,1,0) y
C'(0,0,1). Y se suele poner:
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P=xA+yB+zC.

P N
Diremos que ABC es el tridngulo de referencia para las coordenadas baricéntricas.

— —
De la expresion del vector posicion S) de un punto P, respecto a la referencia afin {A; AB, AC'},
— — — — = — — —  — —
AP=1y AB +=z AC’ se sigue que AB + BP=1y AB +Z(AB + BC’) es decir BP= z BC +x BA

es la expresién de p respecto a la referen01a afin {B; BC BA} De 1gual forma se obtiene que
— =
CP=x CA +y CB es la expresién de p respecto a la referencia afin {C; C’A C’B}

Cualquier terna w,wv,w proporcional a las coordenadas baricéntricas absolutas x,y,z de un
punto P, se dice que son las coordenadas baricéntricas homogéneas de P, con respecto al triangulo
ABC, y se escribe P(u : v : w). Cuando aparezca la igualdad (z:y: z) = (2’ : ¢/ : 2’) se entiende
que estas ternas son iguales, salvo una constante de proporcionalidad.

De hecho P(x : y : z) es el baricentro de los puntos A, B,C afectados de las masas z,y, 2
respectivamente. Para localizar la posicién del punto P(mj : mgy : m3) de equilibrio entre los
vértices A, By C afectados de las respectivas masas mq, ma y ms, se localiza () el punto P, de
equilibrio entre los vértices B y C' con masas ms y ms, que debera verificar (?) BP, /P,C = ms/ma.
Ahora, nos queda localizar el punto de equilibrio P entre A y P, con masas my y ms + ms; es
decir, AP/PP, = (mg + mg)/m1. O sea, se trata de construir el punto P, que divide a BC' en la
razén mgs/mg y, luego, el punto P que divide AP, en la razén (ms + mgs)/my. El punto P es tal

— ™Mo — ms —
que AP= AB + AC.

mi1 + mo + ms mi + mo + ms
En particular, el baricentro del triangulo, punto de equilibrio cuando los vértices estan afectados

de las mismas masas, es el punto G(1/3,1/3,1/3).

B

Reciprocamente, si se quiere encontrar las coordenadas baricéntricas () de un punto P, se
—

determinan sus coordenadas afines (y,z), respecto a la referencia {A; AB, AC}, es decir, y =
APy /ABy z = AP, /AC, siendo Py y P, las proyecciones sobre AB y AC, paralelas a AC'y AB,
—

respectivamente; el signo de AP; y AP, dependen de su orientacion respecto a los vectores AB y

(1) No siempre posible con regla y compés.

(2) En cualquier maquina simple se cumple la ley de la palanca, que dice: ”El producto de la potencia por su
brazo es igual al de la resistencia por el suyo”.

(3) En el applet CabriJava, disponible en http://webpages.ull.es/users/amontes/cabri/geoba02.htm, se visualizan
las coordenadas de un punto del plano del tridngulo ABC. En la pdg. 20 se proporciona otro applet que determina
las coordenadas de un punto y ubica un punto con coordenadas dadas.
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3 Definiciéon de coordenadas baricéntricas Pég. 5/143

e N -
AC. Siseponex =1—y—z, (z,y, z) son las coordenadas baricéntricas de P. Poniendo u = x AP,
— - = P - = = =
v =y BPy w=2zCP, se tiene que u+ v+ w = 0.
N

Las rectas que contienen los lados del tridangulo ABC, delimitan siete regiones el plano y los
signos de las componentes de las coordenadas de un punto, en cada una de ellas, vienen indicados
en el diagrama de la figura.

3.2 Como ejemplo de la relaciéon entre coordenadas afines y baricéntricas, vamos a determinar

el punto de paralelas iguales; es decir, el punto P para el cual las tres paralelas, trazadas por él a

los lados del triangulo de referencia, determinan sobre los lados, segmentos de igual longitud.
Sean (z,vy, z) las coordenadas baricéntricas absolutas de un punto P; esto quiere decir que

e T —  — — — = =
AP=y AB + z AC, BP=2z BC +x BA, CP=xCA+yCB.

Con lo que
PB, =y, =cy, PA,=ux,=cz, BoAy =y, +xp, =cly+x) =c(l —2),
PCy=2z,=az, PB.=y.=ay, CyBe =2z +ye=alz+y) =a(l —z),
PA.=xz.=bx, PC,=z,=Dbz, ACy =2+ 24 = bz + 2) = b(1 —y).

(Applet CabriJava)

C

Para que las longitudes de estos segmentos sean iguales se ha de satisfacer:
a(l—z)=b(1-y)=c(1-2), r+y+z=1.

Resolviendo este sistema se llega a que las coordenadas baricéntricas absolutas y homogéneas del
punto de paralelas iguales P; son, respectivamente (!
n 1 1
b ¢)’

(1) El punto de paralelas iguales figura en ETC (ver §10) como el Xj92. En la pédgina 61 se relaciona este punto
con los brocardianos del incentro.

1,11
b ¢ a

P‘(—bc+ca+ab be — ca + ab bc+ca—ab> ( 1 1 1 1
[ P 7 b -

bec+ ca+ab ' be+ ca+ ab’ be + ca + ab _5+_+E:a
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Las longitudes de cada uno de estos segmentos de paralelas es

—be + ca + ab 2abc 1 1 1
a( bc+ca+ab) bc + ca + ab /(a+b+c>

4 El problema de los tres vasos

Una curiosa aplicacién () de las coordenadas baricéntricas es la resolucién del problema de los
tres vasos que en una de sus formas mas sencillas se puede enunciar asi:

Dados tres vasos A, B,C' de capacidades 8, 5 y 3 litros, respectivamente, de los cuales el
primero esta lleno de agua y los otros dos vacios. Se trata de dividir el agua en dos partes
iguales vertiendo desde un vaso a los demas, sin utilizar ningtiin dispositivo de medicién y sin,
claro estd, desperdiciar ni una gota.

Las ternas (z : y : z) formadas por nimeros enteros no negativos cuya suma es constante d,
pueden ser representadas por los nodos (en el interior de un tridngulo ABC') de la malla formada
dividiendo cada lado en d partes iguales y trazando paralelas a los lados por cada uno de los puntos
de divisién. Poniéndonos en el caso particular del problema propuesto, es decir, z + y + z = 8, se
tiene el mallado de la figura siguiente:

(008)0

(107 017

2 0 6) (0 2 6)

(3 05 (0 3 5)
12 5)
(4 0 4) (0 4 4)
4173 14 3
G 0 3) \(«« ) 323 \Vv) 0 5 3)
60 2) > 06 2)

\/ (15 2
(70 1) 071
A yAV AV A" B

(8 0 0) (71 0) 620 (530 (44 0) (3 5 0) (2 6 0) (1 70 (0 8 0)

Las coordenadas de los vértices son A(8 : 0 : 0),B(0: 8 :0),C(0: 0 : 8) y, por ejemplo, el
punto marcado por un pequeno cuadrado tiene de coordenadas (1 : 2 : 5); dada la capacidad de los
vasos, la situacion expresada por las coordenadas de este punto no puede presentarse; de hecho,
los inicos puntos que podrian representar una distribucién de agua en los vasos son los que estan
en el borde o interior del paralelogramo marcado; el vértice A(8 : 0 : 0) corresponde a la situacién
inicial.

Verter agua de un vaso a otro significa moverse de un nodo a otro a lo largo de una de las
lineas de la malla (la cantidad de agua en el vaso restante no cambia). La tnica forma de medir
una cantidad exacta es o bien llenando o vaciando completamente uno de los vasos; es decir, cada
terna ha de tener un 0, 6 un 8 en la primera, 6 un 5 en la segunda, 6 un 3 en la tercera. Por tanto,
s6lo nos podemos mover sobre el borde del paralelogramo marcado.

(1) Alex Bogolmony, http://www.cut-the-knot.org/triangle/glasses.shtml
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Inicialmente, el primer vaso estd lleno, con lo que partimos del vértice A(8 : 0 : 0); desde
éste sélo son posibles dos movimientos: a lo largo de la linea para la que z = 0, hasta el nodo
(3:5:0), 0 alolargo del lado con y = 0, hasta el nodo (5: 0 : 3). Resolver el problema es similar
a jugar al billar sobre un tablero triangular. Existen exactamente tres nodos (marcados con un
circulo, sobre los lados del paralelogramo) cuyas coordenadas contienen al menos un 4, que son:
(4:4:0),(4:1:3),(1:4:3). El problema sera resuelto cuando la bola llegue a uno de estos tres
puntos. En la figura se muestra un posible recorrido:

(8:0:0) > (3:5:0)—(3:2:3) >(6:2:0) > (6:0:2) - (1:5:2) = (1:4:3).

Es decir: primeramente, se llena el segundo vaso desde el primero; se llena el tercero desde el
segundo; se vacia el tercero en el primero; se vacia el segundo en el tercero; se llena el segundo
desde el primero; y, finalmente, se llena el tercero desde el segundo.

5 Dividir un segmento. Ecuacién de la recta

5.1 Si un punto P divide al segmento, determinado por dos puntos distintos P;(z;,y;, 2i),
. , L - = — —

i = 1,2, en la razén p (es decir, si P,P/PP, = p), entonces p— p1 = p(p2— p), vy de
—

- — -
pi=x;, a+ y; b+ z c (i =1,2), se obtiene

-
p:

— - —
(1 4+ pr2) a+ (y1+py2) b+ (21 +p22) c.

(1+p)

Con lo que las coordenadas baricéntricas absolutas y homogéneas del punto P, que divide al
segmento P P, en la razén p, son

(331 + pxro Y1+ pYy2 z1 + pze

, , , 1+ pxr2 Yy + 1 z21 + pze).
1+p 1+p 1+p> (1 pT2 1 Y1 Py21P2)

En particular, los puntos medios de los lados BC,C'A y AB, se obtienen para p = 1,

My(0:1:1),  My(1:0:1), M, (1:1:0), (5.11)

Si los puntos P;(x; : y; : 2;), i = 1,2, vienen dados en coordenadas baricéntricas homogéneas,
tales que x1 +y1 + 21 = T2 + Y2 + 22, el punto P que separa P, y P, en la razén m/n (PyP/PP; =
m/n = p) es

P(nxy + mzo : ny; + mys : nzy + mza). (5.12)
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Cuando m = —n (6 p = —1), se obtiene

P(xy —x9:y1 — Y2 1 21 — 22), (5.13)

que es el punto del infinito de la recta P, P>, siempre que se verifique x1 + y1 + 21 = T2 + Y2 + 2o.
En este caso, la suma de las coordenadas de P es igual a cero y no tiene coordenadas baricéntricas
absolutas. Como P; # P,, un punto del infinito no puede ser de la forma (0 : 0 : 0). En particular,
los puntos del infinito de los lados BC,CA y AB, del triangulo de referencia, son

(0:1:-1), (=1:0:1), (1:-1:0). (5.14)

Si queremos obtener el punto P’ simétrico de P respecto a @, utilizamos que PP'/P'Q =2/—1,
conloquesi P(x:y:2)y Q(xo: yo: 20), las coordenadas de P'(z’ : y' : 2’) son

¥ = 2(x+y+2)re— (To+ Yo+ 20)T
y' = 2(z+y+2)yo — (To +yo + 20)y (5.15)
2= 2@ +y+2)z0— (w0 +yo + 20)2-

—> _>
Ecuaciones de una homotecia de centro en P(u :v: w) y razén k (PX'=k PX):

Las coordenadas del homélogo X'(z’ : ¢/ : 2’) de un punto X (x : y : z), mediante la homotecia
de centro en P(u : v : w) y razén k, X'P/PX = —k/1, se obtienen resolviendo, en las variables
x',y’, 2, las ecuaciones

(x+y+2)2 v :2")—k(@+y +2)x:y:2)=tu:v:w),

con lo que las ecuaciones de la homotecia son:

x’ ut+kv+kw  (1-ku (1—Fk)u x
y | = (1—-Fk)wv ku+ v+ kw (1—-Fk)wv Yy (5.16)
2z (1-kw (1-kw ku+kv+w z

O bien de esta forma:
¥ =kr(u+v+w)+ (1 —Fkulz+y+=2)
v =kylu+v+w)+ 1 —-kv(z+y+2) (5.17)
Z=kz(u+v+w)+ (1 —kwlx+y+z).
5.2 Si en la expresién (5.12) de las coordenadas del punto P, que divide al segmento P; P, en

la razén m/n, se varfan los valores de m y n, P recorre los puntos de la recta P; P, cuya ecuacién
se obtiene eliminando m y n entre las ecuaciones

kx = nxy + mao, ky = ny1 + mys, kz =nz + mzo,

resultando como ecuacién de la recta P, Ps:

px+qy+rz=0, (5.18)
donde,
| Y Y2 2 T a2
b= 21 22 | 1= ry x2 | "= y1 Y2 |’
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son los coeficientes o coordenadas baricéntricas (p : ¢ : r) de la recta. Con lo que se puede escribir
la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (V) P (r1:y1:21) y Pa(xe : Y2 @ 22) como

x Yy z
1, y1 21 | =0. (5.19)
T2 Y2 22

Un caso particular es la ecuacién (recta del infinito)

r+y+2z=0, (5.20)

que se satisface por los puntos del infinito. Asi, el punto del infinito de la recta pz + qy +rz =0 es

(g—r:r—p:p—q). (5.21)

Dos rectas son paralelas si tienen el mismo punto del infinito. Asi, la recta paralela a la de
ecuacion px + qy + rz = 0 y que pasa por Py(zo : yo : 20), tiene por ecuacién

X0 Yo

2=0. (5.22)
g—7 T-p

Zo Yo 20 =
q—7r r—p pP—4¢q

Yo 20 - ) Zo
r—p pP—4q p—q q—T

v+

6 Medianas, bisectrices y alturas

6.1 Como ejemplo de ecuaciones de rectas, se tiene que las de las medianas, que unen los vértices
con los puntos medios (5.11) de los lados opuestos, son

AM,: y—2z2=0, BM,: z—x2=0, CM.: z—y=0, (6.23)

las cuales se cortan en el baricentro Xo G(1:1: 1) del tridngulo ABC.

C

El incentro de ABC es el punto de interseccién de las bisectrices interiores. Para determinar sus
coordenadas, se puede usar el hecho de que cada bisectriz divide al lado opuesto en la razén de las
longitudes de los lados adyacentes (). Si V, es el punto de corte de la bisectriz en A con el lado BC,
se tiene que BV, /V,C = ¢/b. Luego, las coordenadas de V;, son b(0:1:0)+¢(0:0:1)=(0:b:¢).
Asi mismo, las bisectrices en B y C cortan a los lados opuestos en Vi(a : 0 : ¢) y Ve(a : b : 0),
respectivamente. Se concluye que las ecuaciones de las bisectrices interiores son

(1) Obsérvese que si bien hemos obtenido la ecuacién de la recta que pasa por dos puntos Py y P», exigiendo que
sus coordenadas verifiquen x1 + y1 + 21 = x2 + y2 + 22, ella es valida aunque la suma de las coordenadas de los
puntos dados no sea la misma. Pues, basta con tomar como coordenadas (z} : y} : z}) = (x; + y; + ;) (@ : yi : 2),
1 # 7 y la ecuacién que se obtiene es p'z + ¢'y + 7'z = (1 + y1 + 21)(z2 + y2 + y2)(pz + qy + rz) = 0.

(2) Posteriormente, pag. 50, utilizando la nocién de giro en coordenadas baricéntricas, se obtienen las coordenadas

del incentro, sin usar explicitamente el teorema de las bisectrices.
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AV,: —cy+bz=0, BVy: cx—az=0, AV.: —br+ay=0, (6.24)

que se cortan en el incentro I(a : b: c).

6.2 Dado un punto P, a la rectas que lo unen a los vértices de un triangulo, AP, BP y CP, se
les denomina tradicionalmente cevianas de P. Si P(x : y : z), los puntos de corte de sus cevianas
con los lados (pies de las cevianas) forman un tridngulo P, P, P., denominado tridngulo ceviano de
P, cuyos vértices (V) son:

P,(0:y:z), Py(z:0: 2), P.(x:y:0). (6.25)

Reciprocamente, si éstas son, respectivamente, las coordenadas de tres puntos D, E, F', entonces
las rectas AD, BE y C'F se cortan en el punto de coordenadas (z : y : z).
Al triangulo ceviano del baricentro M, MM, se le denomina tridngulo medial.

Una situacion mas general consiste en tomar tres puntos X, Y y Z cuyas coordenadas se escriben

en la forma
X(:y:2), Y(z:n:z2), Z(x:y:(),

entonces las rectas AX, BY y C'Z concurren en el punto P(x : ¥y : z) y se dice que los tridngulos
ABC y XY Z son perspectivos y al punto P se le llama centro de perspectividad.

Por el teorema de Desargues, los puntos BCNYZ, CANZX y ABN XY estan en una recta,
denominada eje de perspectividad. Las coordenadas baricéntricas (o coeficientes) (u : v : w) del eje,
en funcién de las coordenadas de X,Y y Z, son:

1 1 1
y—mnz—Q:(z—Qx—=&) :(x—&)(y—n :( : : )
(-mE=0: (-0 -0 @-Ow-m) = (=5 —
Ademss, si (a:v:w), (u:f:w)y (u:v:~) son las coordenadas de tres rectas, el tridngulo
determinado por ellas es perspectivo con ABC el eje de perspectividad es la recta (u: v : w) y el
centro de perspectividad es

(0= B)w =) s 0= fu =) (u=e)o = 3) = (2o sty i ot ).

U — U—B:w—’y

6.3 Como un primer uso de este hecho vamos a determinar las coordenadas del punto de
interseccién de las alturas (en los parrafos § 8 y § 12 tratamos de nuevo este punto). Sea H. el pie
de la altura desde el vértice C, entonces las proyecciones de los lados AC' y BC sobre la recta AB
son, respectivamente, AH. = bcos Ay H.B = acos B; por lo que, las coordenadas de H. son de
la forma (acos B : bcos A : 0), que podemos poner de cualquiera de las formas siguientes:

a b 1 1
: : = A: B:0)=(—:—": .
<cos A cosB 0) (tagA: tag B : 0) ( Sa Sp 0)

Procediendo de forma similar con las alturas desde los otros vértices, los pies de las tres alturas

SO1:
O . 1 . 1 1 . 0 . 1 1 . 1 . O
S Sc)’ Sa~ " Sc)’ Sa S )

Con lo que las tres alturas concurren el punto denominado ortocentro de coordenadas

1 1 1 1 1 1
Hl—:—:— ) = : : = (tagA:tagB: t .
(SA Sp Sc) (b2+c2—a2 < +a?— b2 a2+b2—c2) (tag A : tag B : tag C)

(1) Para la notacién P,, Py, P. de los pies de las cevianas del punto P, haremos una excepcién en los casos del
baricentro G y del incentro I, que denotamos por Mg, My, M. y Va, Vp, Ve, respectivamente; reservando la notacién
Ig, Iy, I. para los centros (12.51) de las circunferencias exinscritas.

Geometria con coordenadas baricéntricas Angel Montesdeoca



7 Interpretacion de las coordenadas baricéntricas mediante areas Pég. 11/143

7 Interpretacion de las coordenadas baricéntricas mediante
areas

7.1  Sise toma un punto P(z : y : z) sobre la recta determinada por los puntos P;(z; : y; : 2;),
1 = 1,2, para encontrar la razén en que P divide al segmento P;P», se ha de resolver, en las
variables k,m y n, las ecuaciones siguientes:

kx = n(za+y2 + 22)x1 + m(x1 +y1 + 21) 2,
ky = n(ze+y2+ 22)y1 + m(z1 + y1 + 21)y2,
kz = n(ze+ys+ 22)21 + m(z1 +y1 + 21)20,

las cuales tienen solucién, pues al estar P, P; y P, alineados, se anula el determinante (5.19)

formado por sus coeficientes.

PP
El valor m_ 1—, que se obtiene, es |la razén en que P divide a P Ps:
n PP2

m  (xy—zy1)(x2+y2 +22) (1z —yz1)(@2+y2 +22) (212 —221) (T2 + Y2 + 22)

n (my—ay) (@ +21) ez —yz) (@ + i +21) (w22 — xz0) (w1 + 1 + z1)(' |
7.26

Como aplicacion de estos calculos, se obtiene que

Las coordenadas baricéntricas de un punto P(z : y : z) son proporcionales a las areas
orientadas de los triangulos que él forma con cada par de vértices del triangulo de referencia.

En efecto, sea P,(0: y : z) el punto de corte de la recta AP con BC' (pie de la ceviana AP), se
tienen las siguientes razones entre areas de triangulos:

dreaABP, AP, P,A x+y+z areaABP, BP,  P,B =z
dreaABP AP AP y+2z '’ dreaABC ~ BC ~ BC y+2z
pues tienen la misma altura relativa al vértice B, unos, y al vértice A, los otros. Se sigue que
, T y _|_ z , Py z , T
dreaABP = dreaABP, = ———4reaABC.
r+y+z rT+y+z

P —
Obteniéndose andlogos resultados para las dreas de los tridngulos BCP y C AP, con lo que se
tienen los siguientes expresiones para las dreas (A = dreaABC)):

C T yA
areaABP = ————
rT+y+z
T
areaBCP = ——
rT+y+z
Ca dreaCAP = — 2 A

rT+y+z
T T P P
A B areaABC = areaBCP + areaCAP + areaABP.

(x:y:z) = (dreaBCP : areaCAP : dreaABP). (7.27)

Debido a este hecho es por lo que a las coordenadas baricéntricas también se conocen como
coordenadas areales. Se entiende que el drea de un tridngulo XY Z es cero si X, Y, Z estan alineados,
positiva si la orientacion de los vértices es en el sentido contrario a las agujas de un reloj y negativa
en otro caso.
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7.2 Area de un tridngulo: Respecto a un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, los
vértices del tridngulo de referencia vienen dados por A(ay,as), B(b1,b2),C(c1,c2) v su area es:

1@ boa
5 as b2 Co
1 1 1

Vamos a determinar la expresion del area de una tridngulo de vértices D,F y F' de coordenadas
cartesianas (dy,dz), (e1,e2), (f1, f2), respectivamente, y con coordenadas baricéntricas absolutas

D(z1,y1,21), E(x2,y2, 22), F(x3,y3, 23).
Es decir, por (3.10),

—>—>—>—>—>—>—>—>—f>
e —

— - —
d=z; a+y1 b+2 c, T2 a+y2 b+2 c, =x3 a+ys b+2z3 c,

con x1+y1+ 21 =To+ys + 29 = x3 +y3 + 23 = 1. Estas expresiones vectoriales se pueden poner
en forma matricial como sigue

d1 €1 f1 a1 b1 C1 I Tro X3
dy e fo | =1 a2z b2 c2 Y Y2 Y3
1 1 1 1 1 1 Z1 z9 z3

T
Tomando determinante, resulta la férmula del drea_de DEF en términos de las coordenadas

baricéntricas absolutas de sus vértices y del area de ABC:"

Ty T2 T3

P P
areaDEF = areaABC' | y1 Y2 Y3
1 22 Z3

Ejemplos:

Pt
En un tridngulo ABC' se traza el segmento que va desde A al punto A’ que divide a BC en

tres partes iguales (més cerca de B); andlogamente, se trazan ciclicamente los segmentos BB’
y CC'. Estos tres segmentos se cortan en tres puntos X,Y, Z, entonces se verifica la siguiente

relacién entre areas:
TareaXY Z = dreaABC.
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Se tiene que A'(0 : 2 : 1),B/(1 :0:2)y C'(2:1:0). Las coordenadas de Z(1 : 4 : 2)
se pueden obtener resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de las rectas AA" y BB/,
y — 2z =0,2x — z = 0. Similarmente, llegamos a que X(2:1:4) e Y (4:2:1). Asi,

P 2

dreaXY”Z = ﬁéreaABC 4 2 = ?éreaABC’.
1 4

DN o~

[l

Si P(u : v_: w) es un punto en el plano del tridngulo ABC, el area de su tridngulo pedal
(12.48) ApBpCp, de vértices Ap(0 : a?v +uSc : a®>w +uSg), Bp(b*u+vSc : 0 : b>w +vS4),
Cp(c?u+wSp : v +wSy : 0), es

—_ S3(a?vw + b*wu + cPuw)
ireaApBpCp =
areaspbrtp 202022 (u+v 4+ w)?

El producto de las sumas de las coordenadas de los vértices del triangulo pedal de P es
a’*b?c*(u+v+w)? y el determinante formado por ellas vale S?(a?vw + b*wu + c*uv)(u+v+w); por
lo que el drea es la anunciada. Obsérvese que si P estd en la circunferencia circunscrita (19.69),
a’yz + b?zx + axy = 0, el 4rea es cero: los vértices del tridngulo pedal de P estan alineados, en
la recta de Simson—Wallace de P.

Usando la expresién de la potencia (19.70) de un punto respecto a una circunferencia y las
S = besen A = casen B = absen C, esta férmula (1) del drea de tridngulo pedal de P, también se
puede poner de la forma:

—  (R*- PO?)

areaApBpCp = sen A sen Bsen C,
T
donde R es el radio de la circunferencia circunscrita a ABC y O es si centro (R? — PO? es la
potencia de P respecto a la circunferencia circunscrita). (o

En particular, el area del tridngulo de contacto interior (tridngulo pedal del incentro I(a : b : ¢))
es, utilizando las féormulas (2.5) y (2.6) para los radios R y r de las circunferencias circunscritas e
inscritas,

— r T
areaArB;Cr = ﬁéreaABC.

De la expresion del drea del tridangulo pedal de un punto P, se deduce que ésta es constante
igual k, si el punto P estd en la circunferencia (§19.1) de centro en O (el de la circunferencia
circunscrita), de ecuacién:

S3(a*yz + b*zx + Cay) — 2ka*b? (v +y + 2)? = 0.

Este resultado se puede considerar como una generalizaciéon del Teorema de Simson-Wallace
(una generalizacién proyectiva en http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2315.pdf):

”La condicién necesaria y suficiente para que los pies de las perpendiculares trazadas desde
un punto a los lados de un tridngulo estén alineados es que dicho punto esté en la circunferencia
circunscrita al triangulo”.

(1) Una demostracién sintética se puede ver en:
http://www.math.uoc.gr/~pamfilos/eGallery /problems/AreaOfPedal.html

Geometria con coordenadas baricéntricas Angel Montesdeoca


http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2315.pdf
http://www.math.uoc.gr/~pamfilos/eGallery/problems/AreaOfPedal.html

Pég. 14/143 8 Coordenadas baricéntricas y referencia proyectiva

7.3 Podemos dar la siguiente interpretacion de las coordenadas baricéntricas de una recta
(pag.8); se tiene que “las coordenadas baricéntricas de una recta d(u : v : w) son proporciona-
les a las distancias orientadas de los vértices del triangulo de referencia a la recta”.

En efecto, los puntos de corte de la recta d = ux + vy + wz = 0 con los lados del tridngulo son
A0 : —w :v), B'(w:0: —u), C'(—v:u:0).
Luego, se tienen las siguientes relaciones!)

AC’ AC BA’ BA’

v
BC'~ C'B v’ CA ~—  AC  w AB' ~ B'A

T T — PN — T
Y por la semejanza de los tridngulos C'AD, ~ C'BDy,, A’BD, ~ A’CD,., B'CD. ~ B'AD,,
resulta que

U CB’ CB  w
v u’

u oo v v w W ) u v W
—=— ==, — = —, o bien —=—=—.
v v w o w U u’ U v w

En definitiva, las distancias u/,v",w’ de los vértices A, B,C a una recta, dan las coordenadas
baricéntricas de ésta; entendiendo que el signo de cada una de estas distancias hay que tomarlo
positivo o negativo, segiin que los puntos de corte A’, B’,C’ con los lados estén dentro o fuera
(respectivamente) de los segmentos BC,C A, AB. Por ejemplo, para la recta de la figura los signos
de sus coordenadas son ( + + — ).

8 Coordenadas baricéntricas y referencia proyectiva

8.1 En este parrafo, veremos como las coordenadas baricéntricas son las coordenadas ho-
mogéneas, relativas a la referencia proyectiva {A, B, C'; G}. Como ejemplos de esta visién, obten-
dremos algunos resultados que posteriormente seran deducido de nuevo, desde otro punto de vista.
Por ejemplo, deduciremos las ecuaciones de las alturas, de las bisectrices, de las mediatrices y de
la ecuacion de la circunferencia circunscrita a un tridngulo ABC. De hecho, toda la geometria
euclidiana se puede construir con esta referencia proyectiva. En el parrafo § 9.2 se da un mismo
enfoque para las coordenadas trilineales.

Dado un tridngulo ABC, consideremos la referencia afin euclidea {A; e, e2}, formada por el
— T —

vértice A y los vectores unitarios e; y ey con origen en A y sentido el de AB y AC, respectiva-

mente. En esta referencia, las coordenadas de los vértices y del baricentro (o centro de gravedad)
de ABC son A(0,0), B(c,0), C(0,b) y G(c¢/3,b/3).

(1) De estas relaciones, surge el Teorema de Menelao:

AC'" BA' CB'

A’,B’,C’ estén alineados < . . =
C'B A'C B'A

—1.
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altura

mediatriz
simediana

bisectriz

ngd

B

En el plano proyectivo obtenido ampliando el plano afin con la recta del infinito y respecto
a la referencia proyectiva R, = {4, Boo, Coo; Uy} (el vértice A, los puntos del infinito de los ejes
coordenados AB y AC'y el punto unidad U,(1, 1)), se tiene que

A(1,0,0), B(1,¢,0), C(1,0,b), G(3,¢,b).

Tomando estos puntos como una nueva referencia proyectiva R = {4, B,C; G}, con punto
unidad en G, se tienen las expresiones de cambio de coordenadas (Z,y,2) y (¥,y, z) de un punto
respecto a las referencias R, y R:

T 1 1 1 T
Al vy =10 ¢ O Y
z 0 0 b z
O bien,
AT = z+y+z pr = bexr —by —cz
Ny =y py = by (8.28)
Az = bz uz = cz

Las coordenadas de los vértices y del baricentro de ABC' en la referencia R se pueden deducir
de sus coordenadas respecto a R, usando las segundas relaciones de (8.28); y son las que realmente
deben ser, por determinar tal referencia, es decir

A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1), G(1,1,1).

Las coordenadas homogéneas en la referencia proyectiva {4, B,C;G} son las coordenadas
baricéntricas respecto a ABC.

8.2 Haciendo uso de los cambios de coordenadas (8.28), podemos obtener las expresiones en
coordenadas baricéntricas, si se conocen sus expresiones respecto a la referencia R,. Aunque no
va a ser el camino que seguiremos en este estudio, a modo de ejemplos vamos a ver unos casos
concretos:

Las coordenadas del punto medio M.(c/2,0) de AB en R, son M.(2, ¢, 0) y respecto a R son,
entonces, (2bc —bc : bc: 0) = (1:1:0). La recta del infinito del plano en R, es & = 0 y, por tanto,
x4+ y+ 2z =0, en coordenadas baricéntricas.

Como otro ejemplo podemos poner el de las ecuaciones de las mediatrices y alturas (que volvere-

mos a tratar en § 12.2) asi como las de las bisectrices, dadas ya en (6.24). Una recta perpendicular

— — s —
al lado AB tendra la direccion del vector v = v, €1+ vy €9, tal que 0 =e1- v = vy + v cos A;
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por lo que la mediatriz de AB (perpendicular en el punto medio M.(c/2,0)) tiene por ecuacién
paramétrica, en la referencia afin euclidea inicial, Y = ¢/2+tcos A, Z = —t, y en la referencia R,
cT — 2y — 2zZcos A = 0. De aqui, usando las primeras transformaciones de (8.28), se obtiene que,
en coordenadas baricéntricas, la ecuacion de la mediatriz es

clr+y—+2)—2cy —2bzcos A =0, 6 Ax — Py + (02 —2bccos A)z = 0.

Usando el teorema del coseno, se llega a la tltima de las ecuaciones siguientes (las dos primeras ()
son las de las mediatrices a los lados BC' 'y C'A):

(b — )z + a’*y — a2z =0, —b?z+ (* —a)y +b*2=0 r — Py + (a® —b*)z =0.

Similarmente, las ecuaciones paramétricas de la altura por C' son Y =tcos A, Z =b—t, y su
ecuacién cartesiana respecto a R, es —bcos AT + §j + cos AZ = 0. De la que se deduce la ecuacién
cy—(x+y)bcos A = 0, en coordenadas baricéntricas. Haciendo uso de nuevo del teorema de coseno
y procediendo de la misma forma para las otras alturas, se llega a que las ecuaciones baricéntricas
de las alturas son

AH,: Sy — Scz =0, BH,: —Sjx+ Scz=0, CH.: Spx— Spy=0.

Obtenidas estas ecuaciones de mediatrices y alturas, podemos hallar las ecuaciones de las
primeras conociendo las de las segundas y, viceversa, se pueden obtener las ecuaciones de las
alturas, conocidas las de las mediatrices. Por ejemplo, la ecuacion de la mediatriz del lado BC' es
la de la recta que pasa por M,(0: 1 : 1) y por el punto del infinito de la altura AH,, Spy—Scz = 0;
siendo las coordenadas de éste

1 1
Sp —Sc

El punto de concurrencia de las mediatrices es el circuncentro y el de las altura es el ortocen-
tro; las coordenadas baricéntricas, que se obtienen resolviendo los dos sistemas formados por las
ecuaciones de dichas rectas, se dan en la pagina 32.

I T B O R
| =S¢ 0| |0 Sp

) = (—(SC+SB) :Se SB> = (—CL2 :Sc - SB)

La bisectriz de BAC' tiene la direccion del vector v = v; e1 + v2 €4, que forma el mismo

angulo con e y eq; entonces, v1 = vg; por lo que la ecuacion de dicha bisectriz en la referencia

- = . C
{A;e1,e2} es Z =Y, y respecto a R, es § — Z = 0; con lo que su ecuacién baricéntrica es
cy — bz =0, dada en (6.24).

(1) Para obtener la ecuacién de la mediatriz al lado BC, podemos partir de la referencia afin euclidea {B; e1, ea},

pn . . — . . .
formada por el vértice B y los vectores unitarios e1 y ez con origen en By sentido el de BC'y BA, respectivamente.
En esta situacién el cambio de coordenadas entre la referencia proyectiva Ry = {B, Coo, Aco; Up }, deducida de ésta,
y las coordenadas baricéntricas, relativas a la referencia proyectiva R = {A, B, C; G}, son

AT = cx pr = az
Ay = z4+y+z wy = —aZ+acy—cz
AZ = az uz = cz

. , L — — — —
Una recta perpendicular al lado BC tendrd la direccién del vector v. = v; e1 +v2 e2, tal que 0 =e1- v

= v1 + vz cos B; por lo que la mediatriz de BC' (perpendicular en el punto medio M, (a/2,0)) tiene por ecuacién
paramétrica, en la referencia afin euclidea que hemos tomado aqui, Z = a/2 +tcos B, X = —t, y, en la referencia
Rp, —2Zcos B —ay + 2z = 0 = 0. Por lo que la ecuacién de la mediatriz a BC, en coordenadas baricéntricas, es

s

—2cxcosB—alx+y+z)+ 2az=0, 6 (—a2 —2accosB)w—a2y+a2,z:0.
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8.3 Por lo expuesto, podemos utilizar cualquier herramienta de geometria proyectiva para
obtener expresiones en coordenadas baricéntricas de objetos en el plano . Asi, por ejemplo, vamos
a determinar la ecuacién de la recta que une el vértice A con el punto de interseccién de las
tangentes en B y C' a su circunferencia circunscrita.

Ya que toda circunferencia pasa por los puntos ciclicos del plano, es decir, por aquellos pun-
tos impropios determinados por direcciones perpendiculares a si mismas, debemos expresar sus
coordenadas respecto a la referencia R,.

. — — . . — , =

La recta de vector director e, +m es es perpendicular a la de direccién de e; +m’ es siy

sélo si
, 14 2mcos A

T T 2cosA+m

Por lo que, una recta de direccién e + m e, es perpendicular a si misma cuando se verifique
que
m? +2mcos A+ 1 = 0.

Y, por tanto, los puntos ciclicos () son

(0,1, —cos A+ isen A).

Los coeficientes de la circunferencia fz? 4 gy? + hz? + 2pyz + 2qzx + 2rzy = 0 que pasa por
estos puntos y por A(1,0,0), B(1,¢,0) y C(1,0,b), han de satisfacer a las ecuaciones siguientes,
que resultan de la sustitucion de estos puntos:

f=0, cg+2r=0, bh+2¢9=0, g+ hcos2A—2pcosA=0, —hsen2A+ 2psenA =0.

Resolviendo este sistema, se obtiene que la matriz asociada a la ecuacion de la circunferencia
circunscrita es

0 c b
c -2 —2cos A
b —2cosA -2

Las polares de B y C' son
Az —cy+ (b—2ccos A)zZ = 0, b’z + (¢ — 2bcos A)jj — bz = 0.

El punto de interseccién de estas tangentes es A’(2cos A,b,c¢) y la ecuacién de la recta AA" es
cyj — bz = 0, que en coordenadas baricéntricas se expresa por A’(—a? : b% : c?) y ?y — b%2 = 0. Se
trata de la simediana (13.57) por A, simétrica de la mediana respecto a la bisectriz.

Procediendo de forma similar podemos obtener los puntos B’(a? : —b2 : ¢?) y C'(a? : b% : —c?),
de intersecciéon de las tangentes en C' y Ay de las tangentes en A y B, respectivamente, a la
circunferencia circunscrita. Al tridngulo A’B’C’ se le conoce como tridngulo tangencial.

Las ecuaciones c?x — a?z = 0 y b?z — a?y = 0 de las simedianas relativas a B y C se obtienen
de manera similar y el punto de interseccién de las tres simedianas es el simediano, Xg en ETC

(pagina 51), (a? : b? : ¢2).

La matriz asociada a la circunferencia circunscrita en coordenadas baricéntricas es:

(1) Usando las férmulas (8.28), estas coordenadas de los puntos ciclicos se transforman en las baricéntricas, dadas
en (19.72),
(Sc £1iS : —b? : S4 FiS).
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1 0 O 0 c b 1 1 1 0 2 b2
1 ¢ 0 c -2 —2cos A 0 ¢ O = 2 0 a
1 0 b b —2cosA -2 0 0 b 2 a®2 0

Con lo que la ecuacién de la circunferencia circunscrita (1) queda de la forma:
a’yz + b?zx + ay = 0.

8.4  Ahora vamos a determinar las coordenadas baricéntricas del punto del infinito de una recta
perpendicular a otra dada px + qy + rz = 0.

El punto del infinito de la recta pz + qy + 72 = 0 es (gq—7r:r—p:p—q); las expresién de
este punto en la referencia R, es (0,c(r — p),b(p — q)). Cualquier recta que tenga este punto del

infinito tiene como vector director, en la referencia {A4; e1, ea}, ¢(r —p) e1 +b(p —¢q) e2. Un

— — — . : :
vector v =v; €1 + v2 es perpendicular al anterior, debe verificar:

vie(r — p) + (vib(p — q) + vac(r — p)) cos A + vab(p — ) = 0.

Luego, una recta perpendicular a px + qy + rz = 0 tiene por vector director
(c(r —p)cos A+ b(p — q)) gl — (b(p — q) cos A + c(r — p)) E}Q.
El punto del infinito de una recta que tenga esta direccion es, entonces,
(0, c(r —p)cos A+ b(p —q),—(b(p — q) cos A+ c(r — p)))

Y sus coordenadas baricéntricas (en la referencia R, usando las segundas transformaciones
(8.28)) son:

(= blelr —p)cos A+ b(p— ) + e(b(p — q) cos A+ e(r — p)) ;
b(c(r — p)cos A+ b(p — q)) : —c(b(p — q) cos A + c(r — p))),
((r—p)(c2+bccosA)—<p—q)<b2+bccosA) L (r—p)becos A+ b2 (p—q) : (q—p)bccosA—cQ(r—p)),
(= )85 — (0= 0)Sc : (r = P)Sa + (Sa+50)(p — ) : (4 = P)Sa — (Sa+ Sp)(r =),

(=p)Ss— 0= 0)Sc: (p-a)Sc = (@=1)Sa: (a=1)Sa— (r=p)Su).  (829)

Estas coordenadas son también obtenidas en (12.43).

(1) En el péarrafo §19.1 vemos otras formas de llegar a su ecuacion.
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8.5 Utilizando las férmulas de cambio de referencias proyectivas podemos poner unos ejemplos
que relacionan las coordenadas baricéntricas de un punto respecto a triangulos distintos.

Si las coordenadas baricéntricas de un punto P, respecto a zﬁj son (z :y: z)y queremos
obtener su relacién con las coordenadas baricéntricas (z' : y' : 2’), respecto a otro tridngulo A'B'C",
del que se conocen las coordenadas baricéntricas de sus vértices respecto a ABC, debemos dar una
determinacién fija a éstos para que la suma de los tres sea el baricentro G’ de A’B’C’. Esto puede
lograrse haciendo que las sumas de las coordenadas de cada uno de ellos sean las mismas.

Asi, por ejemplo, si A’B’C” es el tridngulo ceviano de P(p: ¢ : r), ponemos

A/(O: q : ! ), B/( L 20 ! ), C'(L:L:O>.
qg+r q+r r+p r+p p+q p+gq

La relacién entre las coordenadas (x :y:z)y (z' 1y : 2) es:

0 p p /

z g TP pld x
— - /
y B q+r 0 ptq y/
s T
& g+r r+p 0 z

Con lo que las ecuaciones de cambios de coordenadas pueden escribirse en la forma:

z=p((p+a)qg+r)y +(g+7)(r+p)2) x' = (q+7)(—qrz +rpy + pqz)
y=q((r+p)(p+ '+ (qg+7)(r+p)?) y' = (r+p)(gre — rpy + pgz)
z=r((r+p)p+92" + @+ (g+7)Y) 2" = (p+q)(qgre +rpy — pgz)

P
Como caso particulares tenemos, si A’B’C” es el tridngulo medial:

:L‘/:—x—l—y—i—z, y/:x—y—l—z, z/:x—i—y—z.

Para el tridngulo pedal (12.48) de un punto P(u : v : w):

b%u + Scv c?u + Spw
0 2 2
. b2 (u+v+w) A(u+v+w) 2
Scu + a*v 0 c*v 4+ Saw ,
Z a?(u+v+w) (u+v+w) Z/
Spu + a’w Sav + b2w 0

a?(u+v+w) b*(utv+w)

En particular, para el tridngulo 6rtico (12.49), formado por los pies de las alturas:

x = GQSA(_SAx + Spy + ScZ), y/ = bQSB(SA.T — Spy + Scz), 7 = CQSc(SAx + Sy — Scz).

Para el tridngulo de contacto interior (12.50), pedal del incentro, con vértices en los puntos de
contacto de la circunferencia inscrita con los lados de ABC:"

alb+c—a)(—(b+c—a)z+ (c+a—by+ (a+b—c)z),
blc+a—-b)((b+c—a)zx—(c+a—by+ (a+b—c)z),
cla+b—c)((b+c—a)z+ (c+a—Dby—(a+b—c)z).

2
/

Yy

o

Con estos cambios de coordenadas, que hemos expuesto, podemos poner unos ejemplos:

—_—
— Las coordenadas baricéntricas del incentro I(a : b : ¢) de ABC, respecto al tridngulo de
contacto interior son (a : b : ¢), que no es el incentro de éste.
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—
— Las coordenadas baricéntricas del baricentro G(1 :1:1) de ABC, respecto al tridngulo de
contacto interior son (1):

(alb+c—a)(Ba—b—c):blc+a—b)(a—3b+c):cla+b—c)la+b—3c)).

— Las coordenadas baricéntricas del incentro I(a : b: c¢) de ﬁ’ , respecto al tridngulo medial
son (b+c—a:c+a—b:a+b—c), que es el punto de Nagel (pag. 34) del tridngulo medial, ya que
las longitudes de los lados de ABC' son el doble de las de su tridangulo medial y podemos considerar
a,by ¢, como las longitudes del tridngulo medial, dado que las coordenadas son homogéneas.

T
— Si un punto P tiene coordenadas baricéntricas (u : v : w) respecto a ABC, sus coordenadas
baricéntricas respecto a su tridngulo pedal son (a?/u : b*/v : ¢?/w); es decir, tiene las mismas
coordenadas que las del conjugado isogonal (14.60) de P respecto a ABC.

8.6 Utilizamos ahora una interpretaciéon de las coordenadas homogéneas de un punto res-
pecto a una referencia proyectiva, en términos de razén doble, para determinar las coordenadas
baricéntricas homogéneas de un punto del plano (no situado en los lados del triangulo de referencia)
y, reciprocamente, ubicar un punto del que se conocen sus coordenadas homogéneas.

Dada una referencia proyectiva {A, B,C;U}, con U punto unidad, y un punto P, sean U, =
ACNBU,U.=ABNCU, P,=ACNCPy P, = ABN BP, entonces se verifica que los valores
de las razones dobles (AB P.U.) =y, (AC P,Up) = z, dan las coordenadas homogéneas (1, vy, z)
de P respecto a {A, B,C;U}. o

En particular, si la referencia proyectiva es {A, B, C'; G}, con G el baricentro de ABC, por este

procedimiento podemos obtener las coordenadas baricéntricas homogéneas de un punto P.

(Applet CabriJava)
Coordenadas homogéneas de P (x,y, z), no situado en

el lado BC del triangulo ABC, en la referencia proyectiva Py

{A, B, C; U}

La obtencion grafica de los valores de la razén doble de los cuatro puntos A, B, P., U,., se puede
hacer de la siguiente manera:

Se toma un punto D sobre una recta d que pase por A (se puede tomar d como el lado AC' y
D como C) y se determinan los puntos de intersecciéon E y F' de la recta CP, y CU,. con la recta
paralela a d por B. Entonces la razén doble (A B P.U,) es la abscisa del punto F' en la referencia

—
afin { B; BE}. Ya que:

_AP. AU. AC AC BF
~ BP. BU. BE BF BE’

(ABP.U,)

T
(1) El punto con estas coordenadas baricéntricas, respecto a ABC es el X3158 en ETC, cociente ceviano X1/Xo.
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Inversamente, si lo que queremos es ubicar un punto en plano del que se conocen sus coordenadas
homogéneas, P(z,y, z), respecto a una referencia proyectiva { A, B, C'; U }, debemos obtener los pies
P, y P. de sus cevianas desde B y C, respectivamente. Asi, por ejemplo, como se ha de verificar
(ABP.U.) =y/z, para determinar P., procedemos de la forma siguiente:

Tomamos sobre una recta d por A un punto D (sea d = AC y D = C); sean el punto de
interseccién F' de la recta CU, con la recta que pasa por B y paralela a d, y el punto E (en la

paralela a d por B) tal que y/x es la abscisa de F' en la referencia afin { B; BE}. Entonces P, es
el punto de intersecciéon de AB con DF.

9 C(Coordenadas trilineales

T
9.1 Dado un tridngulo de referencia ABC, las coordenadas trilineales homogéneas en un punto
P, con respecto a ABC, es la terna (« : 8 : ) de componentes proporcionales a las distancias a’, b’
y ¢ de P a los lados.

Para establecer la relacidon que existe en-
tre las coordenadas baricéntricas (z :y : z) y
trilineales (o : B : ) de un punto P, basta
observar que, por (7.27),

(x:y:2)=(ad" : b0 :cc’) = (ac: bB : ),

xT Yy z :
B iy) = ':b':'z(—:—:—). A g B
(@:8:9) = (W)= (202 o

Ejemplos:  El incentro (pag. 10) equidista de los lados, luego sus coordenadas trilineales son
(1:1:1) y por consiguiente sus baricéntricas son (a : b : c).

El baricentro (pag. 9), centro de gravedad del tridngulo, tiene de coordenadas baricéntricas

1 1
(1:1:1) y por tanto sus coordenadas trilineales son (— : ik —) = (bc: ca: ab).
a c

Las coordenadas_trilineales exactas (a’,b’,c’) de P pueden ser calculadas (1) mediante las
férmulas (A = dareaABC):
, 20A , 26A , 2vA

_ y—_ P2 - .
“ ac + b + ¢y’ ac +bB + ¢y’ ¢ ac + bB + ¢y (9.30)

Ya que, 2A = aa’ + bV + e y siad’ = ko, = kS, = kv, se tiene 2A = k(ac + bS5 + ).

9.2 Si queremos darle un enfoque proyectivo a las coordenadas trilineales, de la misma forma
que se hizo en el §8 con las coordenadas baricéntricas, sélo tenemos que considerar la referencia
proyectiva { A, B, C'; I}, cuyos puntos tienen coordenadas, en la referencia afin euclidea { A; 31, 32}
considerara alli, A(0,0), B(c,0), C(0,b) y I(r/sen A,r/sen A).

En el plano proyectivo obtenido ampliando el plano afin con la recta del infinito y respecto
a la referencia proyectiva Ry = {A, Boo, Coo; Uy} (el vértice A, los puntos del infinito de los ejes
coordenados AB y AC'y el punto unidad U, (1, 1)), se tiene que:

A(1,0,0), B(1,¢0), C(1,0,b), I(senA,r,r)=(a+b+c,bc,bc).

(1) Estas coordenadas trilineales exactas son para un punto P, no situado en la recta del infinito (acx + b8 +
cllgamma # 0). Si P estd en la recta del infinito y a8y # 0, k:=1/a+1/8+ 1/v; si P estd en la recta del infinito
y afy = 0, entonces k :=1
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Tomando estos puntos como una nueva referencia proyectiva R = {A, B,C;I}, con punto
unidad en el incentro I, para lo cual debemos tomar las coordenadas de la forma:

A(a,0,0), B(b,bc,0), C(c,0,bc), I(a+b+ e bc,be),

se tienen las expresiones de cambio de coordenadas (Z,9,2) v (a, 8,7) de un punto respecto a las
referencias R, y R:

x a b c o
Al g | =1 0 bc O 15}
z 0 0 bc y
AT = aa+bB+ cy po = bexr — by —cz
Ay = bep pB = ay
AZ = bey wy = az

La recta del infinito del plano en R, es & = 0 y, por tanto, aa + b + ¢y = 0, en coordenadas
trilineales. El baricentro, (z,y,z) = (3,¢,b), tiene coordenadas trilineales G(bc : ac : ab) = (1/a :
1/b:1/c).

El simétrico de un punto P(1, 7, Z) respecto a la bisectriz Al es D(1, 2, y) y tiene de coordenadas
trilineales D(xx : v : 3); similarmente, E(7y : ** : ) y F(B : a : #x) son los simétricos de P respecto
a las bisectrices en B y C. Asi, las rectas AD, BE y CF concurren en el punto, denominado
conjugado isogonal (pag.55) de P, de coordenadas P*(B7y : ya : aff) = (1/a : 1/8 : 1/v). En
particular, si P = G, su conjugado isogonal es el punto de Lemoine o simediano (pag.51), de
coordenadas trilineales K(a : b: c).

10 Puntos de la Enciclopedia de Kimberling

10.1 A diferencia de los cuadrados y los circulos, los tridngulos tienen muchos centros. Los
antiguos griegos encontraron cuatro: incentro (pag.10), baricentro (pag.9), circuncentro (pag.31) y
ortocentro (pag.32). Los puntos que ahora se conoce como centro de la circunferencia de los nueve
puntos (pdg.114), simediano (pdg.51), punto de Gergonne (pag.34), puntos de Fermat (pag. 63) o
punto de Feuerbach (pag.126), por nombrar algunos, se han anadido a la literatura. En la década
de 1980, se observo que estos puntos especiales comparten algunas propiedades generales que ahora
forman la base de una definiciéon formal de centros de un triangulo.

Un centro de un tridngulo es un punto cuyas coordenadas baricéntricas estan definidas mediante
una funcién de las variables a,b y ¢ (que son las longitudes de los lados), de modo que se expresen
en la forma:

(f(a, b,c): f(b,c,a): f(c,a,b)),

donde f es homogénea en a,b, ¢, es decir, existe un ntimero p real, no negativo, tal que
f(ta,tb, tc) =t f(a,b,c), para todo (a,b,c) en el dominio de f;
y simétrica en b y ¢, es decir,

f(a7 b? C) = f(a’7c7 b)'

En ”The Encyclopedia of Triangle Centers” de Clark Kimberling,(!) denotada abreviadamente
por "ETC”, se les denominada ”triangle center”, se denota por X,, o bien por X (n) y en ella, el
incentro y el baricentro son los dos primeros, es decir X; y Xs, respectivamente.

(D http://faculty.evansville.edu/ck6 /encyclopedia/index.html
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Para la localizaciéon de un centro en ETC, se utiliza _su primera coordenada trilineal exacta
(9.30), es decir, su distancia al lado BC' en el tridngulo ABC, de lados a = 6,b = 9,¢ = 13. Asi, si

su primera coordenada trilineal exacta es %?5 ~ 3.1552425509864618894, el centro correspondiente
a este dato es el Xog6(a? —2a(b+c¢) — (b+c¢)?:---:--) (interseccién de la recta que pasa por el
baricentro y simediano, con la que pasa por el ortocentro y el punto intermedio, Xg). Esto no quiere
decir que no haya méds centros con este mismo dato, como es el caso del centro de coordenadas
baricéntricas ((b+c—a)(b+c—11a): (c+a—b)(c+a—11b) : (a+b—c)(a+b=11c)), que es
el centro de la cénica que pasa por los pares de puntos situados en cada lado de ABC, por donde
pasan los pares de rectas que unen cada vértice con los pies de las cevianas del punto de Nagel en
el tridngulo ceviano de éste (http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2362.pdf#X9667).

Supéngase ahora que (f(a,b,c) : f(b,c,a) : f(c,a,b)) es un punto que satisface la condicién
de ser f homogénea en a,b,c, pero que |f(a,b,c)| # |f(a,c,b)|, entonces (f(a,c,b) : f(b,a,c) :
fle,bya))y (f(a,b,c): f(byc,a): f(c,a,b)) se denominan puntos bicéntricos y juntos componen lo
que se llama un par bicéntrico. Es el caso de los puntos de Brocard (pag.57):

1 1 1 1 1 1
22 a?)’ 2 a2 02)°

Estos puntos, asi como otros igualmente notables en la geometria del tridngulo, no seran con-
siderados como centros de un triangulo en este estudio.

10.2 A continuacién se da una lista de puntos notables del tridngulo contenidos en este
documento. Cuando es un centro y figura en ETC ponemos, en la primera columna, su nimero de
orden y si no es un centro, un guién; cuando es un centro pero no nos consta que figure actualmente
en ETC, lo indicamos con X7. En algunos casos los representamos por una letra o un par de ellas,
segin la notacion mas frecuente usada en la literatura, asi como le damos el nombre por el que
se le suele conocer. De sus coordenadas sélo ponemos la primera, cuando es un centro, ya que las
restantes se obtienen permutando ciclicamente la dada. En la tltima columna se indica una pagina
donde figura.

X1 I | Incentro a 10
— I, | A-exincentro (—a:b:c) 34
— I, | B—exincentro (a:—=b:c) 34
— I. | C—exincentro (a:b:—c) 34
X G | Baricentro 1 9
X3 O | Circuncentro a’S 4 31
Xy H | Ortocentro SBSc 32
X5 N | Centro circunferen- S? 4+ SpSc 114
cia de Euler
X6 K | Simediano a? 51
X7 G | Punto de Gergonne sia 34
Xs N, | Punto de Nagel s—a 34
Xo M; | Punto intermedio a(—a+b+c) 37
”Mittenpunkt”
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X10 Sp | Punto de Spieker b+ c 104
X11 Punto de Feuerbach (—a+b+c)(b—rc)? 126

b 2
X1 (b+c) 132
s—a
X3 Puntos de Fermat _ 63
X14 \/§SA Zl: S
X5 Puntos isodindmicos a®(v/354 £ 9) 75
X16
1
X7 Puntos de _ 64
Xis Napoleén Sa+ V38
X5 w 75
V38 — S4
Xop L Punto de SBSc — SaSp — SaSc 36
De Longschamps
b —
Xo1 Punto de Schiffler m 33
b+c
X390 Punto del infinito de 2a* — (b2 + 02) a’® — (b2 — 02)2 32
la recta de Euler
X32 Jo—a a’ 79
X35 a?(b* + c — a® + be) 80
X309 Punto medio de los a?(b? + ¢?) 58
de Brocard
a b c
X0 B, | Punto de Bevan — + 47
s—a _s—b s—c
Xs4 Punto de Kosnita a?/(S? + SpSc) 107
Xs57 ala+b—c)la—b+c) 37
X58 a2/(b + C) 107
X1 Conjugados isogo- a®(S4 +/39) 77
Xeo nales de los puntos
de Napoleén
Xg9 Conjugado isotomi- Sa 102
co del ortocentro
1
X5 Conjugado isotémi- - 104
co del incentro a
1 1 1
— Q1 | Primer punto de (— P = —) 57
b2 2 a?
Brocard
1 1 1
— Q5 | Segundo punto de SRR 58
2 a? b2
Brocard
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1
X6 Tercer punto de — 66
Brocard K(—w)
1 1 1
— Puntos de Jerabek (— - —) < ) 59
b ¢ a
X9 Punto de Gray 1/(b* +c? —a® + bc) 80
Xs0 1/(bc — 2S4) 35
Xg3 K(w) 1/(b? + %) 67
a
Xgy Conjugado isogonal 98
del punto de Bevan a®+(b+c)(ala—b—c) = (b-¢)?)
1
X - 44
i a(—a+ b+ c)
a
Xoo Centro de perspecti- 97
vidad de 3+ (b+c)(a®—(b—1c)?) —a(b?>+c?)
Jacobi, J(4,0)
1
Xog Punto de Tarry T o & 68
K(w+7/2) Sady =5
X104 Cuarto punto de in- a 97

tersecciéon de la cir- (a+b—c)la—b+c)(b+c)—2abe

cunferencia circuns-
crita y la hipérbola
de Feuerbach

Xiis Centro de la (b? — ¢?)? 62
hipérbola de
Kiepert

X141 Complemento b% + ¢? 79
del simediano

X174 "Y1 center of con- \/ + 83
gruence” —atbte

X152 Punto medio de OK a?(a?Sa + b*c?) 119

1

Xiss Segundo punto _— 87

del arco mitad del be(be — Sa)

tridangulo anticom-

plemetario
1 1 1
X192 P; | Punto de paralelas —— + 3 + — 5
iguales a ¢
X194 a262 — b202 + 62a2 67
Xo30 2a* — a?(b? + c2) + (b* — c2)? 121
Xog2 K(—w+Z) 1/(SaS. + S?) 69
X312 bC(—CL + b + C) 45
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Xar Punto de Kenmotu a?(Sa+9) 77
Xa7o a%(S4 — ) 77
X3s1 4558c + a*Sy 118
X384 Jo a* 4 b2c? 79
Xus5 Puntos de Vecten 1/(Sa£5) 64
Xas6
X512 Infinito de Qs a?(b? — c?) 58
X514 (b—c:c—a:a—b) 129
X650 alb—c)(b+c—a) 101
Xoo3 (a4+b—2c)(a—2b+c) 130
Xoa3 (—a+b+c)(2a3+a2%12)+c)+(b—c)2(b+c)) 97
Xos1 2abc+(b+c)(al—lb—l—c)(a—l—b—c)) 40
Xr a? +b2_4rc?2_f;2(b+c) 38
X7 a2(b+c)—2a;(;g:£:22)+(b+c)3 39
Xz a3(b+c)+a2(b2+4bc+02)7aczb3+bzc+b02+c3)f(b2702)2 41
X7 —2a5+2a3(b—c)Z—a4(b+c)cf4a2bc(b+c)+(b—c)2(b+c)3) 43
Xo ab—c)(—a+b+c)*((b—c)* —a((b+c) 45
Xo ala—b—c)(b—c)((b—c)*+a(b+c)) 45
X1123 Punto de Paasche 1/(bc+S) 90
X1127 Primer punto de De 1/ (bc + vbe(—a+b+c)(a+b+ c)) 84

Villiers
X1128 2° pto. De Villiers 1/ (bc ++/be(a+b—c)(a—b+ c)) 87
X1130 Punto de Stevanovic a?(bc+ \/bla — b+ c)y/cla+b—c)) 107
X1131 K (+ arctag 2) 1/(254 £ 5) 64
X1132
X1143 Segundo punto de 1/ (\/m + SA/Q) 85
Malfatti-Rabinowitz
X, 1/ (Sa+ Saj2++/2bcS4)2) 85
X, 1/ (bc — S+ /2be(be — SA)> 88
X 1/ (be = 284 + y/2belbe — 54) ) 89
Xo be(be — Sa) 87
Xi151 Jx arctag2—A a2(25A + S) 78
X1152
X, Jovctag 2 —11a* 46 (b2 + ) a2 +5 (b2 — 2)” 78
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10 Puntos de la Enciclopedia de Kimberling Pég. 27/143
X155 Punto de Schroder a((b—c)? +a(b+ c — 2a)) 119
a
X1156 Conjugado isogo- 5 97
nal del punto de a(-2a+b+e)+(b—c)
Schroder
X1390 Centro de perspecti- M 98
vidad de Jacobi, te—2ae
J(—2,4)
X1327 K (+ arctag 3) 1/(354+5) 65
X1328
X J+ arctag 3—A a2(35A + S) 78
X? jarctag?) 5SBSC - 4a25A 78
X1336 1/(bc — S) 91
X1659 Punto de ]./(S + SA + bC) 93
Yiu-Paasche
X1770 G2SA — QSBSC - a(bSB + CSC) 81
X, 1/(S — Sa+be) 91
Xo 1/(S+ 54 —bc) 92
Xo 1/(=S+ 54+ bc) 94
o
X 121
2987 2a% — a2(b% + ¢2) + (b2 — c2)2
X3158 alb+c—a)(3a—b—rc) 20
Xo alb—c)(b+c—a)(a—2b+c)(a+b—2c) 130
X7 a(abc + a(SA + Sw) — b(SB + Sw) — C(SC + Sw) 68
b+c—a
Xo Un centro de pers- 3 5 98
pectividad de Jacobi (b+c—a)(b® +c —a?) —abe
b+c—a
Xo Un centro de pers- 53 5 98
pectividad de Jacobi a@® +b% + = 2ab — 2ac + be
a
Xo Centro de perspecti- 97
vidad de Jacobi, (a=b—c)(a2a+b+e)—(b—c)?)
J(_2> 0)
a
Xo Centro de perspecti- 98
vidad de Jacobi, (a—b+c)a+b—c)(b+c)+ abe
J(2,—1)
Xo Qentro de persl?ecti— a3+a2(b—f-c)—(b—c)?a(b—f-c)—a(b2+bc+02) 98
vidad de Jacobi,
J(4,1)
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Pég. 28/143 11 Producto escalar. Distancia entre puntos

Xo Centro de perspecti- 2a3+a2(b+c)—(b—c)2a(b+c)—2a(b2ibc+c2) 98
vidad de Jacobi,
J(6,£2)

11 Producto escalar. Distancia entre puntos

11.1 Primeramente, vamos a deducir la expresién del producto escalar, utilizando los vectores

de posicion de los vértices de ABC, respecto a un origen cualquiera. Cualquier vector v de su

plano se expresa de forma tnica respecto a la referencia {A; AB, AC'}; es decir, existe unos unicos
escalares, u, v € IR, tales que

— - — — - = - =

v=pAB+vAC, 6 v=pu(b— a)+ v(c— a).

Si se pone A = —(p + v), se tiene

%
V=Aat+tubtve, Atptv=0. (11.31)

A los nimeros A, i1, v (univocamente determinados) se les denomina componentes del vector v,
e

., . —
respecto al tridngulo ABC, y se escribe v = (A, u, v).

— —
Dados dos puntos P;(z;,yi,2i), i = 1,2, con 1 +y1 + 21 =22+ y2 + 20 = 1, como p; =z; a
- —
+ y; b+ z; c, se tiene
> = = — - —
PiPy=po— p1= (22— 21) a+(y2— 1) b+ (22— 21) c,
— —
con lo que, las componentes de P, P>, respecto a ABC', son
-
PiP= (29 — 1,92 — Y1, 22 — 21). (11.32)

Se concluye que: ” Las coordenadas baricéntricas homogéneas del punto del infinito de una recta
(5.13) son proporcionales a las componentes, respecto a ABC, de un vector paralelo a dicha recta”.
En particular,

— — —
BC=(0,-1,1), CA=(1,0,—1),  AB=(—1,1,0). (11.33)

Si Pi(x; ty; : 2;), i = 1,2, vienen dados en coordenadas baricéntricas homogéneas, entonces

P1P;: < (y1 + z1)z2 — (y2 + 2z2)z1 (1 + z1)y2 — (x2 + 22)n1 (z1+y1)z2 — (x2 + y2)21 ) (11.34)
(1 4+y1+21)(w2 +y2 +22) (w1 +y1 +21) (2 +y2 +22) (x1+y1 +21) (22 +y2 +22) /) '

.= . ., ==
Si v; = (Mg, pi,vi), © = 1,2, son las componentes de dos vectores respecto al tridngulo ABC,

se tiene que su producto escalar vale

- =

Vi Vo = Salide + Spuips + Scvivs. (11.35)

_> —

En efecto, el que (\;, p;, v;) sean las componentes de los vectores v;, i = 1,2, respecto a ABC,

N — —
significa que \; + u; +v; =0, y que v; = u; AB +v; AC, luego:
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11  Producto escalar. Distancia entre puntos Pég. 29/143

BN — — — —

Vi Vg = <u1 AB + 14 AC) . (,ug AB + vy AC’) =
A pio + be(pvs + povi) cos A 4 bvv, =
(Sa+ Sp)uipz + Sa(pive + povi) + (Sa + Sc)rive =
Sa(pipe + pave + povy + vive) + Spuipz + Scvive =
Sa(pr +v1)(pe +v2) + Sppipe + Scrive =
SariAe + Spuipe + Scrivs.

%
11.2  En particular, el médulo de un vector v = (A, p, v) estd dado por

| VIZ = SaA% + Spu? + Sov?. (11.36)

%
El angulo entre los vectores v; = (A, pi, ¥4), Ai + pi +v; = 0, (i = 1,2), viene dado, como
- = =
vi- va = || vi[[|| vz cosb, por

SariAs + Sppuipe + Scviva

cosf = .
V/SaA? + Spu? + Scvi/Sa)2 + Spu3 + Scv2

(11.37)

Por ejemplo, el angulo entre los lados AB y AC' del triangulo de referencia se calcula usando
— —
(11.33), AB=(—1,1,0) y AC= (—1,0,1), con lo que

cosf — Sa ~ Scotag A _ ScosA ~ cos A,

VSa+ Sg\VSa+ S cb cbsen A

e
11.3 Como, por (11.32), Py Po= (x2 — x1,Yy2 — Y1,22 — 21) es el vector determinado por los
puntos P;(x;,yi, 21), Ti +y: +2; = 1, 1 = 1,2, la distancia entre ellos estd dada, usando (11.36), por

Pl P22 = SA(LUQ — £U1)2 + SB(yg — y1)2 + SB(ZQ — 2’1)2. (11.38)

Si Pi(x; : y;i: 21), i = 1,2 estdn dados en coordenadas baricéntricas homogéneas, la distancia
—
entre P; y P» estda dada por el médulo del vector Py Ps:

1
(1 +y1 + 21)%(z2 + y2 + 22)?
+ Sp((22 + 22)y1 — y2(z1 + 21))” + So((x2 +y2)z1 — za(a1 + y1))2>-

P, P

(SA((y2 + z0)x1 — x2(y1 + Zl))2+
(11.39)

Pues, basta con dividir las coordenadas de P; y P> por la suma de sus componentes y utilizar
la féormula (11.38), que da la distancia entre los puntos expresados en coordenadas baricéntricas
absolutas.

En particular, las distancias de un punto P(z : y : z) a los vértices del tridngulo de referencia
vienen dadas por las expresiones:

Sa(l—xz)?+ Spy? + Scz®  Ay* +254yz + b*2°

AP? = -
(x+y+2)? (x+y+2)?

9
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_ Sax?+ Sp(1—y)* 4+ Scz®  a?2® 4+ 2Spax + Pa?

BP? = 11.40
(z+y+2)? (x+y+2)? (11.40)
AP? — Sax? + Spy? + Sc(1 — 2)? _ b222 + 2Scxy + a?y?
(x+y+2)? (x+y+2)?

T
11.4 Por ejemplo, para encontrar (de nuevo) las coordenadas del circuncentro O de ABC, que

equidista de los vértices, se resuelve el sistema de ecuaciones:
Sa(l —x)? 4+ Spy® + Scz? = Sax? + Sp(1 —y)? + Scz? = Sax® + Spy? + Sc(1 — 2)?,
lo que equivale al resolver al sistema:
=254 +2Sgy =S — Sa, —2Sax+2Scz=5c—S5a, x4+y+z=1.

Obteniéndose, como coordenadas baricéntricas, absolutas y homogéneas, del circuncentro las ya
obtenidas en la pagina 31:

O G2SA b2SB CQSC
25 7 28 7 28

) , O(aQSA - b%Sp : CQSc>.

La distancia de un vértice al circuncentro es el radio R de la circunferencia circunscrita, por lo
que R? (cuadrado de la distancia de A a O) es

_ SA(b2SB + 6250)2 + SB(—b2SB)2 + Sc(—C2SC)2

R2
a?Sy4 + b2Sp + 2S¢

Que evaluando, usando (2.2), nos da la expresion del radio de la circunferencia circunscrita, ya
expuesto en (2.5):
a’b?c?

O ey sy s s e

12 Perpendicularidad

12.1  Segun (11.37), dos vectores 71 = (i, pti, v;) son perpendiculares (0 = 7/2) si y sélo si

SA)\l)\Q + SB[Ll,LLQ + SCV1V2 =0. (1241)

Utilizando este hecho, se puede caracterizar cuando dos rectas son perpendiculares. Los vectores

paralelos a las rectas p;x + ¢;y + ;2 = 0 (i = 1,2) tienen componentes (respecto al tridngulo de

referencia) proporcionales a las de sus puntos del infinito (5.21); es decir, v; = (¢; =7, 7i—pi, Di—qi)-
Luego, las rectas son perpendiculares si y sélo si

Salqn —r1)(q2 —r2) + S(r1 — p1)(r2 — p2) + Sc(p1 — ¢1)(p2 — q2) = 0. (12.42)

Y el punto del infinito de una recta perpendicular a otra recta de ecuacion pxr + qy + rz = 0, se
determina resolviendo el sistema de ecuaciones:

Salqg—r)r+Sp(r—ply+ Sc(p—q)z =0, r+y+2=0,
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y resulta,
(Sp(r—p) = Sclp—q): So(p—q) — Salg —7) : Salg —7) = Sc(r —p)),
o bien,

(pa2 —qSc —1rSp: qb* —rSa — pSc ¢ — pSp — qSA). (12.43)

Se puede expresar las coordenadas del punto del infinito de la recta perpendicular a la que
pasa por dos puntos Pi(z; : y; @ z), i = 1,2 (x1 + y1 + 21 = T2 + Y2 + 22), sin necesidad de
hallar la ecuacién de la recta que estos determinan, ya que el punto del infinito (5.13) de ésta es
(352—301 ‘Y2 — U1 122—21),

(Sp(y2 —y1) — Sc(z2 — 21) : Sc(z2 — 21) — Sa(we — 1) : Sa(za — 21) — Sp(y2 — 1)) (12.44)

12.2  Los puntos del infinito de las perpendiculares a cada uno de los lados BC (z = 0),CA (y =
0) y AB (2 = 0) son, respectivamente,
(—a®: Sc : Sp), (Sc: —b%:84), (Sp:84:—c?). (12.45)

—
Utilizamos esto para determinar las coordenadas del circuncentro y ortocentro de ABC"

C

El circuncentro es el punto de corte de las mediatrices a los lados (perpendiculares a ellos en
sus puntos medios); la mediatriz a BC contiene a los puntos M,(0 : 1 : 1) y (—=a® : Sc : Sp).
Similarmente con las otras mediatrices, por lo que las ecuaciones de las mediatrices a BC', CA, y
AB son, respectivamente:

(Sp—Sc)r—a’y+a®z=0, b x+(Sc—Sa)y—b*2=0, —c*x+c?y+(Ssa—Sp)z=0. (12.46)

Resolviendo este sistema de ecuaciones, resulta que las coordenadas del circuncentro O (X3 de
ETC) son
(S84 : b*Sp : *Sc) = (sen2A : sen 2B : sen 20).

La expresién en términos de los dngulos surge de que (a?Sa : b2Sp : ¢*Sc) = (sen? Acotag A :
sen? B cotag B : sen? C cotag C).

El ortocentro es el punto de concurrencia de las alturas, desde A, B y C"

AH,: Sgy — Scz =0, BHy, : —Spx + Scz =0, CH.: Sax— Sgy=0. (12.47)
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Con lo que el ortocentro H (X4 de ETC) tiene por coordenadas

1 1 1

— i —:— | =(tagA:tagB : t .
5. 5, Sc) (tag A : tag B : tag O)

(SpSc : ScSa: SaSp) = (

12.3  El baricentro, el circuncentro y el ortocentro de un triangulo son colineales. La recta que
los contiene se llama recta de Euler.

Podemos comprobar ese hecho, tomando el determinante formado por sus coordenadas, en el
que restando la primera columna a la segunda y la tercera y, luego, utilizando la peniltima relacién
de (2.4), tenemos:

1 1 1 1 0 0
CLZSA bsz C2SC ) (ZZSA b2SB - azsA C2SC — aZSA 9
SpSc SaSc SaSs SpSc SaSc —SpSc SaSp — SpSc
1 0 0

a’Sa  —SaSc+ SpSc —SaSp+ SpSc | =0.
SpSc  SaSc — SpSc SaSp — SpSc
Se verifica ademas que HG/GO = 2/1, pues como las componentes de las coordenadas de
H(SpSc : ScSa : SaSp) suman S? y las de O(a?Sa : b2>Sp : ¢2S¢) suman 252, se tiene que por

(5.12):
SQ(SBSC :SASc SASB) + 252(a25,4 : b2SB : CQSc) =

252((125,4 + SpSc : bQSB + 850854 : CQSC + SASB> = 254(1 11 1).

La ecuacién de la recta de Euler es S5 (Sp — Sc)x + Sp(Sc — Sa)y + Sc(Sa — Sp)z = 0.
Y su punto del infinito (X309 en ETC) es:

(SASB + S4S5c —25BSc : SpSc + SgSa—25c54 : ScSa+ ScSB —QSASB) =

(2(14—(b2+02)a2—(62—62)2:---:--->.

Las rectas de Euler de los triangulos ABC', IBC, AIC, ABI, son concurrentes.

El baricentro del tridngulo ABI es (1,0,0)4(0,1,0)+ (a/(a+b+c),b/(a+b+c),c/(a+b+c)) =
(2a+b+c:a+2b+c:c).

Para determinar su ortocentro, determinemos dos de sus rectas que contienen alturas. Una es
la recta que pasa por I(a : b: ¢) y por el punto de del infinito (Sp : Sa : —c?) de la perpendicular a
AB, su ecuacion es (cSa+bc?)z+(—cSp—ac®)y+(—aSa+bSp)z = 0. Otra es la que pasa por A(1 :
0:0) y por el punto del infinito (a+¢)Sp+¢Sc : aSa—cSc : —aSa—(a+c)Sp) de la perpendicular
alarecta BI (de coeficientes, (c, 0, —a)); por lo que su ecuacién es (cSp+ac?)y+(aSs—cSc)z = 0.
La interseccion de estas alturas es el ortocentro de ABI:

((cSp +ac?))(bSp —cSc) : (¢Sa+bc*)(aSa—cSc) : —(cSp+ac?®)(cSa +bc2)) =(b—c:a—c:c).
Por lo que la recta de Euler de ABI tiene por ecuacion

c(b+c)r —cla+ )y + (a* —b*)z = 0.
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— —
Similarmente, se obtienen las rectas de Euler de los triangulos BCI y C'AI, las cuales son

respectivamente,

(b — Az +alc+a)y—alb+a)z=0, —blc+bx+(c®—a®)y+bla+b)z=0.
Estas tres rectas se cortan en el punto, que también esta en la recta de Euler de ABC'"

alb+c—a) blc+a—0b) cla+b—rc)
b+c ’ c+a ’ a+b )

Se trata del punto de Schiffler, X5, en ETC.

12.4 Dado un punto P(u : v : w), vamos a determinar los pies de las perpendiculares por P a
los lados del triangulo de referencia. Las rectas que pasan por P y por los puntos del infinito de
las perpendiculares a los lados BC,CA y C'A, dados por (12.45), cortan a éstos en puntos cuyas
coordenadas satisfacen, respectivamente, a

0 Y z

U v w = —(CL2’LU+USB)y+(G2U+USC’)Z207
—a2 SC SB

T 0 z

w v w | =—0*u+vSc)z+ (Pw+vSa)z =0,
Sc —b*> Sy

z Y

u v ow |=—(v+wSa)z+ (Pu+wSp)y =0.
SA SB —02

De donde, se obtiene que los pies de las perpendiculares por P a los lados BC,CA y AB
(pedales de P) son

Ap(0:a?v+uSc : a®>w + uSp),
Bp(b?>u+vSc : 0 : b?>w + vS4), (12.48)

Cp(c*u+wSp : v+ wS4 : 0).

P
Al triangulo Ap BpCp se le conoce como tridngulo pedal de P. El tridngulo pedal del ortocentro
H(SpSc : ScSa : SaSp) se llama tridngulo értico (que es el tridngulo ceviano de H) y tiene por
vértices:

HQ(O : SQSC : SQSB) = (0 : SC : SB), Hb(SC :0: SA), HC(SB : SA : 0). (12.49)
El tridngulo pedal del circuncentro O(a?S4 : b2Sp : ¢2Sc), tiene por vértices los puntos
(0:a%8%:a?S*) = (0:1:1), (b*°S?:0:6%5%) =(1:0:1), (*S*:c*8*:0)=(1:1:0),

que son los puntos medios de los lados, por lo que forman el tridngulo medial.
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Cuatro ejemplos mas de triangulos pedales son los del incentro y de los exincentros, que podemos
determinar utilizando este método (en las paginas 93 y 90 se da otro tratamiento):

Los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita con los lados son los pies de las perpen-
diculares desde el incentro I(a : b : ¢), los cuales forman el tridngulo de contacto interior, cuyos
vértices son, usando (12.48) y (2.4):

Ar(0:ab+Sc:ac+Sp)=(0:s—c:s—b), Bi(s—c:0:s—a), Ci(s—b:s—a:0). (12.50)

Que se pueden poner de la forma:

1 1 1 1 1 1
Ar(0: : , B :0: , Cr : :0).
s—b s—c s—a s—c s—a s—b

11 1

s—a s—b s—c

Con lo que, por (6.25), son los pies de las cevianas del punto G. ( ), conocido

como punto de Gergonne (X7 de ETC).

El centro de la circunferencia exinscrita I,(r,), relativa al vértice A, es la interseccién de la
bisectriz interior en A, de ecuacién (6.24) —cy + bz = 0, con la perpendicular, cx + az = 0, a la
bisectriz interior en B (bisectriz exterior en B). Con lo que el centro de dicha circunferencia y
(similarmente) de las exinscritas relativas a los vértices B y C, que forman el tridngulo excentral,
son (exincentros):

I,(—a:b:c), Iy(a:—b:c), I.(a:b:—c). (12.51)

Y los puntos de tangencia de estas circunferencias con los lados (pies de las perpendiculares
desde sus centros) son

Ar, (0:s—b,s—c), Br,(s—b:0:—s), Cr,(s—c:—s:0),
A, (0:s—a:—s), Br(s—a:0:s5—¢), Cr(—=s:s—c:0) (12.52)
Ar,(0: —s:s—a), Br (—=s:0:s—0), Cr,(s—a:s—5b:0).

Los puntos A;,(0:s—b,s—¢),Bp(s—a:0:s—¢)y Cr(s—a:s—>b:0), de tangencia
de las circunferencias exinscritas con los correspondientes lados, son los pies de las cevianas del
punto de Nagel (X5 en ETC) Ny(s—a:s—b:s—c).
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El punto de interseccién de las rectas BBy, N CCy,, que tiene de coordenadas

((s —b)(s—c),—s(s—b),—s(s — c)),

estd en la ceviana del punto de Nagel, por el vértice A. Lo mismo ocurre cuando se consideran las
otras dos circunferencia exinscritas.

12.5 Los puntos X,Y y Z simétricos de I, I}, e I. respecto a BC,C' Ay AB, forman un triangulo
perspectivo con ABC, ya que [,X/XA;, =2/ -1, L,Y/YB;, =2/ -1y 1.Z/ZC;, =2/ -1, ,
por (5.12), se tiene que

X(a2 cab— 2S¢ : ac—2SB), Y(ab—2Sc b2 bc—ZSA), Z(ac—2SB :be— 2854 : 02).

Que se pueden poner en la forma

2 1 1
X a . .
<(ac—25’3)(ab—25’c) “ac—2Sp ab—2SC) ’

o1 b2 B
bc — 254 (be —2S4)(ab—2S¢) " ab—2S¢ )’

7 1 ‘ 1 . c?
bc—2S4 ac—2Sg " (bc—2Sa)(ac—2SB) /)"

P T
Con lo que XY Z es perspectivo con ABC' (ver pag. 10) y el centro de perspectividad es (Xgo de
ETC):

11
bc — 254 ac—2Sp ab—2Sc )
Este punto es el Ja_r (§16.4.15) y el simétrico del incentro I(a : b : ¢) respecto al punto de

Feuberbach (pag. 126) I%((—a +b+e)b—c)?:(a—b+c)(c—a)?:(a+b—c)(a—0b)?).

12.6 Como ejemplo de relacion entre triangulos cevianos y pedales, se tiene el siguiente resultado:

En un tridangulo escaleno, uno de los puntos cuyo triangulo pedal es el tridngulo ceviano
de un punto (es decir, el tridngulo y su tridangulo pedal son perspectivos) es el simétrico del
ortocentro respecto al circuncentro.
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En efecto, para que los pedales de P(u : v : w) sean los pies de las cevianas de algun punto, es
suficiente — por (6.25) y (12.48)— que

b*u+vSe = Au+wSp, a?v+uSc =cv+wSs, aw+uSp = b*w+vSy4,
0, equivalentemente, que u, v, w, sean solucién del sistema
(Sc — Sp)u+ Scv—Spw =0, Scu-+ (Sc—Sa)v—Saw=0, Spu—Ssv+(Sp—S4)w=0.

Cuya solucién es el punto L, denominado punto de De Longschamps (X2 de ETC), de coorde-
nadas

(SASB — SSc +ScS4: SSc — ScSa+ SaSp :ScSa— SaSp + SBSC).

Se trata del simétrico del ortocentro H(SpSc : ScSa : SaSp), cuyas suma de coordenadas es S2,
respecto al circuncentro O((Sg+S¢)Sa : (Sc+S4)Sp : (Sa+SB)Sc), de suma de las coordenadas
2.52; puesto que, el punto que separa a HO en la razén —2 (HX : XO = —2: 1) es, segtin (5.12),

QSZ(SBSC :ScS4 SASB) + (—2)52((53 + Sc)SA : (SC + SA)SB : (SA + SB)Sc).

[l

En términos de los angulos, se obtiene inmediatamente que las coordenadas baricénticas del
punto de De Longschamps son

(tagB—i—tagC—tagA ctagC +tag A —tag B : tagA+tagB—tagC).

Los pedales del punto de De Longschamps son (0: S : S¢), (S4:0:S¢)y (Sa:Sp:0), que
son los pies de las cevianas del punto de coordenadas (5S4 : Sp : S¢) (Xe9 de ETC), conjugado
isotémico (pag. 102) del ortocentro.

e T
Para que el tridangulo pedal Ap BpCp de un punto P(x : y : z) sea el tridngulo ceviano Q,QpQ.
de otro punto @ ha de ocurrir que las rectas AAp, BBp y CCp concurran en @); es decir

0 —Spx —a*z  Scx +a’y
Sy + bz 0 —b%z — Scy | =0.
—c?y — Saz Az + Sz 0

O sea,
S  (SaSp — SpSc + SaSc)x(Py? —b*2?) =0,

SasSBSc
abcxzyz

S (2a%(* + ) + (b* — *)? = 3aM)x(Py? — b22?) = 0.

abcxyz

Por tanto, X ha de estar en la ctbica de Darboux. (M)

(1) Construction of a pivotal isocubic pK

(Special Isocubics in the Triangle Plane Jean-Pierre Ehrmann and Bernard Gibert November 16, 2005. pag. 9)

Let X be the pivot and X* its isogonal conjugate. Let M be a variable point on the line X X*. Draw N = M/X
perspector of the cevian triangle of M and the anticevian triangle of X. The circum-conic through M and X*
intersects the line XN at two points U and U* which are isogonal conjugate points on the cubic and harmonic
conjugates with respect to X and N.

The Darboux cubic is the isogonal pK with pivot X = L = X»g.
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12.7 Comprobemos, ahora, que:

T PN

El tridngulo excentral I,1,1. es perspectivo con los tridngulos medial M, MM, y con el de
contacto interior A;B;Cf.

Las rectas I,M,, Iy My y I.M_. tienen por ecuaciones
(b—c)x+ay—az=0, bx + (a — c)y — bz =0, cx —cy+ (a—b)z=0.

Las cuales concurren en el punto intermedio (”Mittenpunkt”, X¢ de ETC):

M(a(—a+b+c):bla—b+c):cla+b—c)).
Las rectas I, A7, I, By y I.C tienen por ecuaciones
(bSp — cSc)r + alac+ Sp)y — alab+ Sc)z = 0,

b(bc+ Sa)x + (aSa — cSc)y — blab+ Sc)z =0,
c(bc+ Sa)x — clac+ Sp)y + (aSa —bSp)z =0,

y se cortan en
(a(abc — aSa +bSp + cSc) : bla(be + Sa) — bSp + ¢Sc) : cla(be + Sa) + bSp — ¢Sc)),
o evaluando S4,Sp y Sp y simplificando queda el punto (X57 de ETC):

(ala+b—c)la=b+c):blb+c—a)b—c+a):c(c+a—b)(c—a+D)).
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12.8 Como aplicacién del uso de las ecuaciones de rectas paralelas y perpendiculares, vamos
a obtener algunos puntos asociados a un tridngulo relacionados con paralelas a sus lados por los
puntos de tangencia de las circunferencias tritangentes:

En el triangulo 1@, la perpendicular por el vértice B al lado BC corta a la paralela al
lado BC' por Br(ba+ Sc : 0:bc+ S4) en el punto B, y la perpendicular por el vértice C' al
lado BC' corta a la paralela al lado BC por C(ca+ Sp : ¢cb+ 5S4 : 0) en el punto C,. Sea A’
el punto medio de B,C,. Los puntos B" y C' se definen ciclicamente. Entonces, los tridngulos
ABC' y A’B’C" son perspectivos y su centro de perspectividad es el punto (no figura en ETC)
de coordenadas:

—a+b+c ' a—b+c _ a+b—c
a?+b2+c2—2a(b+c) a?+b2+c2—-2b(ct+a) a?+b%2+c2—2c(la+b))’

En efecto, las rectas BB, y B;B, tienen por ecuaciones, respectivamente,
Spx +a?z = 0, (bc+ Sa)x — (ab+ Sc)y — (ab+ Sc)z = 0.
Con lo que las coordenadas del punto B, son:

B, (a*(ab+ S¢) : S* + ab(ac + Sp) : —Sg(ab+ Sc))
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Las ecuaciones de las rectas CC, y C7C, son
Scx +a*y =0, (bc+ Sa)x — (ac+ Sp)y — (ac+ Sp)z =0,
y su punto de interseccién es
Cq (a*(ac+ Sg) : =Sc(ac+ Sp) : S* + ac(ab+ S¢))

Como la suma de las coordenadas de B, es a?b(a+b+c) y las de C, es a*c(a+ b+ c), el punto
medio es A" = ¢B, + bC, (en coordenadas homogéneas), o sea,

A'(2a*((b—c)?—a(b+c)) : (a—b+c)(b+c)(a®+ (b—c)* —2ac) : (a+b—c)(b+c)(a®+(b—c)* —2ab)),

que se puede poner en la forma

, a—b+c a+b—c
A" ok : .
a?+b2+c2—-2b(c+a) a?+0b>+c?—2c(a+Db)

Calculos similares llevan a que:

—a+b+c a+b—c
B’ HEEE ,
a? +b% 4+ c2 —2a(b+ c) a? +b% 4+ c2 — 2c(a +b)

/ —a+b+c _ a—b+c e
a?+b2+c2—2ab+c) a?+b2+c2—-20(ct+a) '
Py e
Por lo que los tridngulos ABC'y A’B’C’ son perspectivos (ver pag. 10) y su centro de perspec-
tividad es el enunciado arriba. (u

Con la notaciones anteriores de los puntos B, Cy, Cy, Ap, Ac vy Be, se tiene:
T T

El tridngulo A’B’C’, limitado por las rectas B,C,,CyAy, v A.B., es perspectivo con ABC,
con centro de perspectividad en el punto (no figura en ETC) de coordenadas

( a(—a+b+c) )
a2(b+c)—2a(b2 +be+ )+ (b+c)pP '
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El punto A’ es la interseccién de las rectas CpAp y A.B. de ecuaciones respectivas:
—2b%c(a+b—c)x —(a+c)la—b—c)la+b—c)la—b+c)y+2ab*(a—b—c)z =0,

2bc*(—a+b—c)z +2ac*(a—b—c)y—(a+b)(a—b—c)a+b—c)(a—b+c)z=0.

Con lo que

A bla—b+c) ' cla+b—c)
" b2(c+a) —2b(c2+ca+a?) + (c+a)?  A(a+b) —2c(a®+ab+b2) + (a+b)3 )

Las rectas A.B. y B,C, se cortan en

B,( a(—a+b+c) o cla+b—c) )

* ok ok

a?(b+c) —2a(b? +bc+c2)+ (b+c)? " 2(a+b) —2c(a? + ab+b?) + (a + )3

Y, finalmente, las rectas B,C, y CpA; en

, a(—a+b+c) ' bla—b+c) .
a?(b+c) —2a(b? +bc+c2)+ (b+¢)3 b (c+a) —2b(c2+ca+a?)+ (c+a)d '

[l

En el triangulo 1@, la perpendicular por el vértice B al lado BC corta a la paralela al
lado BC por Ci(ca+ Sp : ¢cb+ 5S4 : 0) en el punto B} y la perpendicular por el vértice C al
lado BC' corta a la paralela al lado BC por Br(ba + S¢ : 0 : be+ Sa) en el punto C. Los
puntos C}, Ay, A% y B se define ciclicamente. El tridngulo A”B”C", limitado por las rectas
B;Cx CrA; y AzB, es perspectivo con ABC, con centro de perspectividad en el punto (Xgs;
de ETC) de coordenadas:

((—a+b+a><2a3+a2<b+c>+<b—c>2<b+c>> S )

El punto A” es la interseccién de las rectas Cy Ay y A% B} de ecuaciones respectivas:

2ab*(a — b —c)x + (a+c)(a — b+ c)(a® + b* — 2ac + )y — 2b*(a + b — ¢)cz = 0,
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2a(a —b—c)®x +2b(—a+b—c)y + (a+b)(a+b—c)(a® — 2ab+b* + )z = 0.

Con lo que

A”( . bV*(—a+b+c)la+b—rc) ' A(—a+b+c)a—b+c) )
203+ b2 (c+a)+ (c—a)(ct+a)) (23 +c2(a+b)+(a—b)2(a+Db))’

Las rectas A:B} y B:C} se cortan en

,,( a*(a—b+c)(a+b—rc) —_— A(—a+b+c)(a—b+c) )
(20° +a2(b+c)+ (b—c)*(b+c)) (2 +E(atb)+(a—b)P(a+b) )

*
Ab

Y, finalmente, las rectas B;Cy y CyAj en

C’"( a’(a—b+c)a+b—c) V*(—a+b+c)la+b—rc) ***)
(20 +a?(b+c) + (b= c)*(b+¢)) * (20° +0*(c+a) + (c—a)*(c+a)) | '

12.9 Vamos a hacer un estudio similar al recién hecho, tomando las circunferencias exinscritas.

En el triangulo @, la perpendicular por el vértice B al lado BC corta a la paralela al
lado BC' por By, (—ab+ Sc : 0 :bc+ Sa) en el punto B, y la perpendicular por el vértice C'
al lado BC corta a la paralela al lado BC por Cy,(—ac+ Sp : bc+ Sa : 0) en el punto C,. El
tridngulo A’B’C’, limitado por las rectas B,C,, Cy Ay y A.B., es perspectivo con ABC, con
centro de perspectividad en el punto (no figura en ETC) de coordenadas

a

El punto B, es la interseccién de las rectas
BB, : Spx+a*2=0, Br, By : (bc+ Sa)x+ (ab— Sc)y + (ab— Se¢)z =0,

B, (2a*(a—b+c): —(a+b—c)(a®> —b>+c® +2a(b+c)): —(a—b+c)(a® —b* +?)).
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El punto C, es donde se cortan las rectas
CC,: Scx+a’y =0, C1,Cq: (bc+ Sa)x + (ac— Sp)y + (ac— Sp)z =0,
Co(2a*(a+b—c):—(a+b—c)(a®+b*>—c*): —(a—b+c)(a® + b - +2a(b+¢))).

Similarmente, se obtienen los puntos Cy, Ay, A., B., siendo sus coordenadas:

Cy((a+b—c)(a®>+b*—c®): —2b°(a+b—c): —(a—b—c)(a® + 2ab+ b* + 2bc — ¢?)) ,
Ay (—(a+b—c)(a®—2ab— (b+¢)*): —2b*(—a+b+c): (a—b—c)(a® —b* = ?)),
Ac(=(a=b+c)(a® —2ac— (b+¢)*): (a—b—c)(a®> = b —®) : 2(a — b —¢)c?),

B.((a=b+c)(a®=b*+c*): —(a—b—c)(a® —b* + 2ac+ 2bc+ ¢®) : —2c*(a —b+¢)) .
El punto A’ es la interseccién de las rectas C, A, y A.B. de ecuaciones respectivas:
20%°c(—a+b+c)r—(a—b—c)la+b—c)(a+c)(a+b+c)y+2ab’*(a+b—c)z=0,
2bc*(—a+b+c)x +2act(a—b+c)y—(a+b)(a—b—c)a—b+c)la+b+c)z =0,

b
A : :
<* ** b3(c+ a) + b%(c?2 4+ 4ca + a?) — b(c® + c2a + ca? + a3) — (¢ — a?)?

c
c3(a+0b) + c2(a? + 4ab+ b?) — c(a® + a?b + ab? + b3) — (a? — b2)2) ’
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Los puntos B’ = A.B.N B,C, y ¢! = B,C, N C, Ay se obtienen de forma similar, siendo:

a
B/
(a3(b +¢) + a?(b? + 4bc + ) — a(b3 + b2c+ be? + ¢3) — (b2 — ¢2)?

Dokokok ol

c
c3(a+b) + c2(a? + 4ab + b?) — c(a® + a?b + ab? + b3) — (a? — b2)2) ’

C’ ¢ :
(a3(b +¢) + a?(b? + 4bc + ¢2) — a(b® + b2c + be? + ¢3) — (b? — ¢2)?

b
b3(c+a) +b%(c? + 4ca + a?) — b(c® + c?a + ca? + a¥) — (¢? —a?)? ** *) '

En el triangulo @, la perpendicular por el vértice B al lado BC' corta a la paralela al
lado BC' por Cy (—ac+ Sp : bc+ S4 : 0) en el punto B} y la perpendicular por el vértice C'
al lado BC corta a la paralela al lado BC por By, (—ab+ Sc : 0 : bc+ S4) en el punto C. El
tridngulo A” B”C", limitado por las rectas BiCy, Cy Ay y A% By, es perspectivo con ABC, con

centro de perspectividad en el punto (no figura en ETC) de coordenadas

<2a5 +a*(b+c¢) — 2a3(b — ¢)? — 4a?be(b+¢) — (b—¢)2(b+ ¢)?) s ) :

El punto B} es la interseccién de las rectas
BB : Spx+a*z =0, Cr, B, : (bc+ Sa)r+ (ac — Sp)y + (ac — Sp)z =0,

B (2a*(a+b—c):—a®— (b—c)*(b+c) —a’(b+3c) +a(c® = %) : —(a+b—c)(a® — b+ ?)).

El punto C}; es donde se cortan las rectas
CCr: Scx+a’y =0, Br,Cy: (bc+ Sa)x+ (ab— Sc)y + (ab— Sc)z =0,

Ci(2a°(a—b+c): —(a—b+c)(a®+b*—c*):—a® — (b—c)*(b+c) —a®(3b+c) + a(b’ — ).

Similarmente, se obtienen los puntos C}, A;, A%, B}, siendo sus coordenadas:
Cy(—(a—b—c)(@®>+b*—c®): —2b*(—a+b+c):

a® +b° +b%c+ b + ¢ —a*(b+c) + a(3b* — ?)),

A (a2 + 0% +a?(b—c¢) +3b%c — bc® + A + a(b® = 2)
b

—2b*(a+b—c): —(a+b—rc)(a® —b* —c?)),

Af (a® + 0% = b*c+3bc* + & + a*(=b+c) +a(—b* + ?) :

o b B )20 bt ).

B (—(a=b—c)(a®> = b +c®) 1 a® + b +bc+ b+ —a’(b+c) —a(d® —3c) :
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2(a—b—c)c?).
El punto A” es la interseccién de las rectas Cy Ay y AXB? de ecuaciones respectivas:

2ab*(a +b—c)x + (a +c)(a+ b+ c)(a® +b* — 2ac + *)y + 2b%°c(—a + b+ c)z = 0,

2ac*(a — b+ c)x +2bc*(—a +b+c)y + (a+b)(a+ b+ c)(a® — 2ab+ b* + )z = 0.

A" ok b’ :
—20° — b*(c+ a) + 2b3(c — a)? + 4b%ca(c + a) + (¢ — a)?(c + a)?)

2
—2¢5 — c*(a+b) +2¢3(a — b)? + 4c2ab(a + b) + (a — b)%(a + b)3)) '
Los puntos B” = AXB; N B;Ck y C" = B:C» N Cy A} se obtienen de forma similar, siendo:

CL2

B (—2a5 —a*(b+c) +2a3(b—c)? + 4a2bc(b+¢) + (b —¢)2(b+ ¢)?) :

2

C
***'—%5—&m+by+%%a—mi+%%ua+m+4a—m%a+m%')’
C// CL2 .

—2a® — a*(b+c¢) + 2a3(b — ¢)2 + 4a2bc(b+¢) + (b — ¢)2(b+ ¢)3)

b2
—205 — bi(c + a) + 263(c — a)® + dPca(c + a) + (c— a)2(c+ a)®) *) :

[l

Con las mismas notaciones anteriores para los puntos By, B, Cq,Cy,Cy, CF, Ay, A, Ac, AL,
B., B} (conservando las mismas para los casos de la circunferencia inscrita o las exinscritas), se
tienen los dos siguientes resultados, en los que aparecen los conceptos de tripolo y conjugado
isotomico que se tratan en los parrafos § 17 y § 18:

Caso de la circunferencia inscrita:

Los puntos A’ = BCNB,C,, B = CANCyA, y C' = ABNA.B. estan alineados. El tripolo
de la recta que los contiene es el punto intermedio (X9 de ETC)

M(a(—a+b+c):bla—b+c):clat+b—c)).

Los puntos A” = BCNB;C}, B = CANC{A; y C' = AbN A’ B} estan alineados. El

a a?
tripolo de la recta que los contiene es el isotémico conjugado del punto intermedio (Xg5 de

ETC)

<a@aib+@‘b@—2+@‘cm+2—@>'

Se tiene que

A(0:bla—b+c):c(—a—b+c)), A"(0:(a+b—c)e:b(—a+b—rc)),
B'(a(a—b—¢):0:cla+b—c))), B"(c(—a—b+¢c):0:a(—a+b+c)),
C'(a(—a+b+c):b(—a+b—c):0). C"(bla—b+c):ala—b—c):0).
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Cada terna de puntos A’, B’,C" y A", B"”,C" estan, respectivamente, en las rectas:

be(a—b+c)la+b—c)x+ac(—a+b+c)(a+b—c)y+ab(—a+b+c)(a—b+c)z=0.
a(—a+b+c)xr+bla—b+c)y+cla+b—c)z=0.

Ademas, estas rectas se cortan en el punto

<a(b—c)(—a+b—|—c)2((b—c)2—a(b+c)):~-- : )

Caso de las circunferencias exinscritas:

Los puntos A’ = BCNB,C,, B = CANCyA, y C' = ABNA.B. estan alineados. El tripolo
de la recta que los contiene es el punto (X57 de ETC)

1 _ 1 ‘ 1
<bc(—a+b+c) “cala—b+c)’ ab(a+b—c))'

Los puntos A” = BC N B;Ck, B' = CANCyA; y C' = AbN Al B} estén alineados. El

a a?
tripolo de la recta que los contiene es el punto (X312, isotémico conjugado del X5; de ETC)

(be(—a+b+c):acla—b+c):abla+b—c)).

A(0:=bla+b—c):cla—b+c)), A"(0: —cla—b+c):bla+b—c)),
B'(a(a+b—1¢):0:—c(—a+b+c)), B'(c(—a+b+¢c):0:—ala+b—c)),
C'(—ala—b+c):b(—a+b+c):0). C"(=b(—a+b+c):ala—b+c):0).

Cada terna de puntos A’, B’,C" y A", B"”,C" estan en las respectivas rectas:

be(—a+b+c)r+acla—b+c)y+abla+b—c)z=0.

ala+b—c)la=b+c)x+bla+b—c)(—a+b+c)y+—cla—b—c)la—b+c)z=0.

Ademas, estas rectas se cortan en el punto

(a(a—b—c)(b—c)((b—c)2+a(b—|—c)):---:---).

12.10 Punto de Bevan:
P

Las perpendiculares por I, Iy, I. a los correspondientes lados de ABC' se cortan en el punto
de Bevan:
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Los puntos del infinito de las perpendiculares a los lados BC,C' A y AB son (12.45), respecti-
vamente

(—a®: Sc : Sp), (S¢ : —b?: S4), (Sp:Sa:—c?).
Asi, la perpendicular por I,(—a:b:c) BC es

(cSc — bSp)x + (a*c — aSp)y + (aSc — a*b)z = 0.

Utilizando férmulas de (2.4), esta ecuacién y, similarmente, las de las otras dos perpendiculares
son:

(b—c)sx+a(s—c)y —a(s —b)z =0,
—b(s —c)x + (c—a)sy+b(s —a)z =0,
c(s—b)x—c(s—a)y+ (a—b)sz=0.

Como el determinate formado por los coeficientes de estas ecuaciones se anula, el sistema tiene
solucion; tomando las dos primeras, la solucion es:

a(s—c) —a(s—0) : —a(s—=0b) (b—c¢)s : (b—c)s a(s—c)
(c—a)s b(s—a) b(s—a) —b(s—a) —b(s—a) (c—a)s

= (ab(s—c)(s—a)+a(c—a)s(s—b) : be(s—a)(s—b)+b(c—b)s(s—c) : ca(s—b)(s—c)+c(c—c)s(s—a)).
La primera coordenada se puede poner de la forma
a(b(s —c)(s —a) —as(s — b) + cs(s — b)),
y si se le suma y resta la expresion ac(s — b), queda asf:
a(b(s — ¢)(s — a) — as(s — b) + ac(s — b) — ac(s — b) + ¢s(s — b)),
que es la misma que

a(b(s —¢)(s —a) —a(s —b)(s — ¢) + ¢(s — b)(s — a)).

Geometria con coordenadas baricéntricas Angel Montesdeoca



13 Giro de rectas Pég. 47/143

Las otras dos componentes se obtienen permutando ésta ciclicamente. En definitiva el punto
encontrado tiene de coordenadas

a b c a b c a b c
By, t + : - + : + - :

Conocido como punto de Bevan (X4 de ETC). Este punto es el circuncentro del triangulo excentral
(pag. 121). (w

13 Giro de rectas

_>

13.1 Dada una recta d = px + qy +rz = 0, el vector v = (¢ —r,r — p,p — q) es paralelo a d

, . , . —
(pag. 28) y se dice que la recta d estd orientada por el v.

El dngulo 0 entre dos rectas d; y dz, que se toma entre 0 y 7/2, viene dado por la férmula

. — .

(11.37); esto es, si d; = pix+qiy+riz =0y vi = (Ni, pi, Vi) = (s — 74,7 —Di, Di— qi), parai = 1,2,
son, respectivamente, las ecuaciones de las rectas y las componentes de los vectores paralelos a ellas:

do
cosf — SariAe + Spuipe + Scrive
0 ds \/SA)\%-I-SB/L%+ScV%\/SA)\%+SB/L%+50V§
1 1 1
Como se verifica que A\jpg — 1A = pivo —viplo = Vida— M2 = | p; q1 71 | = 0, se obtiene
b2 q2 T2

que

sen’6 =1 —cos’6 =
(SA)\% + SB,U% + Sculz)(SA)\% + SB;L% + Scljg) — (SA>\1)\2 + Spuipe + Scl/ll/g)z _
(SaA?+ Spui + Scvi)(SaA; + Spu3 + Scvi)
_ SpSc(uive —vipe)? + SeSa(vide — Ave)? + SaSp(Aipe — pihe)? _
(SaA? + Spui + Scv)(SaA; + Spps + Scvi)
(SaSp + SpSc + ScSa)d?
(SA/\? + SB/L% + Scljlz)<SA)\% + SBM% + Scl/g) '

Se sigue que

1 1 1
S Pr @1 T
senf =
b2 G2 T2
\/SA)\% + SB,U% + chlz\/SA/\% + SB/@ + Scl/%

Con lo que el dngulo entre dos rectas, dy y do, (0 < 0 < 7w/2) viene dado por
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SaliAa + Sppipe + Scrive

cotagf = L
S b1 @1 M
b2 g2 T2

Cuando se cambia el sentido, por ejemplo, del vector 71, el numerador y denominador de
esta expresién cambian de signo. Y si se intercambian los indices, 1 <+ 2, s6lo cambia el signo
del denominador. Se concluye que el angulo orientado 6 (0 < 6 < 7) del par ordenado (di,d2) de
rectas orientadas d; = p;x + q;y + ;2 = 0 (1 = 1,2), no depende del sentido que se tome en la

direccién de cada recta, determinada por los vectores v; = (¢; — r;, 7 — pi, Di — Gi), y viene dado
por

Sp = Scotag f — Salgr —r1)(g2 —12) + Sp(r1 —p1)(r2 = p2) + Sc(p1 — @) (p2 — C]2). (13.53)
1 1 1
P @1 M
P2 g2 72

Para rectas perpendiculares, el numerador de esta férmula se anula por (12.42), es decir, 0 = 7/2.

De esta formula también surge que el angulo orientado 6 entre la recta pr + qy +rz =0y la
que tiene como punto del infinito (xg : yo : 20), estd dado por
Salg —r)xo+ Sp(r —p)yo + Sc(p — 9)20
PTo + qYo + 20

Sp = S cotag = (13.54)

En particular, los éngulos orientados 6,,6, vy 6., que los lados BC' (z = 0),CA (y = 0) y
AB (z = 0) forman con la recta px + qy + rz = 0, estan dados por

(p—r)Sp—(¢—p)Sc

cotagf, = 5
§ (q—r)S
(¢ —p)Sc — (r—q)Sa
cotag 0, = , 13.55
& (r—p)S ( )
cotagf. = (r=a)Sa—(p— T>SB.
(p—q)S
13.2 Como ejemplo, se comprueba que la bisectriz interior en A, cy — bz = 0, dada en (6.24),

forma con los lados AB y C'A éngulos orientados A/2 y m — A/2, respectivamente. En efecto,
usando (2.4) y (13.55),

cotas§. — (—b—C)SA—bSB _CSA—i—bC2 — cota é
8V = —cS B cS N &g
tae 0 _CSC+(b+C)SA_Cb2+bSA__ ¢ é_ ¢ _é
cotag 0y, = —5 =g = —cotag =cotag (T — o ).
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Como otro ejemplo del uso de estas férmulas podemos establecer que:

El ortocentro de un tridngulo es el incentro de su tridngulo ortico.

A B

C
Deberemos probar la igualdad de los angulos 6, y 65, que forma el lado BC con H,Hy y H, H,,
respectivamente. Los lados del tridngulo értico, Hy (0 : S¢ : Sp), Hy(Sc : 0: Sa), Ho(Sp : Sa : 0),
tienen por ecuaciones:

H,H,: Spx+ Spy — Scz =0, H,H,: Spx — Spy+ Scz = 0.
Por la primera de las férmulas (13.55):

— _ 2 o
cotag by = (54 +5¢)SB = (S8 — S4)5c _ 5" =5BSc _

(Sp + Sc)S (Sp + S¢)S

1 — cotag B cotag C
~ cotag B + cotag C
(Sa—Sc)Sp — (—=Sp — Sa)Sc 5% —-SBSc

cotag fy = — cotag(m — 02) = — (—Sp — Sc)S B (Sp+5Sc)S .

= — cotag(B + C') = cotag A,

El mismo procedimiento nos lleva a que el angulo que forma AC con HyH. es B. Se concluye
que el lado AB es antiparalelo (pag. 51) al lado correspondiente H, H}, del tridngulo 6rtico.

13.3 El siguiente resultado permite interpretar los giros mediante coordenadas baricéntricas.

Si 6 es el angulo orientado que forma la recta pr+qy—+rz = 0 con una recta d, las coordenadas
del punto del infinito de ésta son

(pa®+q(Sg—Sc) —1(Se+Sg) : gb* +7(Se — Sa) —p(Se+Sc) : r¢® +p(Sg — Sp) —q(Sg+54)).
(13.56)

Pues ya que, si (z : y : 2) es el punto del infinito de la recta d, Sy = S cotag y por (13.54), se
tiene el siguiente sistema de ecuaciones

r+y+z=0

(pSo — (¢ —r)Sa)x+ (¢Se — (r —p)Sp)y + (rSe — (p — q)Sc)z = 0,
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cuya solucion, en las variables z,y, z, dan las coordenadas enunciadas del punto del infinito de d.
En particular, cuando 6 = 7/2, se tiene la férmula (12.43). [

Podemos utilizar esto para determinar la recta que pasa por un punto y que forma con otra
dada un angulo determinado, siendo este angulo, por ejemplo, el que forman otras dos rectas dadas.
Concretando:

Sean las rectas d; = px + qy +r;iz = 0, (i = 1,2,3), entonces la recta
d = px + qy + rz = 0 que pasa por el punto Py(xo : Yo : 20) y que forma con la
recta dz el mismo angulo que d; con ds, se determina de la forma siguiente: Sea
0 el angulo que dy forma con dy, dado por la formula (13.53). Las coordenadas
del punto del infinito de la recta d estan dadas por (13.56) y, como ha de pasar
por Py(xo : yo : 20), queda determinada.

Como ejemplo, puede utilizarse este resultado para encontrar la ecuacion de la bisectriz interior
desde el vértice A, solamente conociendo su propiedad de que biseca este dngulo. Por (13.56) y
(2.4), el punto del infinito de la bisectriz en A, la cual forma un dngulo § = A/2 con el lado AB,
es

(=(Saj2+SB): Sajg—Sa:c®)=(—Sa—bc—Sp:Sa+bc—Sa:c®)=(=b—c:b:c).

Haciendo lo mismo para las otras bisectrices, se obtiene que sus ecuaciones (dadas en (6.24)) y las
coordenadas del punto comun (incentro), son

—cy + bz =0, cx —az =0, —bx +ay =0, I(a:b:c).

13.4 Vamos, ahora, a determinar la ecuacion de la simediana desde el vértice A, que es la recta
simétrica de la mediana, respecto a la bisectriz, en el vértice A. Por consiguiente, si 0 es el angulo
que forma el lado AB (z = 0) con la mediana por A (y — z = 0), debe ser el mismo que forma
dicha simediana con el lado AC' (y = 0); es decir, el 4ngulo orientado que el lado AC' forma con la
simediana por A debe ser m — 6.

De la férmula (13.53) y como en este caso p; = 0,q1 = 0,71 =1, po = 0,92 = 1,70 = —1, se
tiene que Sy = 254 + S, y por (13.56), el punto del infinito de la simediana por A es:

(Seo —Sc i b* 1 —(Sp_g+Sa)) = (=So — Sc : b*: Sy — Sa) = (=284 —a® : b* : ).

Calculos andlogos permiten determinar los puntos del infinito de las otras dos simedianas son
(a?: —2Sp —b2: ) y (a® : b? : —2Sc — ¢?), por lo que sus ecuaciones son:

—cfy +b*2 =0, r —a’z =0, —b?z + a2z = 0. (13.57)

conjugados
isogonales

V., M,

simedianas
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Estas rectas concurren en el punto denominado simediano. K (a? : b2 : ¢?), conocido también
como punto de Lemoine(”). Los pies de las simedianas son los puntos de coordenadas (0 :b%:
c?),(a®>:0:c*) y (a®: b*:0); con lo que las simedianas son las rectas por los vértices que dividen
al lado opuesto en la razon de los cuadrados de las longitudes de los lados adyacentes.

Damos a continuacion, hasta el final del parrafo, varios resultados que permiten construir
simedianas.

Utilizando (13.56) podemos obtener la ecuacién de la recta antiparalela 2)a un lado de un
tridngulo (respecto a los otros dos lados). Por ejemplo, la antiparalela al lado BC, que pasa por
un punto P(u : v : w), es la recta tal que el lado AC (y = 0) forma con ella un dngulo 6, igual
al que BC forma con AB; es decir, 8, = B. Entonces, el punto del infinito de tal antiparalela es
(SB —Sc:b?: —(Sp + SA)) y su ecuacién es:

X y z
da : u v w = 0
Sg—Sc vV —Sp—Sc

De forma similar se obtienen las antiparalelas por P(u : v : w), a los otros dos lados CA y AB.
Las ecuaciones de las antiparalelas por P son:

do i (Pv+bw)z + (VPw — Alu+w))y + (Pv—b*(u+v))z =0,
dy: (a®w— (v +w))x + (a*w + Au)y + (Pu— a®(v +u))z =0, (13.58)
de: (a®v—b%(w+v))z + (V*u—a?(w+u))y + (b*u + a®v)z = 0.

Un ejemplo del uso de rectas antiparalelas es la construcciéon de las simedianas, utilizando el

hecho:

La simediana relativa al vértice A es el lugar geométrico de los puntos medios de las antipa-
ralelas ) del lado opuesto BC.

Por (13.58), la antiparalela d, a BC por el punto P(0,1 —¢,t) en BC es:
(At —1)=b*t)x +t(-b*+ Ay — (b* =)t —1)z2 =0
El punto medio que ésta determina sobre los lados AB y AC es
(x:y:2)=(=b%c® =t —1) + b : —b*(=2(t — 1) +b%t) : *(t — 1) — b*c?t).

Eliminando ¢, se obtiene que el lugar geométrico de tales puntos medios tiene por ecuacién
c?y — b%>z = 0, que es la simediana (13.57) por A. (u

(1) Emile Michel Hyacinthe Lemoine (1840-1912) [12] expuso propiedades del punto conocido hoy como simediano
o punto de Lemoine, por primera vez en 1873 (Nouvelles Annales de Mathématiques), luego en el Congreso de la
Association scientifique pour avancement des Sciences, al que dio el nombre de ”centro de medianas antiparalelas”.
Posteriormente, en 1884, M. Neuberg en Memoire sur le tétraedre (donde hace una generalizacién al tetraedro) le
llamé ”punto de Lemoine”. No obstante, este punto fue tratado en 1809 por LHuilier y en 1847 por Grebe, es por
lo que se conoce como ”punto de Grebe”, en Alemania.

En 1883, M. d’Ocagne introduce el término ”simediana” para la recta obtenida como reflexién de una mediana
de un tridngulo respecto a la correspondiente bisectriz (es decir, la mediana antiparalela de Lemoine). Es Robert
Tucker quién introduce el nombre de ”simediano”, para el punto de concurrencia de las medianas.

(2) Rectas antiparalelas son dos rectas que cortan a otras dos cualesquiera, de modo que los dngulos que forma
una de aquellas con otra de éstas sean iguales a los que forman las otras dos.

Geometria con coordenadas baricéntricas Angel Montesdeoca



Pég. 52/143 13 Giro de rectas

Por lo que, bastaria con girar el lado C'A un angulo 6 = B, alrededor del vértice C'; el punto
medio de C'y el de interseccién de la recta girada con el lado AB, estd en la simediana por A, con
lo que queda determinada.

tangente

antiparalela
a BC por P

antiparalelas

simediana por A

Otra manera de construir la simediana, utilizando esta tltima propiedad de las simedianas, es
mediante una inversiéon relativa a una circunferencia. Con tal fin necesitamos el siguiente hecho:

Las rectas PQ y P’'Q’, donde P’ y Q' son los inversos de P y @ respecto a una circunferencia,
son antiparalelas.

En efecto, consideremos la inversién determinada por la circunferencia Py(p) de centro Py y
N —_— o —

radio p. Los tridngulos PyPQ y PyQ'P’ son semejantes, pues tienen un angulo comin, PPyQ =
PP PyQ

= a que PyP - PyP' =

POQI PQQ/? y q 0 0

PyQ - PoQ' = p*. [

Noétese que, como consecuencia de la semejanza de estos tridngulos, se verifica, ademas, que

P
P/g’ =2 siendo d y d’ las distancias de P, a las rectas PQ y P'Q’.

—_—
Q' PyP’, y se tiene la razén entre los lados correspondientes
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PN
Para determinar la simediana por el vértice A de un tridangulo ABC', podemos, en consecuencia,

proceder de la siguiente forma:

Sea la circunferencia A(c) con centro en A y que pasa por B. En la inversién relativa a la
circunferencia A(c), B es fijo y el inverso de C es el punto C’ de interseccién del lado AC con
la circunferencia que pasa por A, B y el punto B’ de corte () de BC' con la circunferencia de
inversion. Asi, BC' es antiparalela a BC.

El punto medio M de BC" estd en la simediana por A, con lo que ésta queda determinada.

Otro método para construir la simediana relativa a un vértice (sea A, por ejemplo), se basa en
el siguiente resultado (2):

Las paralelas por el pie V, de la bisectriz en A a los lados AB y AC los cortan en los puntos
P. y P, respectivamente. Sea P = BP, N CP,, entonces AP es la simediana por A.

Las ecuaciones de las rectas V, P, v V, P, son:
bx — cy + bz =0, cx +cy—bz=0.
Asi, Po(b:0:¢)y Pe(c:b:0) y las rectas BP, y CP,,
cx —bz =0, bxr —cy =0,

se cortan en P(bc: b% : ¢?), punto que estd en la simediana por A. I

El simediano también puede ser construido usando la siguiente propiedad:

El simediano esta en la recta que une el punto medio de un lado y el punto medio de la
altura a ese lado.

(1) Si el tridngulo ABC es rectdngulo en B, partimos de la circunferencia A(b) con centro en A y que pasa por C.
(2) Una demostracién sintética puede hacerse utilizando el Teorema de Ceva y que las simedianas son las rectas
por los vértices que dividen al lado opuesto en la razén de los cuadrados de las longitudes de los lados adyacentes

(b 51). AP, BP, CP
El Teorema de Ceva, aplicado a las cevianas de P, establece que °. °. b 1.
P.B P,C PA
T P ety PN
Como se tiene que AP, = AP, = P, Vg = P.V, =dy ABC es semejante a P,V,C y a P.BV,, se tiene, por una
parte, que

BP, P.B P,A c—d d c—d

P.C AP. CP, d b-d b-d
d 9 c—d cfd_b2

b
Y, por otra, que - = —— y — = ; vy multiplicAndolas miembro a miembro se obtiene que —— = —.
c b—d’ c d b—d 2
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En efecto, el punto medio de A(1 : 0 : 0) y H,(0 : Sc : Sp) (pie de la altura desde A) es
D(a?: Sc¢ : Sp) y como

0 1 1 = a2b2 — a202 + CLQSB — (ZQSC =0,
a’> Sco Sp

poniendo b2 = Sy + Sc y ¢ = Sy + Sp. Con lo que la recta M,D (M,, punto medio de BC),
contiene al simediano. Andalogamente ocurre con las otras rectas MyFE y M_.F, para los puntos
medios E y F' de las alturas desde B y C. [l

Otras construcciones de simedianas aparece en la pagina 55, haciendo uso del triangulo pedal
del baricentro y también haciendo uso de que la simediana por A pasa por el vértice (—a? : b2 : ¢?)
del triangulo isésceles levantado externamente sobre el lado BC', con angulo en la base igual a A

(pag 62).

13.5 Una propiedad méas del simediano es la siguiente:

El simediano es el iinico punto que es el baricentro de su propio tridngulo pedal.

Para un punto P(u : v : w) los vértices de su tridngulo pedal (12.48) son:
Ap(0:a?v+uSc : a®>w +uSp), Bp(b*u+vSc : 0: b*w+vS4), Cp(c?u+wSp : v+ wS4 : 0).

Como las sumas de las coordenadas de estos vértices son a?(u+v+w), b?(u+v+w), 2 (u+v+w),

1 1 1
su baricentro es —2Ap + —=Bp + —Cp, con coordenadas:
a b2 c2

(a®(2b°cPu+ *Scv + b2 Spw) : b*(*Scu + 2¢2a®v 4+ a>Saw) : (B> Spu + a®Sav + 2a°b°w)) .

Para que este baricentro coincida con P, sus coordenadas han de ser iguales a (Au, A\v, Aw).
Para que tenga solucion el sistema homogéneo de ecuaciones, que resulta, el determinante formado
por los coeficientes de sus ecuaciones, ha de ser nulo; esto ocurre cuando

A = 3a%b*c?, A = 2abc(3abe + S/ —(a? + b2 + ¢2)),

por lo que existe una sola solucién, correspondiente al valor real de A = 3ab?c?: (a? : b? : ),
simediano de ABC. [

14 Conjugado isogonal

14.1 Las rectas simétricas de las medianas, respecto a las bisectrices, se cortan en un punto,
el simediano. Esto ocurre en general, es decir, las rectas simétricas de las cevianas de un punto
P(u : v :w), respecto a las bisectrices, se cortan en un punto P*, denominado conjugado isogonal
de P. Es claro que el conjugado isogonal de P* es P. Se dice que las rectas AP y AP* son
conjugadas isogonales respecto a AB y AC.

Para calcular las coordenadas del conjugado isogonal de P(u : v : w), obtenemos, primero, la
expresion para el dngulo orientado 6 que el lado AB (z = 0) forma con la ceviana AP (wy—vz = 0),
que viene dada, usando (13.53), por (ver figura en la pagina 50):
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Sp= " s, 4+ Vg, (14.59)
w w

Usando esta férmula y (13.56), teniendo en cuenta que el dngulo que forma el lado AC con la
conjugada isogonal de AP (respecto a AB y AC) es m — 0, se llega a que el punto del infinito de
ésta es:

(Sr—p— Sc:b*: —(Sr—g +54)) = (=Sp — Sc : b*: Sp — Sa) = (—®v — b*w : b*w : o).

Procediendo similarmente con las simétricas de BP y CP, respecto de las correspondientes
bisectrices, se obtiene que las ecuaciones de las tres rectas conjugadas isogonales de las cevianas
de P (respecto a los lados correspondientes) son

—coy + bPwz = 0, Auzr — a’wz = 0, —b*uz + a*vy = 0,
t . a> b
que se cortail en. P*(a*vw : Vwu : Fuv) = (— D — —) . (14.60)
u v w

La correspondencia que a un punto P le asocia son conjugado isogonal P* (definida en los
puntos del plano, salvo en los lados del tridngulo de referencia) se le conoce como transformacion
isogonal, que FGM [4, (p.553)] llama inversién del Capitan Mathieu (1865).

Como ejemplos de pares de puntos conjugados isogonales, a parte de los mencionados baricentro
G(1:1: 1)y simediano K(a? : b? : ¢?), tenemos el circuncentro O(a?S4 : b2Sp : 2S¢) y el
1 1 1
Sa " Sy B SC
como cada exincentro, I,(—a:b:c), Iy(a:=b:c)el.(a:b:—c).

ortocentro H ( El incentro I(a : b : ¢) es conjugado isogonal de si mismo, asi

14.2  Una manera de construir el conjugado isogonal de un punto, sélo trazando perpendiculares,
se basa en el siguiente resultado:

T
Las perpendiculares desde los vértices de ABC a los correspondientes lados del tridangulo

pedal de un punto P, concurren en el conjugado isogonal de P.

En efecto, (ver ﬁgura en la pagina 50) sea A’ el pie de la perpendlcular por A a BpC'p, como los

triangulos rectangulos ACPP y AA’ Bp tienen los angulos APC’p y ABp A pA’ iguales (por abarcar
el mismo arco de circunferencia en la que estdn inscritos), aquellos son semejantes; por tanto,

P/Aa: = Bm’ y, en consecuencia, las rectas AP y AA’ son conjugadas isogonales (respecto a

ABy AC).

Para hacer la demostracién usando coordenadas, con P(u : v : w), debemos determinar el punto
del infinito de la recta BpCp, que es

(®Scv —b*Spw : =b*(Pv + Saw) : *(b*w + Sav)).

Por lo que el punto del infinito de la recta perpendicular a B pCp (dado por (12.43) 6 (12.44)) es
(v+b2w : —b*w : —c?v) y larecta que lo proyecta desde A es c2vy—b*wz = 0, que es la conjugada
isogonal de AP (respecto a AB y AC). Similarmente, se llega a que las rectas perpendiculares
por By C a los correspondientes lados del triangulo pedal son las conjugadas isogonales de BP
(respecto a BA 'y BC') y de CP (respecto a CAy CB).

Otro método, similar al anterior, para construir el conjugado isogonal de un punto P, se basa
en el siguiente resultado:
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Sea BpPCpA’ el paralelogramo formado a partir de un punto P y sus pies de las perpendi-
culares a los lados AC y AB, entonces AP y AA’ son conjugadas isogonales, respecto a AB y
AC.

(Construccién con GeoGebra)

C
Bp
Ba P
Aﬂ
p*
11
A Ca CP |

En efecto,
BpP A'Cp BpA

C, A C, A C,A

y por tanto, las rectas AP y AA’ son isogonales.

—  APBp~ AA'C,,

14.3 Podemos utilizar, una vez mads, el método de determinacion de una recta que forma un
angulo dado con otra, para encontrar las coordenadas de los puntos de Brocard (V) que son también
conjugados isogonales: o

Los puntos de Brocard €21 y 5 son dos puntos, en el interior del tridngulo ABC, tales que para
cada uno de ellos, se verifica que los segmentos que lo unen con los vértices forman el mismo dngulo
con los lados, es decir:

ACQ, = BAQ, = CBQy,  ABQ, = BCQ, = CAQ,.

(Applet CabriJava)
Sea una recta qy + rz = 0 que pasa por A; el angulo orientado wy que el lado AB forma con
ella es el angulo 6. que estd dado por las férmulas (13.55):

(q—1)Sa—1rSp
qS '
Vamos a determinar la recta que pasa por B y tal que el lado BC' (z = 0) forme con ella un

dngulo igual a w;. El punto del infinito de tal recta, usando (13.56), es (a? : —(S., +S¢) : S, —SB)
por lo tiene por ecuacién:

cotagw; =

(Sw, — Sp)x +a*z=0 o bien (q(Sa — Sp) —rc®)z —a’z = 0.

Andlogamente, la recta por el vértice C' tal que CA (y = 0) forme con ella un angulo igual a
w1 es la que tiene por ecuacién

bqz + (r* — q(Sa — Sc))y = 0.

(1) Henri Brocard (1845 - 1922)
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Estas tres rectas son concurrentes si

0 q r
q(S4 — Sp) — rc? 0 —a%q | = (a®q+c*r) (VPP +a’qr—bPqr—cPqr+c*r?) = 0.
b?q rc? —q(Sa — Se) 0
Tomando los valores de ¢ = ¢ y r = —a?, que anulan al primer factor, obtenemos que las tres
rectas
?y —a*z =0, b’z —a*z =0, b’z — c?y =0,

concurren en el primer punto de Brocard

1 1 1
Q(a®c? : b?a? : b)) = ( e ) .

b2 "2 qa?

Si ahora m — wy es el dngulo orientado que el lado AC' forma con la rectas qy + rz, que pasa
por A, se obtiene, utilizando de nuevo las férmulas (13.55), que:

q¢Sc — (r—q)Sa
rS ’

La recta por B, tal que el angulo que AB forma con ella es m — ws, tiene punto del infinito
(Sw, —SB : —S., — 84 :c?) y ecuacién

cotag(m — wq) =

*rz + (r(—Sa + Sp) + b%q)z = 0.

Y, finalmente, el lado BC forma un angulo de m — wo con la recta que pasa por C, tiene punto
del infinito (a2 : S, — Sc : —Sw, — Sp) y ecuacién

(r(—Sa+ Sc) + b*q)z + a*ry = 0.

La condicién para que estas tres rectas sean concurrentes (el determinante formado por sus
coeficientes se anule) es

(b*q + a®r) (V¢ + a*qr — b2qr — qr + *r?) = 0.
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Para los valores de ¢ = a? y » = —b?, que anulan al primer factor, se obtienen que las tres
rectas

a’y —b%z =0, Ar—b*2=0, Ar —a’y =0,

las cuales concurren en el segundo punto de Brocard

1 1 1
272 .12 2. 2 2\ ) .
QQ(beCCG}—(C—QFb?)
Claramente, los puntos de Brocard €27 y €5 (en la pdgina 117, se da una construccién de ellos)
son conjugados isogonales.

Noétese que los valores de ¢ y r que anulan el segundo factor del determinante, formado por
los coeficientes de las tres rectas que forman angulos iguales con los lados del triangulo, en ambos
casos, dan lugar a soluciones imaginarias para la recta qy + rz = 0; de hecho se obtiene las rectas
Ay + (Sa+iS)z =0.

Los dngulos w; y wo que las rectas por A obtenidas, c*y — a?z = 0 y a?y — b%z = 0, forman

con los lados AB y AC, respectivamente, coinciden y lo denotamos por w y se le conoce por
angulo de Brocard:

(2 +a?)Sa+a?Sp  2S4 + a?c? 1

t = = =—(S S Sc).
cotag wq 29 23 S( A+ S+ Sc)
2S¢ — (=b* — a?)S 2p? + 28 1
cotagwgz—cotag(ﬂ—wg):—a © <—b25 a”)54 _ 4 ;2—5 A :§(SA+SB+SC).
2 412 4 2
cotagw = % = cotag A + cotag B + cotag C' (14.61)
14.4 Los puntos de Brocard no son centros de un triangulo del tipo de la ETC, Enciclopedia

de Kimberling, (ellos forman un par bicéntrico, ver pagina 23); sin embargo, puntos contenidos en
la recta que ellos determinan, tales como su punto medio y punto del infinito si son centros. Estos
son los puntos X39 v X512 v sus respectivas coordenadas son:

(a®(0*+ ) : b°(c* +a®) : *(a® + 7)) = (sen Asen(A +w) : sen Bsen(B +w) : sen C'sen(C +w)),

(a®(b* — *) 1 b*(c® — a®) : *(a® — b?)).

Para obtener las expresiones de las coordenadas en funcién de los dngulos, se ha utilizado (2.4) y
que
—a2 L2 42 2 4 12 4 2
Si+ S, = a +2 +c +a +2 +c 2

P. Yiu [20]. §8.4, da una generalizacién de los puntos de Brocard, que llama brocardianos.
Dado un punto P(u : v : w), en coordenadas baricéntricas relativas al tridngulo ABC, los
brocardianos de P son los puntos

1 1 1 1 1 1
Pl(—:—:—), Pg(—:—:—>.
vow U w U v

Su construccién se muestra en las siguientes figuras
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B A

Sean P,(0:v:w), Py(u:0:w)y P.(u:v:0) los pies de la cevianas de P.

La paralela, wr + wy —vz =0, por P, a AB cortaa CAen P)(v:0:w)=(1/w:0:1/v).
La paralela, —wz + uy + uz = 0, por P, a BC corta a AB en P/(u:w:0) = (1/w:1/u:0).
La paralela, v —uy + vz =0, por P, a CA cortaa BC en P/(0:v:u)=(0:1/u:1/v).

1 1 1
Por tanto, los puntos P, P/, P! son los pies de las cevianas de P <— D= —).
vow  u

Similarmente, trazando paralelas por P,, P, y P, a los lados CA, AB y BC, respectivamente,
se obtienen los tres puntos P)(1/v : 1/w : 0),P/(0: 1/w : 1/u) y P/(1/v : 0 : 1/u), que son los

1 1 1
pies de las cevianas de P» <— = —).
wou v

Los puntos de Brocard son los brocardianos del simendiano K (a? : b* : ¢?).

Los puntos de Jerabek son los brocardianos del incentro:

Si construimos rombos exteriormente sobre los lados de ABC', como aparecen en las figuras
siguientes.

Sobre el lado BC' construimos el rombo tal que uno de los lados esté en la prolongacién de AB.
Para construir los rombos sobre los otros lados, procedemos ciclicamente.

B a ¢’ c” A b
Si A’, B’ y C" son los vértices opuestos, en estos rombos, a los vértices B,C' y A, respectiva-
mente. Entonces, las rectas AA’, BB’,CC’ son concurrentes en el punto I; = (1/b: 1/c: 1/a).
Ahora, sobre el lado BC, construimos el rombo tal que uno de los lados esté en la prolongacién
de AC, y completamos la construccién de los otros rombos ciclicamente.
Si A”, B"” y C" son los vértices opuestos, en estos rombos, a los vértices C, A y B, respectiva-
mente. Entonces, las rectas AA”, BB” ,CC" son concurrentes en el punto Iy = (1/c: 1/a: 1/b).
Los puntos I; e I se llaman puntos de Jerabek, forman un par bicéntrico y son los puntos

brocardianos del incentro I = (a : b: c).

Para la comprobacion de estos hechos, debemos tener en cuenta que, por ejemplo, para el
segundo caso, Cy(b+c: —=b:0), Ay(0:a+c: —c), Be(—a:0:a+b); el punto medio de C,C es
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(b4 c: —b:c) y el simétrico, respecto a éste, de A es B”(b: —b: ¢). Andlogamente, se obtienen
C"(a:c:—c)y A”(—a : b: a). Es inmediato ahora comprobar que las rectas AA”, BB" y CC”
concurren en Is(ab : be : ac).

De forma similar, para el primer caso, se llega a que las rectas AA’, BB’ y CC’ concurren en
Ii(ac: ab: be).

Otra interpretacion geométrica de los puntos de Jerabek:

Si en cada lado de un tridngulo tomamos segmentos iguales y con la misma orientacion, las
paralelas a los lados por el extremo de estos segmentos determinan un tridngulo homotético a
ABC'. El centro de homotecia es uno de los dos puntos de Jerabek del triangulo. El otro se obtiene
cambiando la orientacion.

Para el primer caso, que se muestra en la primera figura anterior, tenemos que:
X(0:a—t:t), Y(t:0:b—1), Z(c—t:t:0).
Y las paralelas a AB por X, a BC por Y y a CA por Z son, respectivamente:
—tx —ty+ (a—1t)z =0, (b—t)r—ty—tz=0, —tr+ (c—t)y —tz=0.
Estas rectas se cortan, dos a dos, en los puntos:
A'(ct+a(—c+t): —at: —ct), B'(—at:bt+a(—b+1t):—bt), C'(—ct:—bt:ct+b(—c+t)).

Y los tridngulos A’B’C’" y ABC son perspectivos, con centro de perspectividad en Iy (ac : ab : be),
primer brocardiano del incentro I.

(Applet CabriJava)
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Las paralelas a través de I; a AB, BC' y CA cortan a CA, AB y BC en los puntos B1,C; y
A1, respectivamente; entonces, como I1(ca : ab : be) se tiene

ca ab be

LA =b—*  Bi=—e—" C=—a—2
1 be+cat+ab’ PR Cbc—i—ca—l—ab’ 1l abc—i—ca—i—ab

Andlogamente, si las paralelas por Iz(ab : be : ca) a los lados AB, BC'y AC cortan a BC,CA
y AB en los puntos As, By y C5, respectivamente, también se tiene la igualdad de las siguientes
magnitudes:

ab be ca

Ao =¢c—— I1'Bo=¢q————— I[L,Co=b—++— .
202 cbc+ca+ab’ 272 abc+ca+ab’ 2m2 be + ca + ab

Estas seis magnitudes son iguales y coinciden con la mitad de la longitud de los segmentos que
las paralelas a los lados por el punto de paralelas iguales (pag. 5), comprendidos entre los lados
del tridangulo de referencia.

15 Formula de Conway. Centros de perspectividad de Kiepert

15.1 Un punto P queda determinado por los angulos que debemos girar un lado desde los dos
vértices del triangulo de referencia, que determinan dicho lado, para que las rectas resultantes se
corten en él.

Sean ¢ y 9 los angulos orientados que forman el lado BC con las rectas BP y C'P, respectiva-
mente. Para determinar los puntos del infinito de BP y C'P, usamos (13.56) sustituyendo 6 por ¢
6 1 y poniendo p =1,g =0y r = 0 (coeficientes de la ecuaciéon x = 0 de la recta BC) y nos da,
respectivamente,

(a®: —(S, + Sc) : S, — Sp), (a® : —(Sy + Sc) : Sy — Sp).
Asi, las rectas BP y C'P y su punto de interseccién son:

(Scp — SB>:23 — CL2Z =0, (Sw + SC):L‘ —+ a2y =0,

P(—a*:Sc+ Sy :Sp—5,). (15.62)
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La férmula de Conway (V) es la que da estas coordenadas de un punto P, en términos de los
angulos orientados ¢ y ¥ que el lado BC' forma con BP y CP, respectivamente.

15.2 Como ejemplo del empleo de la férmula de Conway, vamos a obtener algunos puntos
notables del tridngulo, que son los centros de perspectividad del tridngulo de referencia y de ciertos
triangulos con sus vértices en las mediatrices de aquél. Estos centros son casos particulares de los
centros de perspectividad de Jacobi que aparecen en § 16.

Tomemos tres puntos X,Y y Z en las mediatrices de BC,C'A y AC, respectivamente, del
tridngulo de referencia, de tal forma que los dngulos orientados que forman C'B con CX, AC con
AY y BA con BZ coincidan; es decir, los tridngulos levantados sobre los lados, BCX, CAY y ABZ
sean semejantes. Sus coordenadas seran, por tanto, si 6 es el angulo comin:

X(—GZ:SC-FS@:SB-FS@), Y(Sc-i-SgZ—bz:SA-i-Se), Z(SB+SQZSA+SQ:—C2).

Las coordenadas de estos puntos se pueden poner en la forma siguiente:

X(**: SB—lkSg : SCI+S,,)’ Y(SA1+59 “ﬁ) Z(SA—lkS@ : 53159 **)

T
Por lo que los triangulos ABC' y XY Z son perspectivos; es decir, las rectas AX,BY y CZ
concurren en el punto de coordenadas

1 1 1
K(0) = : : 15.
(©) (SA—l-So Sp + Sy 504—59)’ (15.63)

conocido como centro de perspectiva o centro de perspectividad de Kiepert. A )@ se le denomina
tridngulo de Kiepert y su baricentro el mismo que de ABC, ya que la suma de las coordenadas de
cada uno de sus vértices es la misma, 25y, y X +Y + 2 =25,(1:1:1).

Por las dos ultimas relaciones de (2.4), el punto obtenido (15.63) se puede poner de la forma:

K(0) = senA  senB  senC
~ \sen(A+0) sen(B+6) sen(C+86))"

15.3 Algunos centros de perspectividad de Kiepert para valores particulares del dngulo 6: (2)

(1) La férmula de Conway aparece normalmente en la literatura bajo la forma
(—a®: Sc + Sy : Sp+5p).

Esto es debido a que se toman el signo de los angulos PBC y PCB positivo o negativo, segiin que P esté en el
mismo o distinto semiplano que A, respecto a la recta BC. Aqui estamos tomando, por ejemplo, ¢ como el dngulo
orientado (en el sentido contrario a las agujas del reloj) formado por el par ordenado de rectas (BC, BP).

:(2) Todos ellos contenidos en la hipérbola de Kiepert, hipérbola equilatera (contiene al ortocentro) circunscrita a
ABC, que contienen al baricentro y que es el lugar geométrico de todos los centros de perspectividad de Kiepert.
Su ecuacién se obtiene eliminando A y Sy entre las ecuaciones

1 1 1

A = ——— Ay = ——, Az = ——,
Sa+ Sy S+ Sy Sc + Se

resultando:
(0% — A)yz + (2 — a®)zz + (a® — b?)zy = 0.

El centro de esta hipérbola ((b2 —c2)?2: (2 —a?)?: (a® - b2)2) estd en la circunferencia de los nueve puntos y es

el X115 en ETC. Sus asintotas son las rectas de Simson—Wallace de los puntos en que el eje de Brocard, OK, corta
a la circunferencia circunscrita.

Los centros de perspectividad de Kiepert K(6) y K(w/2 — 0) estin alineados con el circuncentro, y los puntos de
contacto de las tangentes desde el circuncentro a la hipérbola de Kiepert son los puntos de Vecten (pag. 64).

Los conjugados isogonales de ciertos centros de perspectividad de Kiepert serdn tratados en § 16.

El eje de perspectividad de ABC y XY Z, cuando 6 varia, envuelve la parabola inscrita de Kiepert ,
(http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2361.pdf, pag 5).
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0= j:g Los puntos X,Y y Z son los puntos del infinito de las perpendiculares

(12.45) a los correspondientes lados opuestos a los vértices A, B y C' y, por tanto, el centro de
perspectividad de Kiepert es el ortocentro.

T
0=+— En este caso, los tridngulos levantados externamente (resp. interna-

3

mente) sobre los lados son equildteros, teniéndose que las coordenadas de los vértices X,Y y Z
son:

(—aQ:SC:I:%:SB:E%), (SC:I:%:—Z)Q:SA:I:%), <SB:I:%:SA:I:%:—02).

— P Y
Y el centro de perpectividad de ABC' y los triangulos XY Z son los puntos de Fermat (V) (X3 y
X14 de ETC), también conocido como puntos isogénicos:

K(:l:z) ( ! : ! : ! )
3 V3S4+S V3Sp+S V3So+S

Punto de Fermat Punto de Napoledn

K(n/3)

us
0= ig En este caso, levantamos externamente (resp. internamente) sobre los

lados tridngulos equilateros y los puntos X, Y y Z son sus centros de simetria:
(—a®:Sc+v3S: S5+ V3S), (Sc+VES: 1S4+ V3S), (S5 V3S: Sa£V3S: —¢),

que forman un trigngulo equildtero (2 (Teorema de Napoleén), y los correspondientes centros de

1 E1 primer punto de Fermat (que corresponde al caso en que los tridngulos equildteros son levantados exterior-
mente) es el tnico punto X que minimiza la suma de distancias AX + BX + CX.

(http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2295.pdf).

(2) Las coordenadas baricéntricas absolutas de los centros de los tridngulos equildteros levantados exteriormente
son

_SB+SC Sc+\/§s SB+\/§S
23S 7 2v3S 7 2v3Ss )’
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perspectividad de Kiepert son los puntos de Napoleén (X7 v X15 de ETC):
1 1 1
K(:l:z) ( : : ) :
6 Sa++3S Sp++3S Sc+3S

Si se construyen externamente (resp. internamente) cuadrados sobre los

T
0=+-—
4
lados del tridngulo de referencia, los puntos X,Y y Z son sus centros de simetria:

(—aQ:SCiS:SBiS>, (SCiS:—bZ:SAiS), (SBiS:SAiS:—02>

Los correspondientes centros de perspectividad de Kiepert son los puntos de Vecten (X455 ¥y X4s6
1

I

I

!

de ETC):
T 1 1
K(+~ : : :
(=7) (SAiS Sp+ S Sci5>
Runto de Vecten Y. K(arctag 2)
K(nl4)
Y
/ . . \c X
~ f ////,» X P > ”/ /////’
w4 A fan
V\ X P 1”131
A B A / ’
Z ’/
Z |

!

En este caso, levantamos externamente (resp. internamente) sobre los

0 = + arctag 2
lados cuadrados y los puntos X,Y y Z son los puntos medios de los lados que no tienen vértices
comunes con el tridngulo de referencia:

(—2a2 : 25015:25315), (QSCiS . _op? - QSAiS), <QSBiS 254+ S —2c2>.

1

1
254 £S5 2Sp+S 25+ S

Y los correspondientes centros de perspectividad de Kiepert son (Xi131 y X1132 de ETC):
+5)

K (+ arctag 2) (

Sc+V3S Sa+Sc Sa+V3S 7 Sp+V3S Sa+V3S Sa+Ss
23S 7 23S 7 238 ’ 238 235 7 23S )
2 2
(SB+25'0+\/§S) (SA+2S(;+\/§S) (Sa — Sp)? 1 V3
S S =-(Sa+Sg+S 39).
1252 t o8B 1252 toCT o5 554+ 895+ S0 +v35)
Angel Montesdeoca

XY?2 =58,
Las magnitudes Y Z2 y ZX? también dan este valor.
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0 = + arctag 3 En este caso, levantamos externamente (resp. internamente) sobre los

lados cuadrados y los puntos X,Y y Z son los simétricos de los centros de cada cuadrado respecto
a su lado que no tienen vértices comunes con el tridngulo de referencia:

(—3@2:35015:35”315)7 <SSCiS:—3b2:SSAiS>, <3SBiS:3SAiS:—302>.

Y los correspondientes centros de perspectividad de Kiepert son (Xi327 y X1328 de ETC):

1 1 1
K (+ arctag 3) (3SAﬂ:S "3Sp£S SScj:S)'

Estos centros de perspectividad tiene, también, la siguiente interpretacion geométrica, uti-

lizando los cuadrados levantados sobre los lados del tridangulo:
Y B

. a

K(arctag 3)

A

Designemos por A, y A, los vértices opuestos a los B y C, respectivamente, del cuadrado
levantado sobre el lado BC' y, de manera analoga, son designados los vértices B¢, B,,Cyq v Ch.
Ocurre entonces que los puntos

A" = A,Cy N B.A,, B' = B.A.NCyB,, C' = C,B, N ApChy,

P
forman un tridngulo perspectivo con ABC' con centro de perspectividad los considerados en este

caso (segin que los cuadrados estén levantado internamente o externamente sobre los lados de
ABC).

Esto surge de que las coordenadas de A son, usando la férmula de Conway (15.62) para ¢ = /2
y o =m—mn/4, Ay(—a®: Sc : S+ S). Para las de A, ponemos 9 = w/4 y ¢ = m/2, con lo que
A.(—a?: Sc + S : Sp). Andlogamente, se obtienen el resto de coordenadas:

Ap(—a?:Sc: Sp+85), A.(—a?:Sc+S:Sg)
BC(SC +S5: b SA), Ba(SC c—b? Sa —1—5)
Cou(Sp: Sa+8:—c?), Cy(Sp+ S :854:—c2).

La ecuacién de la recta ApC) es

(—SSA — SAS5 — 6250)33 + (—a202 + (S + SB)Q)y + (—GQSA - (S + SB)Sc)Z =0,
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y usando las férmulas (2.3), se puede poner de la forma:
(854 + SaSp + (Sa+ Sp)Sc)r — ((S+SB)* — (Sa+ SB)(SB + Sc))y + ((S+ SB)Sc + Sa(Sp + S¢))z = 0.

Procediendo de la mismas forma para hallar las ecuaciones de las rectas B.A. y C,B,, se llega a
que:

Ay Cy - (SA+S)m—ZSBy+(Sc+S)z:O,
B.A. : (Sa+S)x+ (Sp+S)y —2Scz =0,
C.B, : —2SA:E+(SB+S)y+(Sc+S)Z:0.

Resolviendo las dos primeras nos da el punto A’:

| 255 Sc+S| | Sa+S So+S| | Sa+S -25p
Sp+S5 —25- | | Su+S —25¢ | | S4a+S Sp+S

A( =52 — 555 =SS0 +3S5Sc: (S+S4)(S+35¢) : (S+54)(S +355)).

Resolviendo los otros dos pares de ecuaciones, encontramos las coordenadas de los puntos B’ y
C’. Los tres se pueden poner de la forma:

1 1 1 1 1 1
A/ . . B/ —_—— . e ! . . .
(** 355 + S BSC+S)’ (3SB+S - SSC+S>’C(SSA+S 355 + S **)

T P
Con lo que los tridngulos ABC' y A’B’C’ son perspectivos (pag. 10) con centro de perspectividad

1 1 1
(3SA—|-S ' 3SB+S.3Sc—|-S>.

El punto de Vecten exterior de ABC' es el punto interior de Vecten de A’B’C’ (Jean-Louis
Ayme, Hyacinthos Message#17406, http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2353.pdf).

0=—w Donde w es el angulo de Brocard (14.61); el centro de perspectividad de

Kiepert es, en este caso, el que se conoce como tercer punto de Brocard, X7 en ETC,

1 1 1 11 1
Q3 = K(—w) = : : =\—=:735:5]-
3= K(=w) (SA—Sw Sp — 8., SC—Sw) (a2 b2 c2)

(Applet CabriJava)
C

Geometria con coordenadas baricéntricas Angel Montesdeoca


http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2353.pdf
http://webpages.ull.es/users/amontes/cabri/geoba32.htm

15 Férmula de Conway. Centros de perspectividad de Kiepert Pég. 67/143

Los vértices de )ﬁ, si 21 y 5 son los puntos de Brocard, son X = BQ1NCQy = (a2 e bz),
Y =CONAQy = (2:b62:a?) y Z = AQ1 N BQy = (b2 : a? : ¢2).

Este punto puede haber recibido su nombre debido a que sus coordenadas completan la per-
mutacién ciclica de las coordenadas Q1(1/b% : 1/c¢? : 1/a?) y Q2(1/c? : 1/a® : 1/b?) de los puntos
de Brocard. o
___FEl tridngulo XY Z se denomina primer tridngulo de Brocard que es inversamente semejante a
ABC' con razén de semejanza 2cosw/v1 —4sen?w, y la circunferencia circunscrita al tridngulo
XY Z recibe el nombre de circunferencia de Brocard (pag. 119) y ella tiene al segmento OK como
didmetro y pasa por los puntos de Brocard €7 y Q5.

0=uw

El centro de perspectividad es (Xg3 de ETC):

K( ) 1 1 1 1 1 1
w) = N . = N . .
Sa+S, Sp+S., Sc+ S, b2 +c2 24+ a? a2+ b2

Al tridngulo )@ se le llama, en este caso, el tridngulo exterior de Gallatly-Kiepert y es
perspectivo con el tridngulo ceviano del simediano. En efecto, sean K, (0 : b? : ¢?), Ky(a? : 0 : ¢?)
y K.(a? : b : 0) los pies de las cevianas de K (a? : b% : ¢?), entonces, las rectas XK,, YK, y ZK,
tienen por ecuaciones:

(b =P -y +b°2=0, x4 (*—ad®)y—a*2=0, —b’z+d’y+ (a®>—-0b*)z=0.
Estas rectas se cortan en el punto (X194 de ETC) de coordenadas

((12b2 — V2 + 2a? b2 — a4+ a?b?  Pa® — adPh? + b262).

El tridngulo exterior de Gallatly—Kiepert también es perspectivo con el tridngulo excentral. En
efecto, se tienen las siguientes ecuaciones de las rectas:

X1, : (b(SB + Su) —e(Se + Sw):c —alac—Sp — S,)y +alab— Sc — S,)z =0,

YI: b(bc—Sa— Sy)x+ (C(SC +Su) —a(Sa+ Sw)y —b(ba — S¢ — S,)z =0,
ZI.: —c(cb—Sa— Su)z + clca— Sp — Su)y + (a(Sa + Su) — b(Sp + Su)z = 0.
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Las cuales se cortan en el punto:

(a(abc+ a(Sa+ S.) —b(Sp + Su) —c(Sc + Sy) 1+ v0) =
(a((a2+bc)(b+c) —a(b2+bc+62)) C )
szig Como
T 2
Swj:ﬂ-/Q = SCOtag(w:I: 5) = —Stagw — _S_’

el centro de perspectividad de Kiepert es

7 1 1 1
Kw+—-)= : : .
w=3) (SASw — 52 SpS,— 52 ScS, — 52)

Este es el punto de Tarry, X9g de ETC, que también se puede expresar de las dos formas siguientes:

1 1 1
<b4+c4 —a?2(b2+c2)  ct+at —b2 (2 +a?) a4+b4—c2(a2+b2))’

1 1 1
(SBSC — 82 " ScSa—8%  SaSp - S%) '
El punto de Tarry es el de interseccién de las perpendiculares por los vértices de ABC a los
correspondientes lados del primer tridngulo de Brocard:
N2

Los vértices del primer tridngulo de Brocard (pag. 66) son

(—a2 :Sc— S :S—5u), (Sc—5S,: —b%: Sy —Su), (Sp—S,:854—-8S,: —02).
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Las ecuaciones de las rectas por A, B y C, perpendiculares a los correspondientes lados de este
triangulo son, respectivamente:

(a* +ct = (a? + )y — (b +a* — A(b* +a?))z=0
—(c¢t+ b —a?(@ +0))w + (b + 0 = A0 +a%))z =0
(c* + 0% — a?(c® + b?))a + (a* + ¢ = b2 (a® + )y = 0.

La solucién de este sistema de ecuaciones da las coordenadas del punto de Tarry.

0=—w=+ g Como S_ i 4r/2 = —Sugr/2 = 5—2, el centro de perspectividad de Kiepert

(X262 de ETC) es el conjugado isogonal del punto medio del didmetro de Brocard, OK (pag. 119):

T 1 1 1
K—w+—-)= : : :
(-t 3) (SASW+SQ S5S, + 52 ScSw+S2)

T senA  senB  senC
~ \cos(A —w) cos(B—w) cos(C—w))"

s 1 1 1
K(—w+—-)= : : :
(-w 2) (a2SA +b%2c? " b2Sp + c2a?  RSc + a2b2)

Los 1ltimos casos tratados estan relacionados entre si y pueden obtenerse unos de otros mediante
la construccién que vamos a exponer a continuacién.

Si )@ es un triangulo de Kiepert perspectivo con 1@ , de centro de perspectividad K (6),
sea la circunferencia X (X B) con centro en X y pasando por los vértices B y C; similarmente
se consideran las circunferencias Y (Y C) y Z(ZA). Entonces, el centro radical de estas circun-
ferencias es el perspector de Kiepert K(7/2 — 0).

Como la circunferencia X (X B) pasa por B(0 : 1 : 0) y C(0 : 0 : 1), de su ecuacién general
(19.71) queda de la forma

a’yz + b*zx + oy — pr(z+y + 2) = 0.

Como, ademéds, ha de pasar por el simétrico de B, respecto a X (—a?: S¢ + Sy : Sp — Sp), que
es (—a®: Sc : Sp + Sp), se ha de cumplir:

—CQSC —i—pSg — bz(SB + Sg) + Sc(SB + S@) =0.

Con lo que p = (S? + S454)/Se = S%/Sy + S4 = Sx/2—0 + Sa y las ecuaciones de las tres
circunferencias, haciendo calculo andlogos para las otras dos, son:

a?yz 4+ b?zx + Pay — (Sa+ Sppp_g)r(x+y+ ) =0,
a’yz + b*za + ’zy — (Sp + Sr2-0)y(x +y +2) =0,

a?yz 4+ b?zx + *xy — (Sc + Spja—0)z(x +y+ ) = 0.
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El centro radical de estas circunferencias se determina, por ejemplo, restando la primera
ecuacion de la segunda y la segunda de la tercera, con lo que queda el sistema de ecuaciones:

(Sa+ Srj2—9) — (SB + Sr2-0)y =0, (SB+ Sr/2-0)y — (Sc + Sr/2-9)z =0,

cuya solucion es:

1 1 1
K(n/2 —-60) = : : .
(r/ ) (SA +Sx/2—0 S+ Srj2—9 Sc+ Sn/z—e)

T
Sp = =285, + /452 — 352 Caso en que el tridngulo de Kierpert XY Z es dege-

nerado (sus vértices estdn alineados).

Los vértices X,Y y Z estén alineados cuando el determinante formado por sus coordenadas es
nulo:

-Sp—Sc  Sc+ Sy S+ Sy
Sc+8Sy —Sc—Sa Sa+Se |=0
Sp + Sy SaSe -S54 — S8
255 +4(Sa+ Sp + Sc)Sa 4+ 6(SaSp + SpSc + ScS4)Se =0

Esa ecuacién, a parte de la solucién Sy = 0, para la cual los puntos X,Y y Z estan en la recta
del infinito y el centro de perspectividad de Kiepert es el ortocentro, tiene otras dos soluciones:

S2 445,89 +3S% =0,  Sp=—2S,+ /452 — 352

Sp = (=S, £+/S2 —352)/3 Caso en que las rectas AX, BY y CZ (siendo XY Z

el tridngulo de Kierpert) son paralelas.

Esto ocurre cuando el centro de perspectividad de Kiepert estd en el infinito, es decir, cuando
la suma de sus coordenadas en cero:

353 + Z(SA + S+ Sc)Sg + 85455 +SSc + ScS4 = 353 + 25,59 + S22 =0.
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1
Que tiene como soluciones (V): Sy = §(—Sw +4/52 —352).

16 Teorema de Jacobi

16.1  Tomemos tres angulos 0,0, v 0. y construimos los triangulos BCX,CAY y ABZ de tal
forma que los angulos orientados que forma AC con AY y AZ con AB sea 0,; BA con BZ y
BX con BC sea 0p; y, finalmente, CB con CX y CY con CA sea 0. (se tiene que AY y AZ son
simétricas respecto a la bisectriz en A; BZ y BX son simétricas respecto a la bisectriz en B; y
CX y CY son simétricas respecto a la bisectriz en C).

De acuerdo con la férmula de Conway (15.62), las coordenadas de X, Y y Z son:

X(—a2150+890 ZSB—f—Sgb), Y(Sc—i-Sgc :—bQ:SA+Sga), Z(SB—i-Sgb :SA—i-Sga 2—02).

Las coordenadas de estos puntos se pueden poner en la forma siguiente:

X(xx: sBiseb : Sc—ll-SQC)’ Y(ﬁ”ﬁ) Z(SA-il-Sga ‘ SBJlrsgb xx).

T
Por lo que los tridngulos ABC' y XY Z son perspectivos ( Teorema de Jacobi(Q)). El punto de
interseccion de las rectas AX, BY y C'Z es

sen(A+6a) " sen(B +6,) " sen(C + 9c)> - 66y

J( 1 1 1 ) B (SenAsen0a ~senBsenf, senCsenf,

Sa+So. Sp+Ss Sc+ S

(1) El radicando que aparece en estas soluciones es siempre positivo, pues por (2.9):
S2 352 = (Sa+Sp +Sc)? = 3(SaSp + SaSc + SpSc) = a* + bt + ¢t — (a?? + b2¢* + c%a?) =
S2

5 (—8sen?w + 3) > 0, 0<w<m/6.
sen2 w

= 45%(—2 4+ cosec? w) — 5% cosec? w =

(2) En [9, §6.45, pag.176] al tridngulo XY Z se le denomina ”Kiepert-Morley-Hofstadter triangle”.

En [20, §3.5.5, pag.40] este resultado aparece con el nombre de Teorema de Nagel. Un caso particular es el
Teorema de Kariya (ver pag. 95)

Michael de Villiers.- Mathematics and Informatics Quarterly, 6(3), 169-171, Sept 1996, le denomina ”Fermat-
Torricelli Generalization”.

Kostas Vittas, en http://www.mathlinks.ro/ le denomina ”Isogonic-Jacobi Theorem”
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Para abreviar llamaremos a )ﬁ tridngulo de Jacobi (relativo a los dngulos 04,6, y 0.) y al
centro de perspectividad de los tridngulos ABC' y XY Z, centro de perspectividad de Jacobi, que
denotamos por J. Los tridngulos de Kiepert (pag. 62) son un caso particular, cuando 6, = 6, = 0..

Cuando 0, = 6(A, B,C) es una funcién de los angulos y 6, = 0(B,C,A),0. = 0.(C, A, B),
al tridgngulo XY Z se le denomina en [9] tridngulo de Kiepert-Morley-Hofstadter. El centro de
perspectividad de Jacobi lo denotamos, en este caso, por Jy.

Si consideramos los pies de las perpendiculares Ax (0 : Sy, : Sg,), By (Se, : 0:Sp,) y Cz(Sh, :
Sp, : 0) trazadas desde los vértices X,Y y Z del tridngulo de Jacobi a los lados BC,CA y AB,
respectivamente, el triangulo A x By Cz es perspectivo con ABC, con centro de perspectividad en
el punto

JP (% : % : %) . (16.65)

Este punto, cuando el centro de perspectividad de Jacobi es del tipo Jp, lo denotamos por Jj .

A partir de un tridngulo de Jacobi XY Z (relativo a los dngulos 6,60y y 0..), podemos construir
otro tridngulo de Jacobi X'Y'Z’, con vértices en puntos X' = BZNCY, Y =CXNAZ, 7' =
AY NBX :

X' ((Sp + S6,)(Sc + Sp.) : =b*(Sp + Sp,) : —c*(Sc + Sp.))

Y’ (—a?(Sa+ Ss,) : (Sa+Se,)(Sc + Ss.) : —¢*(Sc + Ss.))

Z' (—a*(Sa+ Sp,) : —b*(Sp + Sp,) : (Sa + S0,)(SB + Se,)) ,
éste relativo a los dangulo 0, = m—A—0,, 0, = 71— B—0, y 0. = 71— C —§,; aunque podemos tomar
los angulos —A — 60,, —B — 6, y —C — 0., respectivamente, para determinar las rectas AY’, BX’

y CZ'. El centro de perspectividad de Jacobi (relativo a los angulos 6,60, y 0.) es, ahora, el
conjugado isogonal del centro de perspectividad de Jacobi J, relativo al tridngulo XY Z:

J* (aQ(SA + Sga) : bQ(SB -+ S@b) : CQ(SC + SQC)) .

. Y ¢ 2] e X
ﬁ — -~ P2 X7
0, >~ B A
AT T —x_.. 7 B
6’ /Qa,’f 0
-~ . y“\ gb
:{;]:,'é}—:*: ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,, 777777777777777777777777 A
; /Z’ e
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T —_
Se tiene, ademas, que los tridngulos XY Z y X'Y’Z’ son perspectivos (diremos que son tridngu-

los de Jacobi iso-relacionados), con centro de perspectividad en el punto (en la recta JJ*):

j(az(SA-l-Sga)—(SB-l-Sgb)(Sc-l-Sgc):bQ(SB-I-Sgb)—(SC-I-SQC)(SA-i-Sga): < )
16.66
2(Sc + Sp.) — (Sa + Sp, ) (S5 + seb)).

Si el centro de perspectividad de Jacobi es de tipo Jy, este punto lo denotamos por Jp.

16.2  Un ejemplo del caso general:

Sean un tridangulo ABC' y una recta cualquiera por el vértice A y sea 6, el angulo orientado
que forma el lado AC' con ella; consideremos la simétrica de la recta tomada, respecto a la
bisectriz interior en A. Las perpendiculares por B y C' a BC' cortan, respectivamente, a una
de las rectas en Z e Y y a la otra en Z; e Y. Ocurre entonces que los puntos BY N CZ; y
BY; N CZ estan en la recta AO, siendo O el circuncentro de ABC'.

T
Sea X el punto diametralmente opuesto a A, sobre la circunferencia circunscrita a ABC.

Por construccién, se tiene que CAY = Z1AB = 6,. Como el angulo XBA = 90° , por ser
AX un diametro, y también C/BZ = 90° , por construcciéon, se deduce que XBC = Z/lB\A = 0.
El mismo razonamiento, nos lleva a que BCX =YCA = 0.. Luego, se verifican las hipdtesis del
Teorema de Jacobi, y las rectas AX, BY,CZ; concurren.

El mismo razonamiento sirve para establecer que AX, BY7, C'Z son concurrentes, como se queria
demostrar.

Usando coordenadas, las perpendiculares a BC' por C' y B son, respectivamente
Sc:c+a2y:O, Spx +a’z =0,

y las recta por A tal que el lado AC forma con ella un dngulo orientado 6, y su simétrica, respecto
a la bisectriz por A, son, respectivamente

(Sp, + Sa)y +b%z =0, (S — Saye,)y+ b2z =0.
Tomando las intersecciones adecuadas de estas rectas, se tiene que:
Y (a®b® 1 —b*Sc : (Sp, + Sa)Sc) Z (—a*(Se, + Sa) : —b*Sp : (S, + Sa)SB) ,

Yl (a2b2 . —bZSC . Sc(SA — SA—i-Ga)) 5 Zl (a2(—SA + SA+9a) : —b2SB : SB(SA — SA—}-%)) .

Para que las rectas BY, CZ; y AO (—c?>Scy + b*Spz = 0) sean concurrentes, el determinante
formado por sus coeficientes ha de ser nulo. Este vale, usando (2.4),

a*b?SpSc(b*c — §% — 52)
S

De forma andloga, se obtiene la concurrencia de las rectas CZ, BY; y AO. [l

a2b2SBSC(b262 — Sp, 54 — 5124 + So,Sa+0, + SASA+9a) = =0.

Como 0, =7/2— By 0.=m/2—C, los centros de perspectividad de Jacobi, para los dos casos,
son:

1 1 1 1 1 1
<SA—|—Sga . SB—I—S%_B . SC—*—S%—C), (SA"_SW_QG_A ' SB—FS%_B . SC+S%—C> ’
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que como cotag(y — B) = tagB, cotag(m — 6, — A) = —cotag(, + A), y, en consecuencia,
S%_B = StagB = SQ/SB y Sr—g,—4 = —Sp,+4 v se pueden poner en la forma:
1 ‘ Sp ‘ Sc 1 ] S . Sc
SA—i-Sea‘SB—FSZ'SC—{—SQ ’ SA—SQQ_FA.SB—{—SQ'SC"‘SZ )

Como caso particular, tomemos la recta bisectriz exterior por A. Ahora, Y = Yy, Z = Zy,
f,=2—-4%4 y cotag 0, = tag(A/2), con lo que el correspondiente centro de perspectividad, usando
(2. )SB+52—a02 SC+52—a2b2ySA/2—SA+bc es:

(a2bc :b2Sp 0250) .

16.3 Como aplicaciéon del Teorema de Jacobi, podemos establecer el siguiente:

Teorema de Kosnita.- Las rectas que unen, respectivamente, los vértices A, B y C' de un
tridngulo dado ABC con los circuncentros de los tridngulos BCO, CAO y ABO (O el circun-
centro de ABC') son concurrentes.

Sean O, Oy y O, los_circuncentros de los tridngulos BCO, CAO y ABO, respectivamente.
Vamos a establecer que ABC' es un triangulo de Jacobi de O,0;,0., con lo que el teorema quedaria
establecido. . -

Necesitamos demostrar que O.0,B = CO Ob Pero esto es 01erto ya que ( O, esta en las
mediatrices de BC, BO y CO y se tienc tiene que 20.( 20 O,B = OO B = C’O 0= QC’O B.

Andlogamente se obtiene que O oOpC = AObOC y OO, A BO o,. (u

P T
Para obtener las coordenadas del centro de perspectividad de ABC' 'y O,0,0., vamos a deter-

minar las de los vértices de éste ltimo:
La ecuacién (19.71) de la circunferencia que pasa por los puntos B, C, O es

b2 2
alyz + b2z + Aay — —cx(x +y+2)=0.
254
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Su centro (19.76) tiene por coordenadas

b2 2 b2 2
Ou [ 455 : 2 SC-+bZSB: ¢ SB-+C2SC = (* %% :b*(c*Sc +284SE) : A (b?Sp +2545¢)) ,
2SA 2SA

b? c?
Oy [ *xx%: : .
( b2Sp + 25054 C2SC+25ASB>

De la misma forma se obtienen las coordenadas de Oy y O; por lo que, las rectas AO,, BOy y
CO. se cortan en el punto de Kosnita (X54 en ETC):

a? b2 c?
(aZSA—%QSBSC:ZﬂSB—%2SCSA:<?Sc—%28ASB)'

16.4 Consideremos diversos casos particulares para los valores de los angulos
0., =0(A,B,C), 0, =0(B,C,A), 0, =06(C,A,B).

Comencemos con los conjugados isogonales de algunos centros de perspectividad de Kiepert,
obtenidos en § 15.3.

16.4.1

T
=2_4
bu =5

Este es el conjugado isogonal del ortocentro, K (+m/2); es decir, el circuncentro, pues al ser

Sp, = S?/Sa:

p ( Sa S Sc

S24 82 52483 52+S%> = (a®Sa : b%Sp : *Sc) .

El centro de perspectividad de los tridngulos ABC' y AxByCyz es Jh A(SA : Sp : So), el
T_

conjugado isotéomico del ortocentro.
El centro de perspectividad de XY 7 y X Y'Z es

J ::jng(aQSA——SBSC:bQSB——SASc:cQSC——SASB),

2
el punto de De Longschamps.

16.4.2

2
0, = ——A
3

Es el conjugado isogonal del primer punto de Fermat, K (7 /3).

2 3 —cotag A S-S
De cotag ( o A) = V3 — cotag se deduce que Sy, = \/_ A, por lo que
3 V3cotag A + 1 \/_ Sa+

J%_A@%S+v@%)w%s+v@%9m%5+¢&b»,

que es primer punto isodindmico (X5 en ETC). Para otra interpretacion de los puntos isodindmicos,
ver § 20.11.
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o S+V3S4 S+V3Sp S++3So
F-a\VBS—54 V35-Sg V3S5-Sc)’

es el producto baricéntrico del segundo punto de Napoleén, Xig, por el conjugado isotémico del
primer punto de Fermat, X;3.

Jox ( — 52+ a2(V/3S +354) — 3S5Sc — V3S(SE + Sc) -
3

—S24+0%(V35+35p)—354Sc—V3S(S4+5¢) :—S2+62(\/§S+3SC)—3SASB—\/§S(SA+SB)) =

(a®Sa —2SpSc : b*Sp — 2S4Sc : S — 25458) =
(cos A—2cosBcosC :cos B—2cosC cosA:cosC —2cos Acos B).

La expresién en funcién de los angulos surge de la anterior con sélo utilizar S = besen A =
casen B = absen C; se trata del punto del infinito de la recta de Euler (X3¢ en ETC).

16.4.3

b= — A
3

Es el conjugado isogonal del segundo punto de Fermat, K(—n/3). De cotag(g —A) =

cotag A + /3 Sa 43S
se deduce que Sy, = S———
\/gcotagA—l V354 — S

Jr_y (*(V3S4 — 8) (V35 — ) A(V3Se - 9)) |

3

; por lo que

que es segundo punto isodindmico (X6 en ETC).

v (V38a=S V3Sp—S V3Sc—s
3-A\V35+S4 V3S+Sp V3S+Sc/’

es el producto baricéntrico del primer punto de Napoleén, X7, por el conjugado isotémico del
segundo punto de Fermat, X14.

j (SASB + S45c —25Sc : SaSB — 25450 + SSc : —25458 + 54S¢ —|—SBSC).

s
3

Se trata del punto del infinito de la recta de Euler.
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16.4.4

0, =+ _ A
6

Son los conjugados de los puntos de Napoleén, K(+x/6) y figuran en ETC como los X4 y
X622

iz <a2(SA +/35) : b2(Sp £ V3S) : (Sc + \/§S)> .

JE »
:I:g—A

+£v35+Sa £V3S+Sp £V3S+Sc
FV3Sa+S FV3Sp+S FV3Sc+S)’

que son los productos baricéntricos de los puntos de Fermat por el conjugados isotémicos de los
puntos de Napoledn.

j%(SASB + S4Sc +25S5¢c : S458 +2545¢c + SSc : 25458 + SaSc + SBSC).

Se trata del centro de la circunferencia de los nueve puntos, X5 en ETC.

16.4.5

™

Op=+——A
4
+cotag A + 1
Son los conjugados de los puntos de Vecten, K(+7/4). De cotag(:l:% —A) = (jz;z% se
+S4+95)S

deduce que Sy, = %; por lo que

J:I:%—A (a®(Sa£8):0*(Sp£8): A (Sc£89)).

Estos puntos son, con el signo +, el punto de Kenmotu (X371 en ETC), y, con el signo menos,
el centro de semejanza externo de la circunferencia circunscrita y la segunda circunferencia de
Lemoine o circunferencia coseno (§ 20.13), X379 en ETC.

JE
:i:z—A

(:l:S—f—SA 45+ Sp iS+SC)
FSa+S FSp+S FSc+S)’

que son los productos baricéntricos de un punto de Vecten por el conjugado isotémico del otro
punto de Vecten.

j (ia25—52+a25A:FSSB FSSc — SSc: ibQS—SQ—i-bQSB FSScFSS4—Sc54:

1
:I:CZS — 52 —I—CQSC F SSA F SSB — SASB) = (SBSC : SCSA : SASB).

Es el ortocentro, X4 en ETC.
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16.4.6

0, = tarctag2 — A

Son los conjugados isogonales de los centros de perspectividad de Kiepert K (+ arctag2). Como

tag A 192 S 25)S
cotag(F arctag2 — A) = %, se deduce que Sp, = %;
por lo que

Jr arctag2—a (a*(254 £ 5) : b*(255 £ 5) : (2S¢ £ 9)) .

Estos puntos son los X1151 v X1152 en ETC, que son inversos uno de otro en la circunferencia
de Brocard.

o £S5 +254 £5+255 £5+25¢
Farctag2—A FS4+2S  FSp+2S FSc+25)

~

Jarctag2<—11a4+6(b2+02)a2+5(b2—02)2 e )

16.4.7

0, = tarctag3d — A

Son los conjugados isogonales de los centros de perspectividad de Kiepert K (=4 arctag3). De

_ FcotagA+3

Fotag~ T (F54+35)5
~ 3cotagA+1’

cotag(F arctag3 — A) 30 L5
A

se deduce que Sy, =

por lo que
Jt arctag3—a (a*(354 £ 9) : b*(3Sp £ 5) : *(3Sc £ 9)) .

Estos puntos son los conjugados isogonales de Xi327 v X1328 en ETC.

P
TF

+S+354 +£5+3Sp +5+35c
arctag 3— A FS4 + 38 ) FSp +3S ' FSc + 38 .

Jarctag3(5SBSc — 4a*Sa : 5ScSa — 4b°Sp : 5S4Sp — 4¢2Sc).

16.4.8

0, =—-w-—A

Es el conjugado isogonal del centro de perspectividad de Kiepert K (w),

— cotag A cotagw + 1 (—=SaS, + 5)S
, se deduce que Sy, = ;
cotagw + cotag A “ So+5a

cotag(—w — A) =

por lo que
Jow—a (a*(Sa + 8,) 1 b*(Sp + Su) 1 A(Sc + 5u)) = (a®(b* + 2) 1 b (* + a®) : *(a® + b7)) .

Este es el punto medio de los puntos de Brocard, X3g.
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g7 Sa+ Scotagw ~ Sp+Scotagw  Sc + Scotagw B
@A\ S(S — Sacotagw) ~ S(S — Spcotagw) ~ S(S — Sc cotagw) )

< (b2 + 02) ‘ (02 —|—a2) ‘ (a2 + bz) ) |

br+ct —a2(b2+c2) A +at —b2(c2+a2?)  at +b* — 2(a? + b2)
Es el producto baricéntrico del complemento del simediano (X141) y el punto de Tarry (Xos).
Jo (a4 + 02 bt + a2t A a2b2) ,
figura en ETC con el nimero X3g4.

16.4.9

0, =w—A

Es el conjugado isogonal del centro de perspectividad de Kiepert K(—w),

cotag A cotagw + 1 (SaS. —I—SQ)S.

—S,+ 84 ’

cotag(w — A) = se deduce que Sy, =

— cotagw + cotag A’

por lo que
Jo_a (a4 bt 04) .

Este es el punto X30 en ETC.

a? b2 c?
JP : : .
w=A (a4 —a?(b®+c2) —2b2¢2 T bt — b2 (2 4+ a?) —2c?a?  * —c2(a? +b2) — 2a2b2)
Es el conjugado isogonal del Xg3).

Ahora vamos a considerar otros centros de perspectividad de Jacobi, no necesariamente rela-
cionados con centros de perspectividad de Kiepert.

16.4.10

0, =A

Los puntos X,Y y Z son, respectivamente, los simétricos de A, B y C respecto a los lados
opuestos; por lo que AX, BY y CZ son las alturas y el centro de perspectividad de Jacobi es el
ortocentro J4 = H(1/S4 : 1/Sp : 1/S¢) = J4. J4 = O = J_24. El centro de perspectividad de
los tridngulos de Jacobi iso-relacionados es

Ja (a®Sa —2S5Sc : *Sp — 2S4Sc : 2Sc — 2S45E),

punto del infinito de la recta de Euler (X3¢ en ETC).

16.4.11

Los triangulos XY Z y ABC coinciden.

Geometria con coordenadas baricéntricas Angel Montesdeoca



Pég. 80/143 16 Teorema de Jacobi

16.4.12

0, =—-2A

J_o4 es el conjugado isogonal de J4 (§16.4.10), es decir, el circuncentro O.

Los pies de las perpendiculares por X,Y y Z a los lados BC,CA y AB, forman un tridngulo
perspectivo con ABC, con centro de perspectividad en el punto de Prasolov (1) (Xes en ETC):

Jp SA . SB . SC —
T2ANS2 - 62 8282 T 52— 62

( cotag A cotag B cotag C

: : = (tag2A : tag 2B : tag 2C).
S — Scotag? A~ S — Scotag® B S—Scotag20> (tag ag ag20)

16.4.13

0, = A/2

Los puntos X,Y y Z son las reflexiones del incentro I sobre los lados BC,CA y AB, respec-
tivamente, y el centro de perspectividad de los tridngulos ABC' y XY Z es el punto punto de Gray
(X79 de ETC), que como Sy/5 = Sg +bcy S = besen A, tiene las siguientes expresiones para sus
coordenadas:

1 1 1 1 1 1
J : : = : : -
472 (SA +Sa2 Sp+Spi2 Sc+ 50/2) (25,4 +bc 2Sp+ca 2S¢+ ab)

1 1 1
(b2+02—a2+bc P+ a?—b+ca’ a2+b2—02+ab> B
senA  senB  senC
1+2cosA 1+2cosB 1+2cosC )’

T PN
El que los tridngulos ABC'y XY Z sean perspectivos, también surge del Teorema de Kosnita
(pag. 74), al ser A, B y C los centros de las circunferencias circunscritas a los tridngulos Y Z1,
ZXIy XYI (I el incentro de ABC'y circuncentro de XY 7).

Jap=J_34a (a®(—a® + 0>+ 4+ be) : b*(a® = b* + > + ca) : P(a® + 0> — * + ab)) =
2

(sen A +sen2A :sen B +sen2B :senC + sen2C) .

Pt
(1) Punto de Prosolov.- Si A’ B’C’ est4 formado por los simétricos del tridngulo értico de ABC, respecto al centro

N de la circunferencia de los nueve puntos (pdg. 114), las rectas AA’, BB’ y CC’ son concurrentes. En efecto, Sélo
basta con tener presente que el simétrico de H, (0 : S¢ : Sp) respecto a N(S? +SpSc : 8%+ ScS4: 5%+ 545B)
es

Sp Sc
A’ (a®(S? + SBSC) : Sp(S* — S2) : SC(S* — $*?B)) = <* g 5 P S%> .

Y similarmente con los otros simétricos B’ y C’. La concurrencia es el punto de Prasolov.
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—
Este es el X35 de ETC, descrito en ella como el centro de perspectividad de ABC'y del tridngulo
cuyos vértices son los inversos de los exincentros respecto a la circunferencia circunscrita a ABC (1),
El centro de perspectividad de los triangulos de Jacobi iso-relacionados, para este caso, es

jA/g (CLQSA —25BSc — a(bSB + CSC) : bZSB — 25054 — b(CSC + CLSA) T ) .
Este es el punto X;77¢ de ETC.

Los pies de las perpendiculares por X,Y y Z a los lados BC,CA y AB, respectivamente, son
los puntos de tangencia de la circunferencia inscrita con los lados, que son los pies de las cevianas
del punto de Gergonne (pag. 34):

v r 1 1 _ 1 ' 1 ' 1 B P 1 1
A2\ Saspe  Spra Scz)  \2s(s—a) 2s(s—0b) 2s(s—c)) \s—a s—b s—c)’

16.4.14

0, = —AJ2

Los puntos X,Y y Z coinciden, claro esta, con el incentro y, por tanto, J_4,2 = I. JjA/2 =
J_as2 =1 JfA/Q es el punto de Gergonne.

16.4.15

El tridngulo de Jacobi es el que tiene por vértices los simétricos de los excentros respecto a los
correspondientes lados.

A— A
Ya que cotag ( 7T) = —tag 2 la primera componente de Ja_, es

2 2
I 1 1

. S2 - g2 +b2c2 - o .

SA SA/2 SA _ W QSA be

Asi,

1 1 1
JA—x : : .
S5 \254 —bc 2Sg—ca 2S¢ —ab
Se trata (pag. 35) del punto simétrico del incentro respecto al punto de Feuberbach (Xgg en
ETC).

(1) La polar del exincentro Io(—a : b : c) respecto a la circunferencia O(R) (19.69) a?yz + b%zx + c?zy = 0,
circunscrita a ABC es:
be(b+ c)x + acla — ¢)y + abla — b)z = 0,

que corta a la recta Olg:
be(b—c)(a+b+c)x+acla+c)(a+b—c)y—abla+b)(a—b+c)z=0,
en el inverso de I, respecto O(R):
(—a2 (a2 — b2 —c2+bc) . b2 (a2 —b2+02+ca) . c? (az—&—b2 —02+ab)).

Similarmente, se obtienen los inversos de I(a : —b: ¢) e I.(a : b: —c) respecto a O(R), obteniéndose los puntos
de coordenadas:

(a2(—a2+b2+02—|—bc):***:02(a2+b2—02+ab)), (a2(—a2—|—b2+62+bc):b2(a2—b2+62+ca):***).
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16.4.16

3A

0, =
2

El centro de perspectividad de Jacobi es el conjugado de J4 /2 (§16.4.13), esto es
J_34/2 (a®(bc+284) : b*(ca+ 25p) : ¢*(ab+ 25¢)),
que se puede obtener a partir de (16.64), teniendo en cuenta que

cotag (_%) _ (I —2cos A) cotag(A/2) _ (1 =284/(bc))(Sa+bc)  (be—254)(Sa + be)

2 1+2cos A S(1+4254/(bc)) B S(bc+ Sa) ’
es decir,
g _ (bc —284)(Sa +be)
_% N bc + 254

Por otra parte, haciendo uso también de esta ultima expresion, se obtiene que:

T2

bc+ 254 ) ca+ 2Sp ) ab+ 2S¢
b2c? — beSy —25% 7 c?a? — caSp — 25% " a?b? — abSc — 25% ’

Que no figura actualmente en ETC, pero es el producto baricéntrico del X35 por el conjugado
isotémico del Xo393(a?(a —b—c)(a? —b* —c2+bc):---:---).
En términos de los angulos, usando S4 = bccos A = cacos B = abcos C, se tiene

J£—3A/2

a(l+2cosA)  b(1+2cosB)  c(1+2cosC) B
1—cosA—2cos2A 1—cosB—2cos2B " 1—cosC —2cos2C )

sen A +sen2A4 ~sen B +sen2B sen C + sen 2C
cosA + cos2A ~ cosB + cos2B  cosC + cos2C )

16.4.17

0, = —A/4

Los puntos X,Y y Z son los incentros de los triangulos IBC, AIC' y ABI, respectivamente.

Los cuadrados de las longitudes de los segmentos I A, I B e IC son, respectivamente:

(b+¢)*Sa+b2Sp +2Sc be(—a+b+c)

(a+b+c)?  a+bte
a?Sa+ (c+a)®Sp+c2Sc cala—b+c)
(a+0b+c)?  a+bte
a?Ss+b*Sp+ (a+b)2Sc abla+b—c)
(a+b+c)?  a+btc

Las coordenadas de los incentros () de los tridngulos IBC, AIC' y ABI son, respectivamente,
en coordenadas baricéntricas absolutas:

(1) Las coordenadas de los incentros de los tridngulos IBC, AIC y ABI, respecto de ellos mismos son, respecti-
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a ab(a+b—c) ac(a — b+ c)
X=———>a:b: ———(0:1:0 ———(0:0:1
P A i PN Tarhre )

ab(a+b—c) b \/bc(—a+b+c)
Y=4/—(1:0: ——(a:b: :0:1
V arore VOO oo las bty o (0006 D),

ac(a — b+ c) \/bc(—a+b—|—c)
= ——(1:0: i1 ——(a:b:0c).
w100+ a0l 4 mmgm(asbic)
a? - ab abla+b—c)  ac ac(a — b+ c)
a+b+c at+b+e a+b+c “at+b+e a+b+c
ab [ab(a +b— ¢) b? be \/bc(—a +b+c)
+ : : + ,
at+b+ec at+b+ec at+b+c a+b+ec at+b+ec
ac ac(a —b+c) bc \/bc(—a+b+c) . c?
a+b+c a+b+c “a+b+ec a+b+c “a+b+ec

Estos puntos también se pueden expresar mediante las coordenadas (multiplicando por a+b+-c)
siguientes:

X(azzab—k Vab(a+b—c)la+b+c):ac+ \/ac(a—b+c)(a+b+c)),

Y(ab+ Vabla+b—c)(a+b+c):b? :be+ \/bc(—a—l—b—l—c)(a—i—b—i—c)),

Z(ac+ Vacla—b+c)(a+b+c):be+ \/be(—a+b+c)(a+b+c) :62).

1 1
X <***'Ca_|_\/ca(a—b—|—c)(a+b+c) ab+ \/ab(a—l-b—C)(a~|-b+c)>7

1 1
Dk kK
be+ v/be(—a+b+c)(a+b+c) ab++/ab(a+b—c)(a+b+c)
1 1

) %k %k

be+ \/be(—a+b+c)a+bte) cat/eala—b+c)(a+b+c) :

vamente:

(a(a—|—b—|—c) :v/abla+b—c)(a+b+c): \/ac(a—b+c)(a+b+c)>,

(\/ab(a+b—c)(a+b+c):b(a+b+c) : \/bc(—a—i—b—l—c)(a—i—b—}-c)),

(\/ac(a—b—i—c)(a—l—b—i—c) : \/bc(—a—l—b—l—c)(a—i—b—i—c):c(a—l—b—l—c)).

P
Los puntos que tienen estas coordenadas respecto a ABC, forman un tridngulo perspectivo con aquél, con centro
de perspectividad en el punto Xi74 de ETC (”Y{I center of congruence”)

! : : Y S S : = <sené 'senE 'seng>
Vboc(—a+b+c)(a+b+c) o B 2c(S4 +be) N 2 2 2)’
O bien,
a ) b ) c
—a+b+c’ a—b+c’ a+b—c/’
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Asi, el centro de perspectividad de los triangulos ABC' 'y XY Z es el primer punto de De Villiers
(X1127 de ETC)

1
Jﬁ : .. : DY .
A/ (bc—l— Vbe(—a+b+c)(a+b+c) )

Estas coordenadas las podemos expresar en funcion de los angulos del triangulo ABC', usando
que (—a+b+c)la+b+c) = —a®+ b+ +2bc = 254 4 2bc = 2545, S = besenA y
sen A = 2sen(A/2) cos(A/2). Asi, la primera componente queda

5 A A
sen — cos —
1 _ 1 _ 92 9
S 242 A S S A
= + S(1+2cos—)
sen A * \/senA cotag 2 sen A sen(A/2) 2

y se llega a que las coordenadas de dicho punto se pueden poner de la forma:

sen A sen B sen C

J_as4

A B’ C
1—|—2cos§ 1—|—2cos§ 1+2cos§

— B

Los pies de las perpendiculares por X,Y y Z a los lados BC,CA y AB (es decir, los puntos

de contacto con estos lados de las circunferencias inscritas a los triangulos IBC, AIC y ABI) son,
respectivamente:

Ax (0O ! : ! ,
ac+acla—b+c)(a+b+c)+Sp ab++/abla+b—c)(a+b+c)+ Sc

1 1
By :0: )
bc+ v/be(—a+b+c)(a+b+c)+ Sa ba+ +/ba(a+b—c)(a+b+c)+ Sc
1 1

Cy : :0
b+ J/eb(—a+b+c)a+b+c)+Sa ca+Jeala—b+c)(a+b+c)+ Sp
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Por lo que son los pies de las cevianas del segundo punto de Malfatti-Rabinowitz (X;143 de ETC):

1 1
(bc—i—\/bc(—a—i—b—l—c)(a—i—b—l—c)—i—SA ' ' ) B (SA/2+\/2bCSA/2 . ' >
Utilizando las mismas expresiones que anteriormente ( (—a + b+ c¢)(a +b+c) = —a? + b* +

¢® +2bc = 254 + 2bc = 25479, S = besen A y sen A = 2sen(A/2) cos(A/2)), las coordenadas de
este punto tienen esta forma simple:

JP t A't B't ¢
—A/4 agz agZ agZ .

Resultado al que podiamos haber llegado, directamente, usando pa expresién para J* A4 dada en
(16.65).

Por otra parte, si consideramos los puntos A’ = IXNBC,B' =IYNCAy C' =1ZnN AB,
entonces AA’, BB’ y CC’ concurren en el "Yff center of congruence”, Xi74. Este punto es el
7(X(1),X(1))-Answer to question A”; ver la informacién en el punto X554 de 7 Encyclopedia of
Triangle Centers” de Clark Kimberling;: o

Supongamos que P y @ son centros del tridngulo, sean @, = (Q del tridngulo XBC), Q, =
(Q del triangulo XBC), Q. = (Q del tridngulo XAB), A’ = PQ, N BC), B = PQ,NCA y
C'=PQ.NAB.

”Question A”: jPara qué puntos Py Q) las rectas AA’, BB' y CC' son concurrentes?

16.4.18

0, = AJd

Los puntos X,Y y Z son los simétricos de los incentros de los tridngulos IBC, AIC y ABI,
respecto a los correspondientes lados de ABC' y sus coordenadas son, respectivamente:

X (—a2 s ab+ /2ab(Sc + ab) + 2S¢ : ac+ /2ac(Sp + ac) + 283) ,
Y (ba + /2ba(Sc + ba) + 2S¢ : —b? : be+ \/2be(Sa + be) + 25A> ,
Z <ca+ V2ca(Sp + ca) +2Sp : ¢cb+ \/2¢b(Sa + cb) + 254 : —c2> .

El centro de perspectividad de XY Z y ABC es el punto (no estd en ETC):

1
cb + /2¢b(Sa + cb) + 254

L _( sen A )
(b+c)2—a2—bc+ /be((b+c)2 —a2) ~ \1+42cosA+2cos(4/2) '
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16.4.19

Los puntos X,Y y Z son, respectivamente, los incentros de los triangulos I,CB,CI,A y BAI..

Los cuadrados de las longitudes de los segmentos I, B e I,C son, respectivamente:

a?Sa+ (a—¢)?Sp+c2Sc acla+b—c)

(a—b—c)? —a+b+c’
a?Sa+b*Sp+ (a—b)*Sc  abla—b+c)
(a—b—c)?  —a+b+ec

Las coordenadas del incentro de I,C'B son

Xo O (Caipio)4yolatb=d
—a+b+ec —a+b+ec

ab(a — b+ c)

:0:1
(0:0:1)+ —a+b+ec

(0:1:0),

X (—a2 cvab(a —b+c)(—a+b+c)+ab:acla+b—c)(—a+b+c) +ac) :
Los cuadrados de las longitudes de los segmentos I;,C e I, A son, respectivamente:

a®Sy +b0*Sp+ (a—b)*Sc  ab(—a+b+c)

(a—b+c)?  a—btec
(b—¢)?Sa+b?Sp +2Sc be(a+b—c)
(a—b+c)?  a—-b+c

Las coordenadas del incentro de C'I A son

_ Jbcla+b—c), b o \/ab(—a—i—b+c) o

Y<\/ab(—a+b—|—c)(a—b+c)+ab:—b2 : \/bc(a—b+c)(a+b—c)—i—bc>.

Los cuadrados de las longitudes de los segmentos I.A e I.B son, respectivamente:

(b—¢)?Sa+b?Sp +*Sc be(a—b+c)

(a+b—c)? at+b—c ’
a?Sa+ (a—c)?Sp+ASc  ac(—a+b+c)
(a+b—rc)?  a+b—c

Finalmente, las coordenadas del incentro (V) de BAI, son

_ Jbcla—b+c), \/ac(—a+b—i—c) o c o
Z =/ P (0:1:0)+ P (1.0.0)+a+b_c(a.b.—c),

(1) Las coordenadas de los incentros de los tridngulos I,CB,CI,Ay BAI., respecto de ellos mismos son, respec-
tivamente:

(a(—a—l— b+c): \/2ac(ac — Sg) : /2ab(ab — SC),)
(\/ch(bc ~S54) :bla—b+c): \/2ablab — SC),)

(\/ch(bc —S4) : \/2ac(ac — Sp) : c(a+b— c)) .
e
Los puntos que tienen estas coordenadas respecto a ABC, forman un tridngulo perspectivo con aquél, con centro
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Z(ac+ Vac(—a+b+c)a+b—c):be+ \/bc(a—b+c)(a+b—c):—c2>.

Deducimos de todo esto que XY Z es perspectivo con ABC'y el centro de perspectividad es el
segundo punto de De Villiers (X1128 de ETC), de coordenadas

1
J —r :.-.:-.. 5
(A=m/a <bc+ Vbela+b—c)la—b+c) )

<b6+ 2bc(bc — Sa)  ca+ \/2ca(ca — Sp)  ba + /2ba(ba — Sc)> 7

sen A ) sen B ' sen C'
1+ 2sen(A/2)  1+2sen(B/2)  1+2sen(C/2))

Esta tltima expresién (1), en funcién de los dngulos, se deduce inmediatamente de la anterior sin

mas que usar las relaciones (para el caso de la primera componente) S = besen Ay Sy = S cotag A.

de perspectividad en el punto de coordenadas:
(Applet CabriJava)
C

(\/bc(bc— S4):/ca(ca — Sp) : /ab(ab — SC)) ,

P( I )
cos(A/2) " cos(B/2) " cos(C/2)) "

Este punto es el conjugado isotémico del segundo

g punto del arco mitad del tridngulo anticomplemen-
tario, éste es el X188 de ETC.
B

(1) Con MATHEMATICA, podemos usar
expr = TrigFactor[1/(Cot[A] + Cot[(Pi - A)/4]1)]; TrigReduce[Numerator [expr]]/Denominator [expr]
Que da directamente

Sin[A]
1+28in [4]
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Los pies de las perpendiculares por X,Y y Z a los lados BC,C A y AB son, respectivamente:

(O:ab—l— Vab(—a+b+c)(a—b+c)— Sc:ac+ \/ac(—a—l—b—l—c)(a—l—b—c)—SB),

<ba+\/ba(a—b+c)(—a+b—|—c)—Sc:O:bc—l— \/bc(a—b+c)(a+b—c)—SA>,

<ca+\/ca(a+b—c)(—a+b+c)—SB:cb+ \/cb(a+b—c)(a—b+c)—SA:0>.

Las coordenadas de estos puntos se pueden poner de la forma

1 1
0: : ,
ac+/ac(—a+b+c)(a+b—c)—Sp ab+ \/ab(—a—l—b—l—c)(a—b—l—c)—sc)

L :0: L ,
be++/be(a—b+c)(a+b—c)—Sa ba+ +/ba(a —b+c)(—a+b+c)— Sc
1 1

20,

b+ /eb(a+b—c)a—b+c)—Sa catJeala+b—c)(—a+b+c)—Sp

por lo que son los pies de las cevianas del punto de coordenadas (no estd en ETC):

1
(bc—SA—i-\/ch(bc—SA) :.”:.”>,

1
((s—b)(s—c)—l—\/bc(s—b)(s—c) )

(1_cos§ilfsen<,4/2) ) _ (H<_f(/j;2))

La primera de las expresiones, en funcion de los angulos, surge de las mismas relaciones utilizadas
en el segundo punto de De Villiers, y la segunda, usando directamente la expresion de J? (16.65)
para este caso 0, = (m — A)/4; o bien, de la primera usando las expresiones trigonométricas de
angulo mitad.

Senalar, finalmente, en este caso, que los puntos A’ = BZNCY, B’ = CXNAZ y C' = AYNBX,
forman un tridngulo perspectivo con ABC'y el primer punto de Stevanovic (X1130 de ETC) es su
centro de perspectividad:

<a2 (bc+ \/bc(a—b+c)(a+b—c)):---:---).

Ya que

A ((ab—l— Vab(—a+b+c)(a—b+c))(ac+ v ac(—a+b+c)a+b—c)):

b (ac+ Vac(—atbto)atb—c)): —c2(ab+ Jab(—a+ b+ c)(a—b+ c>)) ,

B’ (—a2(bc+ Vbc(a—b+c)a+b—c)):
(be+ \/be(a —b+c)(a+b—c))(ab+ v/ab(—a +b+c)(a —b+c)) :
—c*(ab+ \/ab(—a+b+c)(a —b+ c))) ,

o4 (—a2(bc+ Vocla—b+c)(atb—c)): —b*(ac+Vac(—a+b+c)a+b— ) :

(be+ /bela— b+ c)(a+b— o)) (ac+ ac(—a+ b+ c)(a+b— c))) .
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16.4.20

Los puntos X,Y y Z son los simétricos de los incentros de los tridngulos I,CB,CI,Ay BAI.
sus coordenadas son, respectivamente:

X(aQ:ab—i— Vab(—a+b+c)(a—b+c)— 2S¢ ac+ \/ac(—a—i—b—l—c)(a—l—b—c)—ZSB),

Y<ba+\/ba(a—b+c)(—a+b+c)—2SC:bz:bc+ \/bc(a—b+c)(a+b—c)—25A),

Z<0a+\/ca(a—l—b—c)(—a+b+c)—283:cb+ \/cb(a+b—c)(a—b+c)—2SA:c2>.

El centro de perspectividad de XY Z y ABC es el punto (no figura en ETC):

J o B ( sen A o )
(m—A)/4 be — 254 + \/2bc(bc — Sa) 1—2cosA+2sen(A/2) '

16.4.21

6, = arctag ————
are ags—b+rc

Sea el trapecio formado por el lado BC' y cuyo lado opuesto es el diametro de la circunferencia
exinscrita I,(r,), relativa al vértice A, paralelo a BC; sea X el punto de interseccién de las
diagonales de este trapecio. Similarmente, se definen ciclicamente los puntos Y y Z. Para calcular
los valores de los dngulos es este caso, observemos previamente lo siguiente: o

Los puntos de contacto de la circunferencia exinscrita I,(r,) al tridngulo ABC, relativa al
vértice A, con los lados BC,CA y AB los denotamos por Aj,, Brq v Cia, respectivamente. En-
tonces, se tienen las siguientes relaciones entre magnitudes de los segmentos:

ABj, :AC—FCAIQ, ACr, = AB + BAj,.

Sumando miembro a miembro, se tiene que ABj, + ACt, = 2s y, como ABj, = ACY,, resulta que
AB]a == ACIa = S, BA]CL == BC[a =5—CYy CA[a == CB]a =s—b. 1)

(1) Esto nos da otro método para determinar las coordenadas baricéntricas de los puntos de contacto (12.52) de
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A

Entonces, la cotangente del dangulo orientado 6, que forma BX con BC' es (usando también

(2.5)): ) ) i
cotag@bzs_c+ra:(a+ —c)b+c—a)+ ’
Ta 25

y la cotangente del angulo orientado que forma C'B con CX es

s—a+r, (b+c—a)(c+a—0b)+2S
Ty B 25 ’

cotagf. =

Similarmente, obtenemos que la cotangente del angulo orientado que forma AC con AY es

cotag §, = s—btre (c+a—b)(a+b—c)+25‘
T 25

Obsérvese que las cotangentes de los angulos orientados que CY forma con CA, AZ con AB y
BA con BZ son, respectivamente,

s—a+ry s—b+r. s—cCc+Tq
r, re Ta

)

que corresponden, por tanto, a las cotangentes de los angulos 6., 6, y 0, respectivamente.
Sustituyendo estos valores particulares de Sy, , Sy, v S, en (16.64), se obtiene el punto Xj123
de ETC, llamado punto de Paasche (S = bcsen A = casen B = absen C'):

1 . 1 ) 1 B sen A ~ senB senC
bc+S ca+S ab+S) \l+senA 1+senB 1+senC /)’

Las coordenadas de los puntos X,Y y Z son
X(—a2:ab+5:ac—|—5’), Y(ab+S:—b2:bc+S), Z(ac—I—S:bc+S:—02).
Los pies de las perpendiculares por X,Y y Z a los lados BC,C A y AB, respectivamente, son

Ax(0:S—Sc+ab: S—Sp+ac), By (S—Sc+ab:0:S—Sa+bc), Cz(S—Sg+ac: S—Sa+bc:0).

las circunferencias exinscritas con los lados, ya que tenemos las siguientes razones:
BAp, s—c CBra  s—b ACrq s
Ar,C ~ s—0b’ BIGA__ s C’IaB__s—c’
Por tanto, se tiene, en coordenadas baricéntricas homogéneas:

Arq(0:s—=b:s—c), Bre(s—b:0:—s), Cra(s—c:—s:0).
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Estos puntos son los pies de las cevianas del punto (no figura actualmente en ETC):

(S—SA+bC S_SB+CCL : S_Sc+ab) = ((a+b_c)(a_b+c)+25 )

Esta tultima expresién, surge directamente sustituyendo en J, los valores obtenidos en este caso.

I,(ry)

16.4.22

)

0, = arctag ——
¢ gs—c—{—rb

Si se toman los otros puntos diagonales X' Y’ y Z’ (distintos de X,Y y Z y de los del infinito)
de cada uno de los cuadrivértices determinados por los vértices de los trapecios antes considerados,
ocurre que las rectas AX’, BY' y CZ' concurren en el punto de coordenadas

1 . 1 ) 1 B sen A ~senB sen C
bc—S ca—S ab—S) \l1—sendAd 1—senB 1—senC )/’

Es el punto Xi336 de ETC, definido en ella como el conjugado isogonal del conjugado arménico del
conjugado isogonal del X723 respecto al incentro y simediano (para los conceptos de conjugado
isogonal y arménico, ver los parrafos § 14 y § 17, respectivamente).

Para determinar las coordenadas de estos X', Y’ y Z’, los correspondientes valores relativos a
los angulos 6,,6;, y 6. son

- - —c)—2
Sy, = Scotagf, = S>—C r_ (a b+c)<a2+b 025
Ty

—c—r, B g
SebZScotang:SS j r :( CH-b—I-c)(c;—i-b c) 5‘7
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b (— - .,
S, = Scotagh, — 52— =Ta _ (zatbicla—btc)-25

Tq 2

A

Con lo que

X’(—aQ:ab—S:ac—S), Y’(ab—S:—bQ:bc—S), Z/(ac—S:bc—S:—CQ).

Los pies de las perpendiculares por X', Y’y Z’ alos lados BC,C Ay AB, respectivamente, son
Ax(0: S+Sc—ab: S+Sp—ac), By (S+Sc—ab:0:S+S5S4—bc), Cy (S+Sp—ac: S+S54—bc:0).

Estos puntos son los pies de las cevianas del punto (no figura actualmente en ETC):

(S+SA—bc~S+SB_Ca : S+Sc—ab) = ((a+b—c)(a—b+c)—25'.”'”')'

16.4.23

s—a-+r
0, = arctag—+

Si en vez de considerar los diametros paralelos a los lados de 1@ de las circunferencias
exinscritas, se toman diametros paralelos en la circunferencia inscrita y se consideran analogos
cuadrivértices, las correspondientes ternas de puntos diagonales, forman triangulos perspectivos
con ABC con los mismos centros de perspectividad de antes, es decir, X1123 v X1336:

Para calcular los valores de los dngulos 6,,0;, y 0. en este caso, observemos que si los puntos
de contacto de la circunferencia inscrita I(r) al tridngulo ABC con los lados BC,CA y AB son
Ap, By y Cy, respectivamente, entonces, se tienen las siguientes relaciones entre magnitudes de los
segmentos:

A
X'
|
gy ) X r
/ 0,
B, @ 44 s CBe L4 6 C
s-b s-c ‘ s-b r
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De la relacién (y otras andlogas), s = BA; + A;C + ACt = a + ACY, se obtiene que AC| =
AB[IS—CL,BA]:BC]:S—b,CB[:CA]:S—C. 1)

Entonces, para la cotangente del angulo orientado 6, que forma BC con BX se tiene (usando

también (2.6)):
s
Sy, = Scotagfy = S22 " — 95(s —b) + S,
T

y para la cotangente del angulo orientado que forma C'X con CB,

Sp, = Scotagf. = Su =2s(s—c)+ 8.
r

Similarmente, obtenemos que para la cotangente del angulo orientado que forma AY con AC,

Sy, = Scotagf, = gizatr _ 2s(s —a)+S.
r

Obsérvese que las cotangentes de los dngulos orientados que C'A forma con C'Y, AB con AZ y
BA con BZ son, respectivamente,

s—c+r s—a+r s—b+r
’]" ) 'r‘ ) 7" b

que corresponden, por tanto, a las cotangentes de los angulos 6., 6, y 0, respectivamente.

Sustituyendo estos valores particulares de Sy, ,Sg, v So. en (16.64) se obtiene el punto de
Paasche (atendiéndose a la orientacién de los dngulos):

T 11 (1 1 1
SA—SQG.SB—Sgb‘Sc—SQC N bC+S'CG+S'CLb+S'

Las coordenadas de los puntos X,Y y Z son
X(a2:ab+5,ac+5), Y(ba+5’:62:bc+5), Z(ca+5:cb—i—S:cQ).
Los pies de las perpendiculares por X,Y y Z a los lados BC,C A y AB, respectivamente, son
Ax(0:ab+Sc+S :ac+Sp+S), By (ba+Sc+S :0:bc+Sa+S), Cz(ab+Sp+S : cb+S4+S :0).

Estos puntos son los pies de las cevianas del punto de Yiu-Paashe (X659 de ETC)

(SJFSAJFbC'SJFSBJrC‘” ' S+Sc+ab) a ((a+b+c)(b+c—a)+25"""")'
sen A ) sen B ) sen C'
l1+senA+cosA 14+senB+cosB 1+senC +cosC /)’

(1) De estas relaciones deducimos las coordenadas baricéntricas de los puntos de contacto (12.50) de la circunfe-
rencia inscrita con los lados, ya que tenemos las siguientes razones,

BA; s—b CBr s—c ACT s—a

AiC s—c’ BiA  s—a’ CiB  s—1b’

son, en coordenadas baricéntricas homogéneas,

Ar(0:s—c:s—c¢), Br(s—c:0:s5—a), Cr(s—b:s—a:0).
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A

Si se toman los otros puntos diagonales X' )Y’ y Z’ (distintos de X,Y y Z y de los del infinito)
de cada uno de los cuadrivértices determinados por los trapecios antes considerados, se tiene que
los correspondientes valores relativos a los dangulos 6,60, y 6. son

Sp, = Scotagl, = S# =2s(s—a)— 5,
s—b—r
Se, = S cotag b, = ST =2s(s—b) — S,
Sp. = Scotagh. = S=—-—" = 25(s — ¢) — S.
r

Conloque X' (a*:ab—S:ac—5), Y (ab—S:b?:bc—S), Z' (ac— S :bc— S : c?) y el centro

de perspectividad de Jacobi es el X1336.
X7

Los pies de las perpendiculares por X', Y’ y Z’ a los lados BC,CA y AB, respectivamente, son
Ax(0:ab—S+Sc :ac—S+Sp), By (ba—S+Sc : 0:bc—S+S54), Cz(ab—S+Sp : cb—S+S54 : 0).

Estos puntos son los pies de las cevianas del punto (no figura actualmente en ETC):

1 1 1 1
(bc—S~|—SA “ca—S+Sp ab—S+Sc) B ((a+b+c)(b+c—a)—25"""")’
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B
16.4.24

0, = arctag

s—a

—_—

Sea X,Y y Z los simétricos del incentro I de ABC respecto a los correspondientes lados,
entonces las cotangentes de los angulos orientados 0,,6;, y 6. son

s—a 2s(s—a)

s—b 2s(s—0)
ro S 7 B

s —C

_ 2s(s—c)

r S ro S

por lo que el centro de perspectividad XY Z y ABC es el punto de Gray, ya obtenido en la pag.80,
pues en este caso 0, = A/2,0, = B/2,60, = C/2:

( 1 1 1

Sa+2s(s—a) : Sp +2s(s —b) : SC+25(S—C)) -

1 _ 1
a?—b

1
2—bc—c? b2 —c2—ca—a?’ )

2 —a?—ab—b?
Este 1ltimo caso es una situacion particular del siguiente:
16.4.25

-1
0, = arctag rik—1)

s—a

T

motecia de centro en el incentro y razén k, corta a las perpendiculares a los lados por el incentro

Teorema de Kariya.- La circunferencia homotética de la inscrita a ABC', mediante la ho-

en puntos que forman un triangulo XY Z perspectivo con ABC.

Geometria con coordenadas baricéntricas
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hip. Feuerbach

En efecto, usando las expresiones (12.50) de los puntos de contacto de la circunferencia inscrita
con los lados y las férmulas (5.16) para la homotecia de centro I(a : b : ¢) y razén k, obtenemos
que los transformados de los puntos A;(0 : ab+ S¢ : ac+ Sp), Br(ba+ Sc : 0 : bc+ S4) y
Cr(ab+ Sp : cb+ S4 : 0), son, respectivamente,

X(—a*(k—1):ab+kSc : ac+ kSp), Y(ba + kSc : —b*(k — 1) : be + kSy),

Z(ca+kSp:cb+kSa: —c*(k—1)).

Que podemos poner de la forma siguiente:

X ok ok ! : ! , Y ;:***:; ,
ac+ kSg ab+ kSc bc+ kSy ba + kSc

Z 1 : 1 Tk ok .
cb+ kSa ca+ kSp

P SN e
Por lo que los tridngulos ABC' y XY Z son perspectivos, con centro de perspectividad en el

punto @)

3 1 ' 1 ' 1 B sen A ' sen B ' sen C
"\be+ kSy ac+kSg ab+kSc) \1+kcosA 1+kcosB 1+kcosC )’
Poniendo

A:

a® + b3 + ¢ — (ab(a + b) + be(b + ¢) + ca(c + a)) m
y

abe k:k(m’n):A+n’

(1) El lugar geométrico de estos puntos, cuando la razén k varfa, se obtiene eliminando A y k entre las ecuaciones

1 1 1

AL = ————, Ay= ——, Az = —————
bc+kSy ac+ kSp ab+ kSc

resultando:
a(bSp — cSc)yz + b(cSc — aSa)zx + c(aS4 — bSp)zy = 0.

Se trata de la hipérbola de Feuerbach, hipérbola equildtera (pasa por el ortocentro) circunscrita a ABC, contiene
al incentro y su centro es el punto de Feuerbach (X11). Utilizando férmulas de (2.4), su ecuacién se puede poner en
la forma:

a(b—c)(s —a)yz + blc—a)(s —b)zx + c(a — b)(s — c)zy = 0.
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los centros de perspectividad deducidos del Teorema de Kariya (contenidos en la hipérbola de
Feuerbach), son de la forma:

1 1 1
Jmn) = (mSA +be(n+A) " mSp +ca(n+A)  mSc +ab(”+A)) '

Se tiene que J(m,n) = J(kA,0) = Ji, y se denota por J; y J*(m,n) los simétricos de Ji y J(m,n),
respecto al centro (punto de Feuerbach X71) de la hipérbola de Feuerbach.

Algunos casos particulares de estos centros de perspectividad de Jacobi, obtenidos a partir del
Teorema de Kariya, son:

k=xim | Je = J(kA,0) = J(m,n) Primera coordenada
0 X1: Incentro a
Jo = J-2 = Xso
1
00 X4: Ortocentro S
JSO:J(2,2):X104 b +ct—a
1 X7: Gergonne . 1
Jf:J(G,O):X1156 +c—a
-1 Xg: Punto de Nagel btec—a
J2 = J(=2,4) = Xi320
1
2 X79: Punto de G
By P
2 = )
1
-2 X,
J580—J0 a2 — b2 —c2+bc
—_9 =
2/A X5;: Punto de Schiffler M
Js(zjo) = Ja+1 +c
a
—2/A X,
J*(—=2,0) = J(1 —A,1) (a—b—c)(a(2a+b+c) — (b—c)?)
a
4/A Xoo
J*(4,0) = J(2(A +2),4) a®+ (b+c¢)(a? — (b—c¢)?) —a(b® + ?)
a

6/A X1156: Conjugado iso-
gonal del punto de
Schroder.

J%(6,0) = J; = Xy

a(—2a+b+c)+ (b—c)?

2 Xi04: Cuarto punto de a4
Ato 104 — — —
interseccion de la circun- (a+b—c)a—b+c)(b+c) - 2abe
ferencia circunscrita y la
hipérbola de Feuerbach.
J%(2,2) = Jo = X4
a
= Xo43

J%(2,-2) = J(A—1,2—A) 2abc+ (b+c)(a—b+c)(a+b—c)
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o Xg4: Conjugado isogonal a
A+o 84 JUug g 3 S 7 A
del punto de Bevan. a®+ (b+c)(ala—b—c) = (b—¢)?)
J2(4,2) = J2(A +4),2)
s Xog: Punto intermedio a(b+c—a)
J5(4,—-2) = J(2A,6)
_9 be a(b+c—a)
A+a 1320 T
Js(_274) — J—l — XS b +c 2a
b+c—a
A+1 Xo 5 5 5
T3y = J(2,0) = Xa (b+c—a)(® + c? —a?) — abc
4 X a
AT ?
A+l Js(4,1):J2:X79 a3+a2(b+6)—(b—c)Q(b—Fc)—a(bQ—l—bc—i—cQ)
(a*(a —b—c¢) — a®(2b* + be + 2¢2)
Atl Xo +2a2 (b3 + ) + a(b* + b3c — 2b%c? + b + )
JS(A—=1,2—A) = - 4 51
J(2,-2) = Xou3 —(b" —ble—bet + %))
(a® = a*(b+ ¢) — a®(2b? — be + 2¢?)
1-A X +2a*(b — ¢)*(b+ ¢)
T+A ?
J5(1—A,1) = J(—2,0) +a((b? + ¢2)% — be(b? — 2bc + ¢2))
~(b—c)(b+e)
2A X b+c— a
A+6 ! 212 4 2 —
J5(2A,6) = J(4,-2) = a® + b* + ¢* — 2ab — 2ac + be
Xo
(a® — a*(b+¢) — a®(2b? — be + 2¢?)
2042) | y +a?(2(b + ¢*) + be(b + ¢))
A+4 ?
J*(2(A+2),4) = +a((b? — )2 — be(b? + ¢2))
J(4,0) = Xoo — (B — BB — 13 + ) !
(a*(a —b—c) — a®(2b* — 3bc + 2¢?)
20014) | y +a?(2b® + b%c + be? + 2¢3)
AT2 ?
J(2(A +4),3) = +a(b* — 3b3c — 3bc? + ¢*)
J(4, 2) = X84 _(b5 _ b362 _ 1)203 + 65))_1
2 X a
AT ’ (a—b+c)atb—c)(b+c)+abe
S X a
A+2 ' 2a3 + a2(b+c) — (b—c)2(b+ c¢) — 2a(b? + be + c2)
_6_ X a
A2 ! 2a% + a?(b+¢) — (b—c)%(b+ ¢) — 2a(b?> — be + ¢?)
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17 Polaridad trilineal

17.1 Recordemos que la razén doble de cuatro puntos alineados X, Y, Z y V, que se denota por
(XY UV ), es el cociente de las razones simples

XU XV
XYUV)=3r 5y

En particular, se dice que cuatro puntos alineados X,Y,U y V, forman una cuaterna armdnica
si su razén doble (X YUV ) = —1.

Como (X YUV )= XVU) =UVXY)=(VUY X)= -1, tiene sentido decir
que los puntos X e Y son conjugados armédnicos respecto a U y V', y, reciprocamente, U y V' son
conjugados armoénicos de X e Y.

Para determinar graficamente el conjugado armoénico de X respecto a U y V, se utiliza el
resultado de que:

En cualquier cuadrivértice dos puntos diagonales son conjugados armoénicos de los dos puntos
en que la recta que los une corta a los dos lados opuestos del cuadrivértice que pasan por el
tercer punto diagonal.

Y procedemos de la forma siguiente:

Sea P un punto no perteneciente a la recta XY. Se trazan las rectas PX y PY, Sea @) otro
punto en PY. Se traza la recta UQ y sean los puntos R=UQNXPyS=YRNXQ. Entonces
en el cuadrivértice PQRS, la diagonal PS corta a XY en el punto V', buscado.

P
17.2 Un triangulo ABC induce una correspondencia entre puntos, no situados en los lados, y
rectas, que no pasen por los vértices. A esta correspondencia se le denomina polaridad trilineal y se
define de la forma siguiente: o o

Dado un punto P, al eje de perspectividad de ABC' y su triangulo ceviano P,P,P,, es decir,
a la recta determinada por los puntos X = BCN PP, Y = CANP.P,y Z = ABNP, P, se le
denomina polar trilineal (o tripolar) de P, con respecto a ABC.
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tripolar de P

El polo trilineal (o tripolo) de una recta d es el punto tal que su tripolar es d. Para determinarlo,
solo hay que tener presente que, con la notaciéon anterior,

(X P,BC)=-1, Y PCA)=-1, (ZP.AB)=-1,

pues, en el cuadrivértice C'P, PP, los puntos diagonales A y B estan armdnicamente separados de
los dos puntos en que la recta AB corta a los dos lados opuestos CP y P, P, del cuadrivértice, que
pasan por el tercer punto diagonal P, (similarmente para los otros dos casos). Esto da un método
para construir el tripolo de una recta: si ésta corta a los lados opuestos de los vértices A, By C
en los puntos X,Y y Z, respectivamente, sea A’ =YBNCZ, P, = AANBCy P, =YP,NAB,
entonces, el tripolo de XY Z es el punto P = AA' N CP,.

(Applet CabriJava)

tripolo de d

Para obtener la expresién analitica de la tripolar de P(u : v : w), sean los pies de sus cevianas
P,(0:v:w),Py(u:0:w)y P.(u:v:0),y, por tanto

PP, : —vwr+uwy+uvz =0, P.P, : vwzr—uwy+uvz =0, P, Py . vwr+uwy—uvz = 0.
Y los puntos de interseccién de éstas con los correspondientes lados de ﬁ son

X(0:v:—w), Y(—u:0:w), Z(u:—v:0).
Asi, la ecuacién de la recta que los contiene (tripolar de P) es

R A ) (17.67)
u v w
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A pesar de recibir esta correspondencia, entre puntos y rectas y entre rectas y puntos, el
nombre de polaridad trilineal, no es en realidad una polaridad, pues, a parte de no estar definida
sobre puntos de los lados ni sobre rectas que pasen por los vértices, a rectas concurrentes no le
corresponden puntos alineados. En efecto:

Para las rectas ux + vy + wz = 0 que pasan por el punto P(zg : yo : 2p) se verifica que
uzxg + vyo + wzp = 0, por lo que el lugar geométrico, descrito por sus tripolos (1/u : 1/v : 1/w)
satisfacen a xoyz + yozx + zoxy = 0, que es la ecuacion de una curva que pasa por los vértices A, B
y C (conica circunscrita, denominada cénica polar de P con respecto al tridangulo).

Como ejemplo, las tripolares de los puntos de Nagel y de Gergonne son

Y z _ _ _ —
s—a+s—b+s—c_0’ (s—a)x+ (s—by+(s—c)z =0,

que se cortan en punto (Xg50 de ETC):
(alb—c)(b+c—a):b(c—a)(c+a—b):cla—b)(a+b—Cc)).

T
Este punto es el centro de perspectividad de ABC' y el tridngulo cuyos vértices son los puntos de
intersecciéon de los correspondientes lados de los triangulos 6rtico y de contacto interior. En efecto:
Los lados del triangulo értico tienen por ecuaciones

H,Hy: Sax+Spy—Scz=0, HyH.: —Sax+Spy+Scz=0, H.H,: Sax—Spy+Scz=0.
Las ecuaciones de los lados del triangulo de contacto interior son
ArBr: (be+ Sa)x+ (ac+ Sp)y — (ab+ Sc)z =0,
BiCr: —(bc+ Sa)x + (ac+ Sg)y + (ab+ Sc¢)z =0,
CrAr:  (bc+ Sa)xr — (ac+ Sp)y + (ab+ Sc)z = 0.
Los lados correspondientes de estos tridngulos se cortan en los puntos
A'(a(bSp — cSc) : b(aSa — cSc) : c(—aSa + bSg)),
B'(a(=bSp + cSc) : b(—aSa + cSc) : e(—aSa + bSp)),
C'(a(—=bSp + ¢Sc) : b(aSa — cSc) : c(aSs — bSp)).
El centro de perspectividad de ABC y A?’C” es ()
(a(bSp — cSc) : b(cSc — aSa) : c(aSa — bSp)) =
(alb—c)(b+c—a):b(c—a)(c+a—>b):cla—b)(a+b—rc)).

18 Conjugado isotémico. Complemento y anticomplemento.
Cociente ceviano

(1) Este punto es el centro de la circunferencia ortogonal a las cinco circunferencias: circunscrita, de los nueve
puntos y exincritas de ABC' y la circunferencia ortogonal a las exinscritas (Milorad R. Stevanovié¢.- The Apollonius
Circle and Related Triangle Centers. Forum Geometricorum 3 (2003) 187-195).
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18.1  El punto simétrico del pie de la ceviana P, (0 : v : w) de un punto P(u : v : w), respecto al
punto medio M,(0: 1 : 1), del correspondiente lado del tridngulo ABC), es el punto P/(0: w : v),
puesto que PP, : P! M, = —2 : 1; andlogamente, se obtienen los puntos P/(w : 0 : u) y P.(v : u : 0),
simétricos respecto a Mp(1:0:1) y M.(1:1:0). Los tres pueden ponerse bajo la forma

1 1 1 1 1 1
P;(O:—:—), Pé(—:():—), Pé(—:—:O),
voow u w u v

1 1 1 . o
por lo que son los pies de las cevianas del punto P* (— t— —) , denominado conjugado isotémico

u vow
de P.
Como ejemplos de puntos conjugados isotémicos estan, entre otros, el punto de Nagel (pag. 34)
y de Gergonne (pag. 34):

Ny(s—a:s—b:s—c), Ge(sl : 1 1 )

—a s—b s—c

e
El centro de perspectividad (S4 : S : S¢) de ABC' y del tridngulo értico del punto de De
Longschamps (pédg 36) es el conjugado isotémico del ortocentro H(SpSc : ScSa : SaSB).

18.2 Dado un punto P(u : v : w), su conjugado arménico P* respecto a A y P, (pie de su
ceviana por A) se puede determinar utilizando la el método de construccién dado en la pagina 99:
C

R
En el cuadrivértice BCRP, (P, es el pie de la ceviana de P por C), el conjugado arménico de
P respecto a sus puntos diagonales A y P, es el punto P* de corte de las rectas AP, y BR. El
punto R(u : 0 : —w) es el de interseccién de la recta P, P,, wx +uy = 0, con AC (y =0). P* es el
punto de corte de las rectas AP,, wy — vz =0, con BR, wz + uz = 0.
Procediendo de forma analoga para determinar los conjugados arménicos P? y P¢ de P respecto
aByP,ya(Cy P, setiene que

PY(—u:v:w), PP(u: —v:w), Pe(u:v:—w).

Otra via para obtener las coordenadas de estos puntos, puede ser haciendo uso de que, por
ejemplo para P%, se tiene

PA  P?A AP® AP  v+w
=5 =—1, osea = — = ,

(PPAF,)= PP, PaP, Pap, PP, —u
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18 Conjugado isotémico. Complemento y anticomplemento. Cociente ceviano Péag. 103/143

con lo que las coordenadas ce P* son —u(v+w :0:0)+ (v+w)(0:v:w)=(—u:v:w). Siguiendo
este mismo método, se llega a las coordenadas P’(u: —v : w) y P¢(u:v: —w).

P et e~
Al tridngulo P®PYP¢ se le denomina tridngulo preceviano o anticeviano de ABC, terminologia

justificada por el hecho de que ABC es el tridngulo ceviano de P en P®PPPc.
Al tridngulo preceviano del simediano K (a? : b% : ¢?), que tiene por vértices

(—a®: b*: %), (a?: —b*: c?), (a?: b?: —c?),

se le denomina tridngulo tangencial, pues sus lados son tangente a la circunferencia circunscrita a
A?C en sus vértices.

P

triangulo .
anticomplementario

iy A B
triangulo P,
preceviano

C

En el caso particular de que P sea el baricentro G de ABC, el tridngulo ceviano de G es el
tridngulo medial y a su tridngulo preceviano se le conoce como tridngulo anticomplementario de
vértices (—1:1:1),(1:—=1:1),(1:1:—1).

El complemento de un punto P, respecto a un triangulo, es el punto Q, tal que P,G y @ estan
alineados y PG = 2G(Q. Se dice, ademas, que P es el anticomplemento de Q.

Si P(u:v:w), sucomplemento @, para el que se verifica PQ : QG =3 : —1, es
Quv+w:w+u:u+v),
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*

y las coordenadas de Q(u* : v* : w*) respecto al tridngulo medial son las mismas que las de P
respecto a ABC, es decir, (u:v: w).

El anticomplemento @ de P(u : v : w), que verifica PQ : QG =3 : —2, es

Ql—ut+v4+w:u—v+w:u+v—w),

T
que tiene coordenadas (u : v : w) respecto al tridngulo anticomplementario de ABC.

18.3 Algunos ejemplos:

I. El punto P; de paralelas iguales (pag. 5) es el anticomplementario del conjugado isotémico

1 1 1

del incentro; en efecto, como el conjugado isotémico del incentro es I® (— : 5 :— ), X75 en ETC,
a c

se ha de verificar que I°P; : P,G = 3 : —2; lo cual ocurre pues las coordenadas de P; son

1,1 11 111
a b ¢ a b ¢ a b c¢)

I1. El conjugado isotémico del simediano K (a? : b? : ¢?) es el tercer punto de Brocard (pag. 66).

III. El conjugado isotémico del X3io(be(—a+b+c¢):cala—b+c):abla+b—c)) (pag. 45) es
el X57 (pdg. 37) y éste es el conjugado isogonal del punto intermedio (péag. 37).

IV. El complemento del tercer punto de Brocard (1/a? : 1/b%,1/c?) es el punto medio de 182
(pég 58), ((¢* 4+ b?)/b*c? - -t --1).

V. El centro de la circunferencia inscrita al triangulo medial es el complemento del incentro,
ya que tal circunferencia es la homotética de la inscrita mediante la homotecia de centro en G y
razén —1/2. Se trata del punto de Spieker S,(b+c:c+a:a+b), Xip de ETC.

A B
o~ T
VI. El tridngulo ceviano P,P,P. de un punto P(u : v : w) y el tridngulo preceviano Q*Q’Q°
de Q(x : y : z) son perspectivos y su centro de perspectividad se conoce como el cociente ceviano
de Py Q y se designa por P/Q.
Los coeficientes o coordenadas de las rectas P,Q%, P,Q", P.Q° son

P.Q%(—wy + vz : —wx : vx), PQ%(wy : wx — uz : —uy), P.Q%(—vz : uz : —vx + uy).

La suma de las dos primeras da la tercera; por lo que las tres rectas son concurrentes. Su punto
de interseccién es:

Pro(e(5 2 2 n(E- 1) (G- 2)

w u v v w
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P4g. 105/143

Hay una forma de obtener la polar de un punto respecto a una cénica usando el cociente ceviano

Dados una cénica, por cinco puntos A, B,C, D, E, y un punto P, la polar de P respecto a
la cénica es la recta que pasa por los cocientes cevianos D/P y E/P (respecto a ABC).

Ceviano de E

Ceviano de D

La ecuacion de la cénica es

(ugusv5Wwy — ULUsV4WS )YZ + (—UsV4LV5W) + U4V4V5Ws5 ) 2T + (UsV4WaW5 — UgVsWaws)TY = 0.

La polar de P(zq : yo : 20) es:

0 (usv4 — UgV5)Waws

—v4U5 (Us Wy — UgWS5) To
(U5U4 — U4U5)’U}4’LU5 0 U4U5(U5’w4 — ’U4’LU5) Yo -
—vaU5(uswy — ugws)  ugus(Vswg — v4Ws) 0 20

(usv4 — ugVs ) WawsYo — V4U5(UsWg — ULW5)Z0
(usv4 — ugVs ) Waws T + ugus(Vswy — V4Ws) 20
—v4U5 (Uswy — UgWs)To + UgUs (VsWwg — V4WS)Yo

que coincide con los coeficientes de la recta que pasa por los cocientes cevianos D/P y E/P. [

Geometria con coordenadas baricéntricas
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—_

VII. Dado un tridngulo ABC y un punto punto P, sean A’, B’ y C’ los centros de las seme-
— = = = ==

janzas directas que llevan CP en AB, AP en BC y BP en CA, respectivamente. Entonces,
ABC y A'B’C’" son perspectivos y el centro de perspectividad es el conjugado isogonal del com-
plemento de P.

Sea un punto P(u:v:w)y Py(0:v:w),Py(u:0:v)y P.(u:v:0) los pies de sus cevianas. El
—

centro de semejanza directa [16, Tomo I, pag.121] que lleva BP en C'A es el punto (distinto de P;)
de interseccion de las circunferencias CAP, y BPP,, cuyas ecuaciones se obtienen sustituyendo en
la ecuacion general de una circunferencia (19.71) las coordenadas de los puntos que las determinan,
y son, respectivamente:

62u

a’yz + b zx + oy — (x+y + 2)
U+ v

y=0,

2 v2a? + b?2u? + (a® + b% — A)uw) =z
a2yz+bzzx+c2xy—(x+y+z)(vcx ( ( Juv) =0.

u+v (u+v)(u+v+w)

El centro de semejanza es

" u(b2(u—i—v)—|—02(u+w))—a2(u—i—v)(u—|—w)‘ v o2
(u~+v)(u+w)(u+v+w) ‘utw utwv )

Calculos similares nos llevan a que los centros de las otras dos semejanzas son:

B,< @ 0(@etw) et w) - Petwety) & )

vt w (v+w)(v+u)(u+v+w) vtu

o | a® b .w(a2(w+u)+b2(w+v))—62(w+u)(w+v)
TwHv wtu (w~+u)(w +v)(u+ v+ w) '
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ey —
Entonces (ver pag. 10) los tridngulos ABC'y A’B’C’ son perspectivos y su centro de perspec-
tividad, que llamamos centro de P—semejanzas, es

a® ' b2 ' c?
vtw wHu u+tv)’
Si las semejanzas se definen cambiando el sentido de uno de los dos vectores que las determinan,

el triangulo con vértices en sus centros de semejanza es siempre el mismo, aunque con los vértices
intercambiados.

Cuando P es el incentro, el centro de I-semejanzas es X5g de ETC,

a? b2 c2
(b-l-c ta a—i—b) ’
—_—
y el incentro de A’B’'C" es el primer punto de Stevanovic (V) (X1130 de ETC),

<a2(bc+ Vb(a—b+c)\/ela+b—c)): )

Para el circuncentro, el centro de O—semejanzas es el punto de Kosnita (2) (X54 de ETC),

a? b? c?
(S2+SBSC ' S24 ScSa 52+SASB)'

El centro de H—semejanzas es el propio ortocentro.

19 Ecuacion de la circunferencia. Centro y radio

19.1 El vector posicién de un punto P(z,y, z), respecto a un origen Py, se expresa, segun

— — - —
(3.10),por p=zxza+yb+z2c(r+y+2z=1), conloque

— — — —— - ——
;2:x2a2+y2b2+22c2+2yzbc+22xca+2xyab:
— — — - = " - =
=22 a2+ b2+ c?+yz(bH c?—a)+zx(cH a’— ) +ay(ay b2-¢?) =
o e, ) 2 2 2
:(:L‘—i—y—i—z)(xa +y b —|—zc>—ayz—bzx—caﬁy.
Por tanto,
PyP? = 2 PyA% + y PyB? 4+ 2 P,C? — a®yz — b*zz — Pay. (19.68)

T
Si, en particular, tomamos Py = O, el circuncentro de ABC,y P(z,y, z) en la circunferencia cir-
cunscrita O(R) de radio R, resulta que OP = OA = OB = OC = R; con lo que entonces, de (19.68)
y como hemos supuesto que x + y + z = 1, surge que la ecuacidn de la circunferencia circunscrita es

a’yz + b%zx + ay = 0. (19.69)

(jl) Let I, el centro de la circunferencia exinscrita relativa al vértice A del tridngulo ABC; sea A’ el incentro de
I,BC, y se definen B’ y C’ ciclicamente. Sea A” = BC’' N CB’, y se definen B” y C” ciclicamente. Las rectas
AA”,BB” y CC” son concurrentes en el punto que en ETC se denomina de Stevanovic.

@) Las rectas que unen los vértices A, B y C' de un_tridngulo dado ABC' con los circuncentros de los tridngulos

BCO,CAO y ABO (donde O es el circuncentro de ABC), respectivamente, concurren en un punto (pag. 74),
conocido como el punto de Kosnita.
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19.2 Utilizando (19.68) para un punto dado en coordenadas baricéntricas homogéneas P(z :
x Yy z
x—l—y—l—z’x—l—y—l—z’x—{—y—l—x

y : z), poniendo (2,1, 2") = ), se tiene que:

P0P2 _p2 :.TITIP0A2+yIP(]BZ+ZIP(]C2 _a2y/2/ —bQZIIEI—C2.’L'/yI—p2 —
:x/(POA2 _p2) +y’(P032 —p2)+Z/(P002 _,02) —GQyIZ/—bQZ,l‘,—CQ.%/y,.

Llamando p = PyA% — p?,q = PyB%? — p* y r = P,C? — p? (jaqui r no denota el radio de la
circunferencia inscrita!), se puede escribir

Pon—p2:px'+qy'+rz'—a2y'z'—b2z’x’—c2x'y’

1
PyP? — p? = B (z+y+2)(pr + qy + r2) — a’yz — b2z — Cuy) . (19.70)

(x+y+=z

Si P(x :y: z) esta sobre la circunferencia Py(p), de centro Py y radio p, se satisface:

a’yz + b2z + oy — (x +y + 2)(pr + qy +rz) = 0. (19.71)

que es la ecuacidn de una circunferencia general.

Los coeficientes p, g y r son las potencias de los vértices A, B y C, respecto de la circunferencia
Py(p) y la potencia de un punto cualquiera P(x : y : 2), respecto a Py(p), estda dada por la férmula
(19.70).

Los puntos P del eje radical de las circunferencias Py(p) y O(R), son los que tienen igual
potencia respecto a ambas; es decir,

PyP? — p> = OP? — R?.
Con lo que
(x+y+2)(px+qy+r2) — a®yz — b*2x — Pay = —a’yz — b?zx — oy,
Asi, el eje radical de una circunferencia general y la circunferencia circunscrita tiene por ecuacién:

pr+qy+rz=0.

19.3 Otras formas de obtener la ecuacion de la circunferencia circunscrita:
A) Ecuacién de la circunferencia general obtenida por una homotecia:

Cualquier par de circunferencias son homotéticas; realmente, existen dos homotecias que con-
vierten una en otra, cuyos centros son los puntos de corte de pares de tangentes comunes (ellos
estan en la recta que pasa por los centros de las circunferencias). Tomemos una circunferencia I,
la circunferencia circunscrita O(R) al triangulo de referencia y P uno de sus dos centros (interior
o exterior) de homotecia. Si k es la razén de homotecia, X un punto sobre I' y X’ su homotético
en O(R), se verifica que PX’ : PX = k; por lo que, las ecuaciones de la homotecia con centro
P(u:v:w)y que transforma X (z:y:z)en X'(2': ¢y : 2'), estdn dadas por (5.17):

¥ =krx(u+v+w)+ (1 —Fkulz+y+2)
Y =kylutv+w)+(1-k(z+y+2)

Z=kz(u+v+w)+ (1 —-kwlx+y+ z).
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Dividiendo por k y poniendo t = (1 — k) /k, tenemos estas nuevas expresiones para las coorde-
nadas del punto X’:

¥ =z(u+v+w)+tulx+y+2)
Y =ylut+v+w)+tv(z+y+2)

2 =z(u+v+w) +tw(z+y+ 2).

Como X' estd sobre la circunferencia O(R) y denotando & la suma ciclica en las variables
a,b,c, x,y,z, u,v,w, se tiene:

azy’z’+b22’x’+02x’y’ — 0’

Sa®(y(u+v+w) +to(r+y+2)) (2(u+v+w) +tw(xz+y+2)) =0,
Ga? (yz(u + v+ w) +t(vz +wy)(x +y + 2) + ow(z +y + 2)2) =0,
(a®yz + b?zx 4 ary)(u + v +w)+
{t(SaQ(vz +wy)) (u+ v+ w) + *((a*ow + b*wu + Cuwv)(z +y + z)} (x+y+2z)=0.

Dividiendo por v+ v+ w y observando que lo que esta entre corchetes es lineal en z,y, z, podemos
poner como ecuacion de la circunferencia general T,

a’yz + b*zz + Py — (x+y + 2)(pr + qy + r2) = 0.

B) Circunferencia circunscrita como conjugada isogonal de la recta del infinito.

El lugar geométrico de los puntos conjugados isogonales de la recta
pr+qy+rz=0 es pa’yz + qb*zx + rctay = 0,

cuyo primer miembro es un polinomio homogéneo de segundo grado en las variables x,y, z, que
se anula para las coordenadas de los vértices A, B y C (es una conica circunscrita a ABC). En
particular, el lugar geométrico de los puntos conjugados isogonales de la recta del infinito

r+y+2=0 es ayz + b’z + oy =0,

T
que es la ecuacién (19.69) de la circunferencia circunscrita a ABC.

Como aplicacién de este hecho, se tiene que la cénica circunscrita es una elipse, parabola o
hipérbola, segin que su recta conjugada isogonal no corte a la circunferencia circunscrita, sea
tangente o la corte en dos puntos; en este ltimo caso, los conjugados isogonales de los puntos
comunes de recta y circunferencia, son los puntos del infinito de la hipérbola, o sea, dan las
direcciones de las asintotas.

C) Circunferencia circunscrita como cénica circunscrita que pasa por los puntos ciclicos.

En el plano euclideo, respecto a un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares ho-
mogéneas, a los puntos de coordenadas (1,7,0) y (1,—4,0) (la tercera de las variables es la ho-
mogénea) se les denomina puntos ciclicos (o puntos circulares). Llamados asi porque, de todas las
curvas de segundo grado (cénicas), s6lo las circunferencias pasan por ellos (1), Las rectas que pasan

(1) En efecto, sea una cénica cualquiera en coordenadas cartesianas homogéneas:

a112? + 2a122y + caoy® + 2a1372 + 2a23yz + azzz = 0,
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por uno de los puntos ciclicos se llaman isétropas, y son de la forma x +iy+c¢ = 0. En ambos casos,
la pendiente es un nimero igual al opuesto de su inverso, luego son perpendiculares a si mismas.

Vamos a utilizar este hecho, para obtener la ecuaciéon de la circunferencia circunscrita al
triangulo de referencia, a partir de la ecuaciéon de una coénica circunscrita

lyz + mzx + nxy = 0,

imponiéndole que pase por los puntos ciclicos del plano. Para ello, primero, necesitamos obtener
las coordenadas baricéntricas de éstos, que resultan de resolver el sistema de ecuaciones

pr+qy+rz=0,  Salg—71)?+Sp(r—p?+Sclp—q)*=0, z4+y+z=0,

que permiten hallar el punto del infinito de una recta perpendicular a si misma, usando (12.42).
Se obtienen los pares de puntos ciclicos (expresados en tres formas distintas) siguientes:

(—a*: Sc +iS: Sp FiS), (Sc+iS: —b*: Sy FiS)  (Sp£iS:SsFiS:—c?). (19.72)

Sustituyendo en la ecuacién de la cénica circunscrita lyz + mzx + nzy = 0, resultan las ecua-
ciones:

c2(Sa —iS) + c2(iS + Sg)m — (Sa —i9)(iS + Sp)n =0
c2(iS + Sa)l + c*(Sg —iS)m — (iS + S4)(Sp —iS)n = 0.
Resueltas en las variables [,m y n, y usando (2.3) y (2.4), dan:
| =8%+ 5% =c?a?, m = 5% + 8% = b*c?, n=c*(Ss+Sp) =c.
Obteniéndose, entonces, como ecuacién de la circunferencia circunscrita:

a’yz + b*zy + Cay = 0.

D) Circunferencia circunscrita como como inversa de una recta.

Sea Py(p) una circunferencia de radio arbitrario p y centro en un punto Py(x : y : z) sobre
la circunferencia circunscrita al tridngulo de referencia. La inversa de ésta respecto a Py(p) es
una recta £, que contiene a los inversos A’, B’ y ¢/ de A,B y C. Si designamos por d,z’,y’, 2’
las distancias de Py a £ y a los lados BC,CA y AC, respectivamente, es decir, (2’,3',2’) son las
coordenadas trilineales (exactas) de Py, se tienen que (ver pag. 52):

B'C" d C'A d AB d

— O sea

d d BC' o C'A b AB
BC —z7 CA vy’ AB 2’ d 2 d vy d 2

Asi, de la identidad A’B’ + B'C’" + C’' A’ = 0, se tiene, dividiéndola por d, que

Ty

e imponiendo que pasa por uno de los puntos ciclicos, resulta que a1;1 = a22 y aj2 = 0. Con lo que aj1 # 0y
az2 # 0 (pues si no, la cénica degeneraria en un recta propia) y, dividiendo por aj1, la ecuacién de la cénica queda
de esta forma (en coordenadas cartesianas ordinarias):

22+ y? + 20z +28y+d =0,

que es una circunferencia.
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que es la ecuacion de la circunferencia circunscrita en coordenadas trilineales. Y como por (pag.
21), (x : y : 2) = (ax’ : by’ : ¢2’), se sigue que la ecuacién de la circunferencia circunscrita en
coordenadas baricéntricas es

2 p2 2
a_+_+c_:07 6 a2yz+bzzx+c2a¢y:0.

19.4 De las férmulas (11.40), que dan la distancia entre un punto y los vértices del tridngulo de
referencia, y de que p = PyA? — p?,q = PyB? — p?> y r = PyC? — p?, se deduce que las ecuaciones
de la circunferencia de centro Py(xo,yo, 20) y radio p es

2. 2 2.2

c + 2S5 4y020 + b7z,

Yo AY0%Z0 . o_pz)x
(730+y0+20)

N (ang + 28p2zowo + c2ak B p2) - (bzx% + 2Scxoyo + a*yd B pz) z) —0.

ayz 4+ b%zx + Aay — (w+y+z)<(
(19.73)

(xo + Yo + 20)? (xo + Yo + 20)?

Con esto, se puede expresar la ecuacién de una circunferencia, de la que se conoce su centro y
radio, en la forma general dada por (19.71). Ahora, vamos a encontrar el centro y el radio de una
circunferencia general dada por su ecuacién (19.71):

Como el centro de una coénica es su centro de simetria, cualquier recta que pasa por él, corta a
la cénica en dos puntos que lo separan armoénicamente del punto del infinito de dicha recta. Por
tanto, el centro de una cénica es el polo de la la recta del infinito. Aplicando esto a la circunferencia
de ecuacion (19.71), su centro (zo : yo : 20), debe satisfacer al sistema de ecuaciones

2p p+qg—c® r+p—>b? To 1
p+q—c? 2q q+r—a? v | =t| 11|, (19.74)
r+p—0> q+r—a’ 2r 20 1

donde, la primera matriz es la asociada a la ecuacion de la circunferencia y las matrices columna
estan formadas por las coordenadas (z¢ : yo : z0) del centro y por los coeficientes de la rectas del
infinito z + y + z = 0. Resolviendo, se obtiene como coordenadas del centro:

o = a’Sa + Sp(r—p) —Sc(p—q)
yo =b>Sp + Sc(p—q) — Salg — ) (19.75)
20 = 2S¢ + Salqg—r)—Sp(r—p)

O bien,
xo = —a’p + Scq + Spr+a’Sy

yo = Scp—b*q+ Sar+b2Sp (19.76)
20= Spp+Saq—c*r+c%Sc

El radio de la circunferencia se puede obtener comparando las ecuaciones dadas por (19.71)
y (19.73) y usando las coordenadas del centro dadas por (19.75) 6 (19.76), obteniéndose las tres
expresiones siguientes:

9 2y + 2Sayozo + b2 _ a’z2 + 2Spzozo + 22 o b2xt + 2Scroyo + a’y?d

b q
(o + yo + 20)? (xo + Yo + 20)? (xo + yo + 20)?

Con lo que sustituyendo los valores de zg,yo v 20, en cualquiera de estas tres expresiones, y
agrupando adecuadamente, se puede llegar a (ver [20], pag. 89 y [18], pag. 82):
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2 1

P =15 <a2b2c2 —2(a®Sap + b2Spq+ *Scr) 4+ Sa(q —r)? 4+ Sp(r —p)* + Sc(p — q)2).

PP =15 (SA(q — 1)+ 8p(r—p)*+ Sclp—a)* —25%*(p+ g+ 1)+
+2(SpScp + SoSaq+ SaSpr) + S2(Sa + Sp + Sc) — SASBS(;).
O bien, evaluando S4,Sp y Sc:
P = <a26202 +atp 4+ g+ ctr + a?p? + 027 4 2 — a? (02 + A)p — V(P 4 a®)g — A(a® 4+ VP)r
—(0* + 2 —a®)gr — (2 +a® —b*)rp — (a® + b* — c2)pq>
/(b—l—c—a)(c+a—b)(a+b—c)(a+b+c).

En particular, se obtiene, de nuevo, las coordenadas del circuncentro (pag. 31), como centro
(19.75) de la circunferencia circunscrita (19.69), a?yz + b2z + c>zy = 0: O(a?S4 : b*>Sp : 2Sc).
Y su radio, poniendo S? en funcién de a,b y ¢, es

abe abc
R_ﬁ_\/(a-l—b-l-c)(—a-l-b—i-c)(a—b—i—c)(a-l—b—c)' (19.77)

19.5 Como ejemplo de las ecuaciones dadas, relativas a circunferencias, vamos a dar una
justificacién analitica del método de construccién de simedianas dado en la pagina 53). Ver figura
en la pagina 52.

Sea ABC un tridngulo, no rectangulo en B, la circunferencia A(c) de centro en A y que pasa
por B (de radio ¢) tiene por ecuacién, usando (19.73), la siguiente

a*yz +b%xz + Pry — (x +y + 2)(—=cx + (b — *)z) = 0.

El punto B’ de interseccién (distinto de B) del lado BC con esta circunferencia es B’ (0 : b*>—c? :
a? — b? + ¢?). La ecuacién de la circunferencia ABB’ la podemos obtener a partir de la ecuacién
(19.71), calculando los coeficientes p, ¢ y r, imponiendo que pasa por estos tres puntos; se obtiene:

a’yz +b%zx + Pay — (b — )z +y+2)z = 0.

Ahora, el punto C’ de interseccién de esta circunferencia con el lado AC (y = 0) es C'(b* — ¢? :
0: ¢?). Finalmente, el punto medio M de BC’ es

(B —=c?:0:A)+b%0:1:0)=(b* = :b%: 2).
Asi, la ecuacién de la recta AM es —c?y + b’z = 0, que es la de la simediana por A, dada en
(13.57).

20 Ecuaciones de circunferencias particulares

En esta seccion vamos a obtener las ecuaciones de clertas circunferencias notables asociadas a
un triangulo ABC'.
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20.1 Circunferencia de los nueve puntos

La ecuacién de la circunferencia que pasa por los punto medios de los lados (5.11) M,(0:1: 1),
My(1:0:1), M.(1:1:0), se puede determinar resolviendo el sistema que se obtiene al sustituir
en la ecuacién de una circunferencia general (19.71) estas coordenadas:

20¢+r)=a®  20r+p =0°, 2p+q) =
De donde se tiene que

—a® + b2+ Sa a® — b + 2 SB a? +b? — 2 Sc
= - = — = = — r= - = —,
p 4 9 1 4 9 4 2

Con lo que tal circunferencia tiene por ecuacién:

a?yz + b*zz + Py — S(z +y + 2)(Saz + Spy + Scz) =0, (20.78)

conocida como circunferencia de Euler () o circunferencia de los nueve puntos, que ademés de pasar
por los puntos medios de los lados, pasa por los pies de las alturas (12.49)

H,(0:Sc:SB), Hy(Sc :0:S4), H.(Sp:S54:0),

y por los puntos medios de cada vértice y el ortocentro, H(SgpSc : ScSa : SaSgB), que se obtienen
mediante la férmula (5.12), poniendo m =n = 1,

E, = 52(1 :0: O) + (SBSC :ScS4 SASB) = (52 + S5Sc : ScSa SASB),

Eb(SBSC . §2 +85cS4 : SASB), EC(SBSC :SeS4 52 + SASB).

A& M, VHC B

Para obtener el centro y radio de la circunferencia de Euler, como método general, se puede
acudir a las féormulas (19.76) que dan el centro y luego, a partir de la ecuacién de una circunferencia
(19.73), cuando se conoce el centro y el radio, determinar éste. No obstante, este camino suele
ser bastante arduo y geométricamente poco elegante, en el caso que nos ocupa es méas sencillo

(1) Leonhard Paul Euler (1707-1783)
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proceder de la forma siguiente: Como la circunferencia de Euler pasa por los punto medios de los

lados My, My y M.y
AG BG CG 2

GM, GM, GM, 1’
se tiene que es la homotética de la circunferencia circunscrita, mediante la homotecia de centro en
el baricentro G y razén —1/2. Asi, su radio es R/2 y su centro N verifica ON : NG = -3 : 1, por
lo que, usando (5.12), (2.4) y las coordenadas de G(1:1:1) y O(a®?S4 : b*>Sp : ¢>S¢), que suman
3y 252, se tiene que N = 30 — 3(25%)G = (a?S4 — 252 : b2Sp — 252 : 2S¢ — 25?), o sea, que el
centro de la circunferencia de los nueve puntos (X5 en ETC) es:

(S + SpSec - 52 +S5cS54 : 52 +SASB)
Que también se puede expresar, en funcion de los dangulos, asi:

(1 + cotag B cotag C : 1 4 cotag C cotag A : 1 4 cotag A cotag B)

cos(B—C) cos(C—A) cos(A— B)
sen BsenC' “senCsen A ~ sen Asen B

N(a cos(B —C) :bcos(C — A) : ccos(A — B))

Siguiendo el método general para obtener el centro, se obtiene por las férmulas (19.76)

S S S, 1
To = —a’ 2A+SC_B+SB—C+GQSA:—(SQ+SBSC)
1
yo= Sc SA sz—B Sa STC—FbZSB—ﬁ(SQ-i—ScSA)
20 = SBS—A+SAS—B—C2“S;C+CS %(SQJrSASB).

Su radio surge, de comparar su ecuacién (20.78) con la ecuacién (19.73) de una circunferencia
en funcién de su centro y su radio:

Czyg + 254y020 + b2Z(2) . Sa

(o tw+z? 2

donde (xq : Yo : z0) = (8% + SBSc : S22+ ScSa : S22+ S4SB) v 20 +yo + 20 = 45% = S, Sp +
SpSc + S¢S 4. Sustituyendo y simplificando da:

2: 0,2b262 :R_2
P T i atbtr)atb—ola—broatbre 4

20.2 Circunferencia inscrita

P S
La circunferencia inscrita es tangente interiormente a los lados de ABC'y sus puntos de contacto

son los pedales (12.50) de su centro, el incentro I(a : b : ¢):

Ar(0:s—c:s—b), Bi(s—c:0:5—a), Cr(s—b:s—a:0).
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Por tanto, para obtener su ecuaciéon debemos resolver, en las variables p,q y r, las ecuaciones
siguientes, que resultan de sustituir estos puntos en la ecuacién de la circunferencia general (19.71):

a(s —c)(s —b),
(s—c)p+(s—a)r=>b(s—a)(s—c),
(s—=b)p+(s—a)g=c(s—0b)(s—a).

Y se tiene que la ecuacidn de la circunferencia inscrita es

(s—c)g+(s=b)r

a?yz 4+ b?zz + oy — (x+y+2)((s —a)®z + (s = b)?y + (s — ¢)?2) = 0. (20.79)

Comparando esta ecuacién con la ecuacién (19.73) de una circunferencia de la que se conoce
su centro y radio, podemos determinar el radio r de la circunferencia inscrita:

c2b? + 285 4bc + b2c?
(a+b+c)?
4bes(s — a) — 45 (s — a)? = 4s%r?, (s —a)(bc — (s — a)s) = sr?,

(s—a)(bc— (s — (25 —b—c))s) = sr?, (s —a)(s —b)(s —c) = sr?,
:\/(s—a)(s—b)(s—c) S

—r?=(s—a)? 2bc(be + Sa) — 45%(s — a)? = 452,

s 2s
Férmula ya expuesta en (2.5).

20.3 Circunferencias exinscritas

Los centros de las circunferencias exinscritas I, (74 ), Ip(15) v Ic(7c), relativas a los vértices A, B
y C, respectivamente, estdn dados por (12.51):

I.(—a:b:c), Iy(a:=b:c), I.(a:b:—c).
Y los pedales de éstos (12.52) son

Ar,(0:s—=b,s—c¢), Br,(s—b:0:—s), Cr,(s—c:—s:0),
A, (0:s—a:—s), Br(s—a:0:s5—c¢), Cr(=s:s—c:0)
Ar (0: —=s:s—a), B (—s:0:s—0), Cr.(s—a:s—0:0).

Se obtienen las ecuaciones de las circunferencias exinscritas, procediendo como en el caso de la
circunferencia inscrita, y son:

a’yz + b?zz + oy — (v +y+ 2)(s*z + (s — )’y + (s — b)?2)

I,(rq)
Ip(ry
I,

) (20.80)
(re)

[
° o o

D alyz 4+ bzr 4+ Aoy — (+y+2)((s — o)’z + %y + (s — a)?2)

a’yz +b%zz + Ay — (x +y+ 2)((s — b)%x + (s — a)?y + s%2)

Asi mismo, se obtienen las expresiones para sus radios:

B S _\/s(s—b)(s—c) _— S . S
 b+c—a s—a ’ b b+ ° a+b—c

Ta
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20.4 Circunferencia radical de las exinscritas

Si un punto (z : y : z) tiene la misma potencia respecto a las tres circunferencias exinscritas,
debe satisfacer al sistema de ecuaciones:

sSfr+(s—c)?y+(s—b*z=(s—c)r+s°y+(s—a)?z=(s—br+ (s —a)’y+s°2=0.

Restando el segundo miembro de estas igualdades al primero y el tercero al segundo, resultan
las ecuaciones:

(a+b)x—(a+b)y+ (a—b)z=0, b—c)x+(b+c)y—(b+c)z=0,

cuya solucioén son las coordenadas del punto de Spieker S,(b+c:c+a:a—+b) (pag. 104).

La potencia del punto de Spieker, respecto a la circunferencia exinscrita I, (r,) es, por la férmula
(19.70),

m(w”ﬂ)(s%m +(s = (e a)+ (s —b)*(a+b)-
(a2(c+ a)(a+b) + b3+ b)(b+e) +Eb+)(c+ a))) _

abe + a?(b+c) + b*(c+a) + c*(a + b)
4(a+b+c) '

Este es el mismo valor que toma
r2 4 g2
4

La potencia de S, respecto a las otras dos circunferencias exinscritas da este mismo resultado.
Luego, la circunferencia Sp(%\/ r? + s2), de centro en el punto de Spieker y radio %\/ r2 + 52, es
ortogonal a las tres circunferencias exinscritas (circunferencia radical). Por tanto, estas tres circunfe-
rencias se transforman en sf mismas (quedan invariantes) en la inversion respecto a Sy (5v/r? + s2).

I(ry)
circunf. radical

Para obtener la ecuacién de la circunferencia radical de las exinscritas, calculamos las potencias
de los vértices del tridngulo de referencia respecto a ella (usando (11.40)),

r2+52  Ae+a)?+2Sa(c+a)(a+b)+b2(a+b)? 1?2 +s2
p=S,A% — i = Hatb+o? - =—(s—=b)(s—c¢)

Geometria con coordenadas baricéntricas Angel Montesdeoca



20 Ecuaciones de circunferencias particulares Pég. 117/143

Y de la misma forma, se obtienen
qg=—(s—c)(s—a), r=—(s—a)(s—b).

Con lo que la ecuacién de la circunferencia radical de las exinscritas es:

a2yz+622x+02:py+(s—a)(s—b)(s—c)(:r—i—y—i—z)( I A ):O (20.81)
s c

Esta ecuacion también se puede poner de la forma:
(s —b)(s — )z + (s —c)(s — a)y* + (s — a)(s — b)z* + asyz + bszx + csxy = 0.

Noétese que el eje radical de esta circunferencia y la circunscrita es la tripolar del punto de
Nagel, Ny(s —a:s—b:s—c).
La circunferencia radical de las exinscritas pasa por los pies de las perpendiculares trazadas
desde cada vértice de ABC' sobre sus bisectrices exteriores
(ver http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2314.pdf)

20.5 Circunferencias adjuntas

Se conoce como circunferencias adjuntas las que pasan por dos de los vértices de un triangulo
ABC' y son tangentes a uno de los lados adyacentes. Vamos a obtener los puntos de Brocard como
interseccion de estas circunferencias.

Fab

Consideremos la circunferencia que pasa por los vértices A y B y es tangente al lado BC' en B.
La ecuacién de una circunferencia general (19.71), por satisfacerse para A(1:0:0) y B(0:1:0)
queda de la forma
a’yz 4+ b2z + oy —rz(x +y+ 2) = 0.

Como ademas es tangente a = 0 en B(0: 1:0), debe tener un raiz doble nula, en z, la ecuacién
z(a?y — r(y + 2z)) = 0. Por tanto, » = a? y la ecuacién de esta circunferencia adjunta es:

Tap: a®yz+ b2z + Paoy —a’z2(x +y+2) =0.
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Similarmente, obtenemos la ecuacién de las circunferencias I'y. que pasa por B y C'y es tangente
a CAen C,y la de la circunferencia I'., que pasa por C'y A y es tangente a AB en A:

Ty :  a’yz+ %20 + oy — bx(z +y+2) =0.
Tew: a®yz+ b2z + Py — Ayle+y+2) =0.

Las tres circunferencias I'gp, I'pe ¥ 'cq se cortan en el primer punto de Brocard (14.3), que
se obtiene el sistema que resulta, por ejemplo, de restar a la primera ecuacién la segunda y a la

segunda la tercera:
b’z —a’z2=0 1 1 1
= Ql o) : ) . -3 .
—brx+ccy=0 b ¢ a

Si ahora tomamos las circunferencias adjuntas Iy, Iy v T'ep (la primera, pasa por Ay C'y es
tangente a C'B en C; similarmente las otras dos), sus ecuaciones son:

Toe: a?yz+b2zz+ oy —a®y(r+y+2)=0

1 1 1
Tpe i a?yz+ b2+ oy —b2z(z+y+2) =0 =MW 5: 513
Leop: alyz+bizz+ ey —cz(z+y+2)=0

20.6 Circunferencia ortobaricéntica

Las circunferencias adjuntas, no tangentes en el vértice A, se cortan ademds en el punto A’(a? :
254 : 2Sp). Similarmente, se definen, para los otros pares de circunferencias adjuntas, los puntos
B'(25p : b*:255) y (2S¢ : 2S¢ : ¢*). El centro de perspectividad de ABC' 'y A'B'C” es el baricen-
tro G de ABC'. La circunferencia circunscrita a A’ B’C” (circunferencia ortobaricéntrica), tiene como
didmetro el segmento GH, de centro el punto (4SpSc + a?S4 : 45cSa + b2Sp : 4545p + 2S¢)
(X381 en ETC). Su ecuacién es:

a?yz + b*xz + Pay — 2(x +y + 2)(Saz + Spy + Spz) =0

(Applet CabriJava)
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20.7 Circunferencias de Schroder

Las circunferencias circunscritas a los tridngulos AIA;, BIB; y CICq (siendo Aj, By, Cr los
puntos de contacto(pag. 34) de la circunferencia inscrita a ABC'), concurren en dos puntos (uno
es el incentro I).

Las ecuaciones de tales circunferencias son:

—b+c¢) ab(a+ b — c)
2 b2 2 ac(a . —0.
a‘yz + bz + cCxy+ (x +y + 2) 20— o) Y 20— 0) z 0
be(—a +b b b—
a’yz 4+ bze + Cry + (e +y+2) | — oo+ +C)x+ ala + C)z =0.
2(c—a) 2(c—a)

cb(—a+b+c) ca(a — b+ c) ):0

2 b2 2 _
a‘yz + bz + cCxy + (x +y + 2) 3a—0) x 2(a—1)

Estas se cortan en I(a:b:c¢) y en
(a((b—c)* +alb+c—2a)) : b((—a+c)* +bla—2b+c)) : c((a —b)* + (a+ b — 2c)c)),

conocido como punto de Schréder (X155 en ETC).

20.8 Circunferencia de Brocard

La circunferencia que pasa por el vértice (opuesto a la base) de cada tridngulo isésceles levantado
interiormente sobre cada lado del triangulo de referencia, con angulo en la base el angulo de
Brocard (ver figura en la pag. 66), denominada circunferencia de Brocard, la podemos determinar
sustituyendo dichos vértices

X(—a*:Sc—S,:53—-8,), Y(Sc—S,:-b>:84-8,), Z(Sp—S,:84—S,:—c),
en la ecuacién de la circunferencia general (19.71), obteniéndose, al sustituir X,
a?(Sp—5.)(Sc—Su)—a®b*(Sp—S.,) —a*c®(Sc—S.,) =28, ((—a®p+r(Sp—S.])+4(Sc—S.)) =0,
y las ecuaciones correspondientes, cuando se sustituyen las coordenadas de Y y Z; las tres se
pueden poner de la forma:

(a® 4+ b2 + ) (a®p + ?q + b?r) = —a?(b? — be + 2)(b* + be + ¢2)
(a® + b2 + ) (Pp + b2q + a®r) = —b*(a® — ac + ) (a® + ac + ¢?)
(a® 4+ b + ) (b?p + a®q + 1) = —c*(a® — ab + b*)(a® + ab + b?)

b2 c? a®c? a’b?
_ = - r=—-————-—".
1+ 1T ey a? + 0% + ¢?

Con lo que la ecuacidn de la circunferencia de Brocard se puede poner de la forma:

p:

2b22
e (:c~|—y~|—z)<£+b%+c%)=0 (20.82)

a’yz + b’zx + Py — 5
a

a2+ b2+ c2

Esta circunferencia contiene a los puntos de Brocard Q4 (1/6% : 1/c? : 1/a®) y Q2(1/c¢% : 1/a? :
1/b%) y pasa por el circuncentro O(a?S, : b>Sp : ¢*Sc) y el simediano K (a? : b* : ¢?).

Su centro es el punto medio de OK (didmetro de Brocard), X152 en ETC:

(a®(a®(a® — b — ¢*) — 26°¢?) : b (b (b° — ¢® — a®) — 2c¢%a®) : (P (? — a® — b%) — 2a°D%).
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La circunferencia de Brocard es el lugar geométrico de los puntos comunes de las tres circun-
ferencias que describimos a continuacién:

Para todo ntimero real ¢ se consideran los tres puntos, en los lados del triangulo de referencia,
X(0:1—t:1), Y(t:0:1—1), Z(1—t:t:0).
Las ecuaciones de las circunferencias AY Z, BZX y CXY son
To:  a’yz+bz2x+ Foy — (v +y+2) (¢ = Ft)y + b7t2) =0,
Ly a’yz+ b2z + Aoy — (x +y + 2)(Pte + (a® — a’t)z) = 0,

Lot a?yz + bz + oy — (v +y + 2)((0? — b*t)x + a’ty) = 0.

Cuyo punto comtin (V) es
P(a®(a®t(t—1)+b**+c*(t—1)%) : B2 (b°t(t— 1)+t +a*(t—1)°) : A(Pt(t—1)+a’* > +b*(t—1)%)).
Eliminando t, se obtiene la siguiente ecuacion:
b22a? + a’Py? + a?b22% — atyz — blaz — ctay = 0.

Comparando los coeficientes de esta ecuacién con la ecuacién de una circunferencia general a?yz +
b xz + zy — (x +y + 2)(pr + qy + rz) = 0, se obtiene salvo el coeficiente de proporcionalidad
_(0’2 + b2 + 62)7
b2c? ca? a’b?
q =

p= a? + b% + 2’ T:a2+b2+c2'

a2+ b2 + %’
Por lo que se trata de la circunferencia de Brocard.
El centro de la circunferencia I', es
(07 = 2)(a2 = 82 = )t = (a® = ) + 0P(a? + ¢2) ;
b2(—a2 + b2 + 3c2)t — b2(—a? + b2 + c2) : —c®(—a? + 362 + )t + 2b202).

(1) Para cualquiera que sean los tres puntos X,Y y Z sobre los lados (no necesariamente como se definen aqui),
las circunferencias AY Z, BZX y CXY se cortan en un mismo punto: Teorema de Miquel
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Los centros de I'y v I'. se obtienen rotando, hacia la derecha, las coordenadas del centro de I',

a la vez que se permutan a — b,b — ¢,c — a.

El centro de la circunferencia que pasa por los centros de las anteriores es

(a2(a2 + 262 (t — 1) — 20°%t) : b2 (b* 4+ 2a2(t — 1) — 2c%t) : 2(* + 2% (t — 1) — 2a2t).
El lugar geométrico de estos centros, cuando ¢ varia, es

(b*c2(a*(2a® — b — ) + (* — *)?)x + (Pa®(b* (26 — & — a®) + (¢ — a®)?)y+

+(a®b*(*(2¢® — a® = b*) + (a® — b*)?) 2 = 0,

que es la tangente a la circunferencia de Brocard en O. Su tripolo es el punto Xo9g7 de ETC, de

coordenadas

a? b? c?

<2a4 —2W+ @)+ 02— @2 2 — (P +a2) + (2 —a?)? 26t — (a? + 1) + (a2 — b2)2) '

Es punto es a su vez el conjugado isogonal del X530, de coordenadas

(2a* — a®(b* + ®) + (b* — ¢®)? 1 26" —B*(? + @®) + (¢ —a®)? : 2¢* — P (a® + b%) + (a® — b%)?).

20.9 Circunferencia circunscrita al tridngulo excentral

El tridngulo excentral tiene sus vértices en los centros I,(—a :b:¢), Iy(a: —b:c)y I.(a:

b:—c)

de las circunferencias exinscritas. Luego, sustituyendo las coordenadas de estos puntos en la

ecuacién de la circunferencia general (19.71), se llega a las tres ecuaciones

(a—b—c)(ap —bqg — cr + abc) =0,
(—a+b+c)(—ap+bg — cr + abc) =0,
(—a—b+c)(—ap — bg + cr + abc) =0,

de donde, se obtiene que la ecuacion circunferencia circunscrita al tridngulo excentral es

a’yz + b*zx + Cay + (x + y + 2)(bex + cay + abz) =0

(20.83)

Para determinar su centro y radio, usaremos que ella es la homotética de la circunferencia
circunscrita a ABC, mediante la homotecia de centro en el incentro (a : b : ¢) de éste y razon 2.
Por las ecuaciones (5.17) de la homotecia de centro en I(a : b: ¢) y razén 1/2 el homdlogo de

un punto (z:y: z) es

(a+b+co)z+alz+y+z2):(a+b+ey+blz+y+z2):(a+b+c)z+clz+y+2)).

T

Sustituyendo en la ecuacién a’yz + b?>zx + c?zy = 0, de la circunferencia circunscrita a ABC,

resulta:

(a+b+c)?(bex® + acy® + abz® + ala+ b+ c)yz + bla+ b+ c)zz + cla + b+ c)zy) = 0,

que coincide con la ecuacién (20.83).

Geometria con coordenadas baricéntricas Angel Montesdeoca



Pég. 122/143 20 Ecuaciones de circunferencias particulares

20.10 Circunferencia de Apolonio de ABC

e
Circunferencia de Apolonio de ABC'" tangente internamente a cada una de las circunferencias
exinscritas (ver http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2273.pdf)

20.11 A-—circunferencia de Apolonio

Se denomina circunferencia de Apolonio de dos puntos D; y Dy para la razén d;/dy al lugar
geométrico de los puntos P para los cuales se verifica:

PDy  d
PDs  dsy’

Esta circunferencia tiene como diametro el segmento formado por los centros de semejanza
interior S; y exterior S, de las circunferencias D (dy) y Da(d2), de centros en D y Dy y de radios
dy y do. Para cualquier punto en la circunferencia de Apolonio citada, se verifica que las bisectrices
interior y exterior, en el vértice P, del triangulo PD1 D5 pasan por S; y S..

—
Como situacion particular, podemos tomar, dado un triangulo ABC' la circunferencia de Apolo-

nio de los vértices B y C para la razén c¢/b; es decir, el lugar geométrico de los puntos P que
cumplen PB/PC = c¢/b. A esta circunferencia le denominamos A-circunferencia de Apolonio, re-

lativa a ABC. Como un didmetro tiene sus extremos en (0 : b:¢)y (0: —b: ¢), su ecuacion y,
respectivamente, las circunferencias de Apolonio relativas a los vértices B y C, son:

2
Iy :|a®yz + b*xz + oy — = a s(T+y+2) (—02y + sz) =0 (20.84)
—c
2
Ty :| ayz + bwz + oy — (T +y+2) (Px—a*2) =0 (20.85)
2 —a
2
L. :|d?yz + b%zz + oy — Q—bz(:c +y+2) (—b2$ + a2y) =0 (20.86)
(1/ J—

Obsérvese que los ejes radicales (§19.2) de cada circunferencia de Apolonio y la circunferencia
circunscrita son las simedianas (13.57).
Los radios de estas tres circunferencias son, respectivamente,

abe abe

Ra:m7 Rb: ) RC

2 2

cT—a
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—
Los ejes radicales de las circunferencias de Apolonio de ABC', tomadas dos a dos, coinciden en
la recta de ecuacién b2c?(b? — ¢?)z + c2a?(c? — a®)y + a?b*(a® — b?)z = 0, por lo que las tres se
cortan en dos puntos que son los puntos isodinamicos, X5 y X16 en ETC, de coordenadas:

(a2(s +/354) 1 B3(S £ v3Sp) : (S + ﬁsc)) .

Pues, el primero satisface a la ecuacién de la A—circunferencia de Apolonio, ya que:
a’b?c?
(b—o)b+o)
+3a2S4Sp + 3b°SaSp — 3¢2SaSp + 3b%5% — V3a?SSc + V3b25Se — 3V3c2SSc — 3a*S4Sc+
13025450 — 3¢2S4Sc — 3025%>.

(3b252 — 36252 4+ 2V36255 4 — 2V325S 4 + V30255 + 3vV3b2SS s — V325 S5+

El dltimo factor lo podemos agrupar en la forma siguiente:

36252 — 3¢?5? + 2V/3b%55 4 — 2V3c2SS 4 + (V3a2SSp + V3b2SSp — V3c2SSp) + 2v3b2SSp+
+(3a2S4Sp + 3025455 —3c2545B) + 3025% + (—V/3a2SSc +V3b2SSe — V3c2SSc) — 2v/3¢*S S
+(—3a%S4Sc + 3b*S4Sc — 3c¢*S4Sc) — 3c2SE =
36252 — 3¢25% 4 2v/3b%S54 — 2V3c¢28S4 + 2V/35S5Sc + 2V/3b*SSp+
+654S5Sc + 3b2S% — 2v/35S3Sc — 2V3¢*SSe — 6545550 — 3¢2S2 =
36%(S? + S%) — 3¢%(S% 4+ 5%) 4+ 2v/3b25(S4 + SB) — 2V3c2S(Sa + S¢) =
3b%a%c? — 3c2a’b? 4+ 2v/3b22S — 2v/32h%S = 0.

Similarmente, se comprueba que este punto isodindamico, satisface a las ecuaciones de las otras
dos circunferencias de Apolonio. Y, asi mismo, que el segundo punto isodinamico satisface a

las ecuaciones de la tres circunferencias de Apolonio. Para otra interpretacién de los puntos
isodinamicos, ver § 16.4.2.

20.12 Primera circunferencia de Lemoine

Las paralelas a los lados de un triangulo por su simediano, cortan a sus lados es seis puntos
cociclicos situados en la denominada primera circunferencia de Lemoine (V).
(Applet CabriJava)

primera
circunferencia
de Lemoine

B

(1) Conocida también como ” Triplicate-Ratio Circle”, ” Cerchio con rapporto triplicato”.
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Las paralelas a los lados del tridngulo por su simediano K (a? : b? : ¢?) son:
(b2 + 02) r—a’y—a’z=0, —bz+ (a2 + C2> y—b’2=0, —c*zx—c*y+ (a2 + b2) z=0.

Las cuales cortan a los lados, respectivamente, en

Ba(aQ:O:b2+c2), C’a(aQ:bQ—l—cQ:O),
Ay (0:0* 1 a® + %), Cy(a®> +c:b*:0),
AC(O:a2+b2102), Bc(a2+b2:0102).

A partir de la ecuacién de una circunferencia general (19.71)
a’yz +b%zx + Cry+ (x+y+ 2)(pr 4+ qy +rz) =0,

se obtiene que la circunferencia que pasa por los tres primeros puntos, tiene por ecuacion:

rT+y+z
(a® + b% + ¢?)

a’yz +b?zx + oy — 5 (2P (0° + P)a + Pa®(P + a®)y + a®b*(a® +b%)z) =0,

la cual contiene a los tres restantes. Su centro tiene por coordenadas
(a2(a25A + 02 AV Sp +Fa?) A (ASo + a2b2)>,

que es el punto medio (X;g2 en ETC) del circuncentro y el simediano.

En el hexdgono A, B, B.CpC,Ac (hexdgono de Lemoine), los lados Ay B,, B:.Cy y C,Ac tienen
la misma longitud, igual a

abc
a?+b2+c?
El radio de la primera circunferencia de Lemoine es

do =

abeyv/a?b? + c2b? + a2¢2?
(@2 +02+c2)\/(—a+b+c)la—b+c)atb—c)at+b+tec)

Ry =

Utilizando (2.5), (2.6) y (2.9), se tiene

2Ry = Rsecw.

20.13 Segunda circunferencia de Lemoine

Cada antiparalela por K a un lado, respecto a los otros dos, corta a estos en dos puntos. Los seis
puntos asi determinados son cociclicos estando en la que se conoce como segunda circunferencia
de Lemoine.

La antiparalela a BC por K (respecto a AB y AC) es
26202 — 2 (a2 — b+ 62) Yy — (a2 +b? — 02) b2z =0.
La antiparalela a C A por K (respecto a BA 'y BC) es
—(—a® + V¥ + )z +2a*Py —a® (a®> +b* — *) 2= 0.
La antiparalela a AB por K (respecto a CAy CB) es

b? (—a2 +b% + 02) T + a? (a2 — b+ 02) y — 2a*b*z = 0.
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(Applet CabriJava)

C
Ba Ab
B, sequnda
circunferencia
de Lemoine
K
AC
A
o c, B
Entonces los puntos

Ba(—a2—b2+02:0:—202), Ca(aQ—b2+c2:2l)2:()),

Ab(O:a2+b2—02:202), C’b(—2a2:a2—b2—02:0),
Ac(0:2b2:a2—b2+62), BC(—ZaQ:O:CLZ—bz—cz),

estan en la circunferencia:

4(x+y+z)
(CLZ + b2 + 62)2

a’yz + b2xz + oy — (bzczSAx + c2a?Spy + azszcz) = 0.

Esta es la segunda circunferencia de Lemoine (o circunferencia coseno (1)) y su centro es simedi-
ano K(a?:b*:c?).

El radio de la segunda circunferencia de Lemoine es

abc
Ro= 5
a®+b*+c
La relacién con el radio Ry de la primera circunferencia de Lemoine y el radio R de la circun-
ferencia circunscrita a ABC' es

R* | + R*> = 4R%.

Otras propiedades:

e Los triangulos Ay B.C, v B,CyA. son simétricos respecto a K.

e El punto medio de la altura y el pie de la mediana desde el mismo vértices estan alineado
con K(a?:b%: c?):

a2 Sc SB SC b2 SA SB SA 02
0 1 1 | =0, 1 0 1 [|=0, 1 1 0 |=0.
a? b 2 a? b2 2 a? b2 A2

e El hexdgono A, B,B.C,C, A, tiene sus lados paralelos a los del tridangulo ABC' y sus diagonales
no maximales son perpendiculares a los lados del triangulo.

(1) Los segmentos ApAc, BeBa y CaCp son proporcionales a los dngulo opuestos, a ahi el nombre de
circunferencia coseno.
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21 Puntos de tangencia de circunferencias notables

Como ejemplo de utilizacion de las ecuaciones de circunferencias en coordenadas baricéntricas,
vamos a obtener las coordenadas de de los puntos de tangencia entre las circunferencias de los
nueve puntos N(R/2) con la inscrita I(r) y con las exinscritas I,(rg), In(rs), Ic(7c)-

21.1 Comenzamos con el punto de Feuerbach que es el tinico punto comiin de las circunferencias
inscrita y de los nueve puntos de un triangulo.
El eje radical de estas circunferencias se obtiene restando sus ecuaciones (20.79) y (20.78):

(2(s—a)? —Sa)z+ (2(s—b)2 —Sp)y+ (2(s— )2 —8c)z =0 obien — +-4 1+ = _q
b—c c—a a-—b
Probemos que esta recta satisface a la ecuacién tangencial de la circunferencia de los nueve
puntos; es decir, que es tangente a ella. Por tanto, también es tangente a la circunferencia inscrita:
el punto de tangencia es el punto comun a ambas circunferencias.
La matriz asociada a la circunferencia de los nueve puntos y su adjunta son, respectivamente:

—254 c? b2 4SpSc —a*  a?b? +2¢%Se 2Spb? + a?c?
c? —-285p a? , a’b? +2c2Sc 45450 — bt 2S840 + 0% |,
b? a? —25¢ 2Spb% + a?c® 2S4a2 4+ b%2c2 4S4Sp —

Para que el eje radical sea tangente se debe anular la expresion que resulta de sustituir en la
ecuacién tangencial, los coeficientes de la ecuacién del eje radical V), que puede simplificarse en
ésta:

8abc(2s — (a+b+c)) ((a2 +0*+¢%)? —65% —4s((s —a)Sa+ (s = b)Sp + (s — ¢)Sc)),

la cual se anula, pues 2s =a + b+ c.
El polo respecto a N(R/2) del eje radical, que es el punto comin a ambas circunferencias, tiene
primera coordenada (las otras se obtienen permutando ciclicamente):

(Sp —2(s —b)?)(a®b® +2c*Sc) + (a®c® +2b°Sp)(Sc — 2(s — ¢)?) + (Sa — 2(s — a)?)(—a* +4SpSc)

Al sustituir los valores S4,Sg,Sc v s, se obtiene que las coordenadas del punto de Feuerbach,
X11 en ETC, son

F((—a+b+c)b—c)?:(a—b+c)c—a)?:(a+b—rc)(a—1b)?).

Los célculos resultan mucho maés sencillos si, en vez de partir de la circunferencia de los nueve
puntos, tomamos la ecuacién de la circunferencia inscrita, cuyas matrices asociada a la ecuacién
puntual y tangencial son respectivamente:

—(s—a)? (s—a)(s—=b) (s—a)(s—c) 0 s—c s—b
(s—a)(s—0) —(s — b)? (s—c)(s=b) | s—c 0 s—a
(s—a)(s—c) (s—c)(s—b) —(s—1¢)? s—b s—a O

(1) Las ecuaciones matriciales puntual y tangencial de una cénica se expresan por tXMX =0y 1JUM#U =0,
donde M y M# son las matrices asociadas a las cénicas (M# es la adjunta de M) y X y U son matrices columnas
formadas por las coordenadas de punto y recta, respectivamente.
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El eje radical es tangente a la circunferencia inscrita:

1
0 s—c s—b b—c
1 1 1 1
<b—c c—a a—b) s 0 sTa c—a =0
s—b s—a 0 1
a—>b
Y el punto de Feuerbach es:
1 (s—a)(b—rc)
0 s—c s—0b b—c (c—a)(a—"b)
1 (s —b)(c—a)
s—e 0 s—a c—a | (@ —b)(b—rc)
s—b s—a 0 1 (s —c)(a—10)
a—b (b—c)(c—a)
21.2 Posibles construcciones del punto de Feuerbach se basan en los dos resultados que se expo-

nen a continuacién. Otra construccién en http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2354.pdf
o en http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2455.pdf.

T T

El tridngulo medial de ABC' es perspectivo con el tridngulo A’ B’C’, formados por los otros
puntos en que los lados del triangulo anticomplementario del tridangulo de contacto interior,
vuelven a cortar a la circunferencia inscrita a ABC'.

___En otras palabras: "Sean Ay, Br y Cr los puntos de contacto de la circunferencia inscrita a
ABC con sus lados. La paralela por A; a B;C7 corta a la circunferencia inscrita en A’ (este punto
es el simétrico de Aj respecto a la bisectriz en A); entonces, la recta A’ M, (M, es el punto medio
de BC) vuelve a cortarla en el punto de Feuerbach”.

A

M, C" ¢,

—
Los puntos de contacto de la circunferencia inscrita con ABC' son (12.50):
Ar(0:a+b—c:a—b+c¢), Brla+b—c:0:—a+b+c), Crla—b+c:—a+b+c:0).

La ecuacién de la circunferencia inscrita es (20.79):
1
a’yz +b?zx + oy — Z(IL‘ +y+ z)( (a®> +b* + ¢® +2(—ab+ bc — ca)) z+

(a2+b2+c2+2(—ab—bc+ca)y+(a2+b2+02+2(ab—bc—ca)z> = 0.
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Las paralelas por A; a B;Cy, por By a C;A; y por C; a A;By son, respectivamente:
(alb+c)—(b—c)*)z+(b—c)a—b+c)y—(b—c)(a+b—c)z=0,
—(c—a)(—a+b+c)z+ (blct+a)—(c—a)?)y+ (c—a)la+b—c)z =0,
(a=b)(—a+b+c)x—(a—b)(a—b+c)y+ (c(a+b)—(a—b)2)z:O.

Estas recta vuelven a cortan a la circunferencia inscrita, respectivamente, en los puntos:
A/<(—a+b+c)(b— c)?:(a—b+e)b?:(a+b— c)cQ>,
B’((—a+b+c)a2 t(a—b+c)c—a)?: (a+b—c)c2),

C’((—a+ b+c)a®: (—a+b+c)a®: (a+b—c)la— b)2>.

Las ecuaciones de las rectas que A’M,, B'M, y C'M,. son, respectivamente:

B+ —ab+c)z+(b—c)(—a+b+c)y+(a—b—c)(b—c)z=0,

(—a+b—c)c—a)r+ (*+a®—blc+a))y+ (c—a)la—b+c)z=0
(a—b)(a+b—c)x+ (—a—b+c)a—Dby+ (a®> +b* — c(a+b))z = 0;

las cuales concurren en el punto de Feuerbach.

Sea el triangulo 1@ y Ay, By, C7 los puntos de contacto de sus lados con su circunferencia
inscrita, de centro I. La recta BC' corta a la homotética de B;Cy, mediante la homotecia de
centro en el vértice A y razén 2, en el punto A’. La recta AA’ corta a B;Cr en A”. Entonces
la recta determinada por los puntos BA” N AC y CA” N AB es tangente a la circunferencia
inscrita en el punto de Feuerbach.
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T
Los puntos de contacto de la circunferencia inscrita con los lados de ABC, en coordenadas

baricéntricas homogéneas respecto a ABC, son
Ar(0:a+b—c:a—b+c), Brla+b—c:0:—-a+b+c), Crla—b+c:—a+b+c:0).

La ecuacién de la recta B;C y de su homotética, mediante la homotecia de centroen A(1: 0 : 0)
y razén 2, son, respectivamente:

(a—b—c)z+(a—by+ (a—c)z=0, (—a+c)z+(=b+c)y+(—a—b+c)z=0.

Esta tltima corta al lado BC' (z = 0) en el punto A’(0:a+b—c:c—b).
La recta AA": (a—b)y+ (a —c¢)z =0 corta a BfCy en el punto A”(b—c:a—c:—a+b).
Los puntos de interseccion de las rectas BA” y AC' y de las rectas CA” y AB son, respectiva-
mente,
By(=b+c:0:a—b), Co(=b+c:—a+c:0).

La recta que pasa por estos puntos tiene por ecuacién:
B,Cy: (a—b)(a—c)x—(a—b)(b—c)y+ (a—c)(b—c)z=0.
Esta es la recta tangente a la circunferencia inscrita en el punto de Feuerbach.

Este resultado nos da un criterio para construir el punto de Feuerback: ”FEs el simétrico de By
respecto a IB,”. o "Es el simétrico de C respecto a I1C,”.

Si en vez de partir del vértice A, hacemos el estudio desde los vértices B o C, procediendo
ciclicamente, se obtiene el mismo punto de tangencia con la circunferencia inscrita de las rectas
CyAp y A.B.. realmente ocurre que A, = A., B, = B,y C, = C}.

e Las rectas AA’, BB’ y CC’ son paralelas:
AA": (a—by+(a—c)z =0, BB': (b—c)z+(b—a)x =0, CC": (c—a)x+(c—b)y =0,

y su punto del infinito es
(b—c:c—a:a—-0»),

que es el X514 en ETC.

T
Dado un triangulo ABC', sea I el centro de la circunferencia inscrita, 7" un punto de ésta
y t su tangente en T. Las perpendiculares a IA,IB e IC por I cortan a t en A", By C’,
respectivamente. Entonces, las rectas AA’, BB’ y C'C’ son concurrentes.

Las perpendicular a TA, IB e IC por I(a:b: ¢) tienen por ecuaciones
2bc(be + Sa)x — c(a(bec+ S4) +bSp — cSc)y — b(a(bec + Sa) —bSp 4+ ¢cSc)z =0,

—c(b(ca+ Sp) — cSc + aSa)x + 2ca(ca+ Sp)y — a(b(ca+ Sg) + cSc —aSa)z =0,
—b(c(ab+ Sc) +aSs — bSp)xr — a(c(ab+ S¢) —aSa + bSp)y + 2ab(ab + Sc)z = 0.

—
La tangente comun a la circunferencia inscrita y de los nueve puntos de ABC en el punto

comin (punto de Feuerbach), ((b—c)?(b+c—a):(c—a)?*(c+a—"b):(a—b)(a+b—c)), tiene
por ecuaciéon (pag. 126):
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La interseccion de esta recta con las tres anteriores da los puntos

A’((b—c)(2abc—a2(b+c)—i—(b—c)2(b+c)) :b(c—a)(a+c—b)(a+b—2c) : c(a—b)(b+a—c)(a+c—2b)),

B’ (a(b—c)(c—i—b—a)(b—l—a—Qc) . (c—a)(2abc—b*(c4a)+(c—a)?(c+a)) : c(a—b)(b—i—a—c)(b—i—c—Za)),

C’ (a(b—c)(c—i—b—a)(c—i—a—?b) :b(c—a)(a+c—b)(c+b—2a) : (a—b)(2abc—02(a+b)+(a—b)2(a+b))).

Las rectas AA’, BB’ y CC’ concurren en el punto del tipo de los de la Enciclopedia de Kim-
berling:

(a(b—c)(b+c—a)(a—2b+c)(a+b—20) :b(c—a)(c+a—0b)(b—2c+a)(b+c—2a):

cla—0b)(a+b—c)(c— 2a—i—b)(c—i—a—2b)).

Este punto es el producto baricéntrico del Xgs0, conjugado isogonal del polo trilineal de la
recta 1O (recta que pasa por el incentro y circuncentro de ABC') por el punto Xgo3; éste ultimo
punto es el de concurrencia de las rectas AD’, BE',CF’, siendo D', E’, F’ los simétricos, respecto

al baricentro G, de los puntos de corte D, FE, F de la recta GI con los lados BC,CA, AB. En
efecto:

La recta 10O es:
be(—bSp + ¢Se)x + ac(aSa — ¢Sc)y + ab(—aSa +bSp)z = 0.
El conjugado isogonal de su polo trilineal es
(a*bc(—bSp + cSc) : b*ac(aSa — ¢Sc) : *ab(—aSa + bSp)) =

(a(b+c—a)b—c):blct+a—b)(c—a):cla+b—c)(a—0b)),
que es el punto Xg50 en ETC.

Por otra parte, la recta GI, (b—c¢)x + (¢ —a)y+ (a — b)z = 0, corta a los lados BC, CAy AB
en

DO0:a—b,a—c), Ela—b:0:c—b), Fla—c:b—c:0).

Los simétricos de estos respecto a G(1:1: 1) son:
D'(22a—b—c¢):a+b—2c:a—2b+c),

E'(a+b—2c:2(—a+2b—c): —2a+b+c),
F'(—a+2b—c:2a—b—c:2(a+b—2c)).
Las ecuaciones de las rectas AD’, BE' y CF’ son

(a—2b+c)y+(—a—b+2c)z =0, (2a—b—c)z+(a+b—2c)z =0, (—2a+b+c)z+(—a+2b—c)y =0,
que concurren en Xgos:

((a+b—2c)(a—2b+c): (b+c—2a)(b—2c+a): (c+a—2b)(c—2a+D)).
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tripolo de 10

Tangente en F,

X(650)

(http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2317.pdf).
(w

21.3 El eje radical de la circunferencia de los nueve puntos N(R/2) y la exinscrita I,(r,), se
obtiene restando las ecuaciones de ambas, por lo que tiene de ecuacién:

(2% — Sp)x + (2¢2 — des + 252 — Sp)y + (26 — 4bs + 25* — Sc)z = 0,

o bien
T Y z
b—c+a+c a+b

(a+b)(a+c)x+ (a+b)(b—c)y—(b—c)la+c)z=0, 6

Para comprobar que el eje radical es tangente a ambas circunferencias (y, por consiguiente, su
punto de tangencia es comun a ambas) basta con comprobar que lo es a una de ellas. Para que sea
tangente a I,(r,), debe contener a su polo respecto a la ella; es decir, se debe anular la expresién
que resulta de sustituir en la ecuacién tangencial de I,(r,) los coeficientes de la ecuacion del eje
radical:

1
0 —5(s —b)?(s —c) —s(s —b)(s —c)? b—c
11 -1 , , 1
(b—ca—l—c a—l—b) —s(s —b)*(s —¢) 0 s*(s —b)(s —¢) P =0.
—s(s—b)(s—c)? s*(s—b)(s—c) 0 —1
a+b

Y el punto de tangencia es:
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1 2
0 —s(s —b)%(s—c) —s(s—b)(s — c)? b—c sb—c)
—s(s —b)*(s —c) 0 s2(s—b)(s—c) a-ll—c =1 (c—s)(a+c)?
—s(s —b)(s —¢)? s%(s—b)(s—c) 0 —1 B
> (b—s)(a+b)?

Andlogamente, se obtienen los otros puntos de tangencia de las circunferencias de los nueve
puntos con Iy(rp) y I.(r.):

((c=s)(b+c):s(c—a)*:(a—s)(b+a)?), ((b—s)c+b)?:(a—s)(c+a)’:s(a—0b)?).

Estos tres puntos de tangencia forman un tridangulo ( tridngulo de Feuerbach) perspectivo con
ABC'y su centro de perspectividad es el punto de coordenadas

(=0 + (b= )b+ 0 5 (<1 + (= )*) (e + @)% s (~¢* + (a = )*)(a + b)°),

que es el punto X5 en ETC, y que se puede, también, expresar como:

((b+c)2 (c+a)? (a+b)2>.

s—a s—b = s—c

El centro radical de las circunferencias exinscritas (punto de igual potencia respecto a las tres)
es el punto de Spieker (pag 104):

Si un punto (z : y : z) tiene la misma potencia respecto a las tres circunferencias exinscritas,
debe satisfacer al sistema de ecuaciones:

sfr+(s—c)Py+(s—b2z=(s—c) v +sy+(s—a)z=(s—b’z+ (s —a)’y+ s°2 = 0.

Restando el segundo miembro de estas igualdades al primero y el tercero al segundo, resultan
las ecuaciones:

(a+b)x—(a+b)y+(a—b)z=0, b—c)x+b+c)y—(b+c)z=0,
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cuya solucién son las coordenadas del punto de Spieker, S,(b+c:c+a:a+b), X190 de ETC.

Sea « a circunferencia pasando por los puntos medios M, y M. de los lados AC' y AB,
respectivamente, y tocando internamente a la circunferencia A—exinscrita, I',, en el punto X.
Similarmente se consideran las circunferencia 3 y « tangentes internamente en los puntos Y y
Z a las circunferencias I', y I'.. Entonces, los tridngulos ABC' y XY Z son perspectivos, con
centro de perspectividad en el punto de coordenadas baricéntricas

(b+c—a)(b+c)®:(a—b+c)a+c)*: (a+b—c)(a+b)?).

(Ver http://webpages.ull.es/users/amontes/pdf/ejtr2457.pdf)
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SIMBOLOS

(XY UV ) :razdn doble ... ... 99
(A, p,v) :  componentes de un vector, respecto al tridngulo A+ pu+v=0).......... 28
A,B,C : vértices (o angulos en ellos) del tridngulo de referencia /ﬁ’ .............. 2

1@ : tridangulo de referencia. ......... ... 4
Ap,Bp,Cp : pies de las perpendiculares a los lados de 1@ (pedalesde P) ........... 34
B, : punto de Bevan, X g . ....oooi 47
E,, Ey, E. : puntos medios de cada vértice de 1@ y su ortocentro.................. 113
F punto de Feuerbach, Xq1......ooooiii i 126

G: baricentro, Xo ... e 10

G punto de Gergonne, X7 ... ...t 34
H: OTtOCENtTO, X oo 32

I: INCENETO, X1« 10
I,(rg),... : circunferencias exinscritas. ..............ooiiiiiiiiiii .. 34
I1,, 1, 1. : centros de las circunferencias exinscritas...............oooviiiii.... 35
J: centro de perspectividad de Jacobi, relativo a los angulos 0,,60, y 0. ...... 72
J(m,n) : centros de perspectividad de Jacobi (Teorema de Kariya)................. 97
JP . un centro de perspectividad, relativo al triangulo de Jacobi............... 72

Jy un centro de perspectividad, relativo al triangulo de Jacobi............... 72
J*(m,n) : simétrico de J(m,n), respecto al punto de Feuerbach. .................... 97
Jy : centro de perspectividad de Jacobi, cuando 6, = 0(A,B,C) .............. 72

Jk centro de perspectividad de Jacobi (Teorema de Kariya).................. 96

J; simétrico de J, respecto al punto de Feuerbach. ......................... 97
K(£%) puntos de Fermat, X13 ¥ X14 «cvvorinrinii e 63
K(0) centro de perspectividad de Kiepert............. ... ... ... ... ... ... 62
L: punto de De Longschamps, Xog .. ..vvviiiiii i 36
M., My, M, : pies de las medianas (puntos medios de los lados de 1@) ................ 8
M; - punto intermedio, Mittenpunkt, Xo ....... ... 37

N . centro de la circunferencia de los nueve puntos, Xs5...................... 114

Ny : punto de Nagel, Xg ... 35

O : CITCUNCENETO, X g oo ittt ettt ettt e e e e e e e e 32
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O(R) :  circunferencia circunscrita a ABC .. ... ... 107
P(x,y,z) : coordenadas baricéntricas absolutas .............. . ..o 4
P(xz:y:z): coordenadas baricéntricas homogéneas.......... ..o, 4
P/Q : cociente ceviano de Py Q ...t 104
PQ : recta, segmento o longitud (con signo) determinados por Py Q............ 4
pe: conjugado isotémico de P ...... ... 102
P, Py, P.: piesdelascevianas de P . ... 10
P punto de paralelas iguales........ ... . 6
R: radio de la circunferencia circunscrita a z@ ............................. 3

St dobledel dreade ABC.... ... 2

Sa Scotag A, (254 = —a% + 0% + €)oottt 2
Sp : Scotag B, (2S5 = a? — b 4+ ) oot 2
Sc : Scotag C, (250 = a% + 1% — ) it 2

Sy : S COtag O . 2

Sp punto de Spieker, Xqg. . ..ot 104
Vi, Vi, Vo o pies de la bisectrices interiores ... 10
J: centro de perspectividad de triangulo de Jacobi iso-relacionados. ......... 73

Jo : centro de perspectividad de dos tridangulos de Jacobi iso-correspondientes. 73

w: dngulo de Brocard (255, = a? + b2 4+ ) oot 58
{P;u,v} : referencia afin, con origen en P y vectores basicos €y U................... 4
a,b,c: longitudes de los lados de 1@; a=BCb=CAc=AB ................ 2
d(p:q:r): coordenadas baricéntricas homogéneas de una recta ....................... 9
T radio de la circunferencia inscrita a 1@ .................................. 3

Tq ! radio de la circunferencia exinscrita, relativa al vértice A.................. 3

5 semiperimetro de fﬁ’ (28 =a4+D+C) e 2
ETC : The Encyclopedia of Triangle Centers de Clark Kimberling............... 23
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